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Kurzfassung 

Es wird gezeigt, daß die reinen SU(3)-Eichfeldtheorie-Gitterdaten mit einem 
Quasiteilchenmodell nicht-wechselwirkender Gluonen, die eine effektive ther- 
mische Masse m2(T) = r - lgZ(T)  TZ tragen, reproduzierbar sind. Wir finden 

mit g2 = 167rZ [ll In {(T + T,)/T,}~]-~ aus einem Fit der Gitterdaten für das 
Glnonengas r = 3.3 und T, = 0.023Tc. Dieses Modell von Qnasiteilchen mit 
thermischen Massen wird auf das Quark-Gluon-Plasma (QGP) ausgedehnt. 
Wir erhalten eine nene phänomenologische Zustandsgleichung für das QGP 
mit einer im Vergleich zu der bekannten Bag-Modell-Zustandsgleichung redu- 
zierten latenten Wärme. Als Konsequenz dieser Zustandsgleichung finden wir 
im Bjorken-Bild eine langsamere Xbkühlung der zentralen Region in Schwer- 
ionenstößen sowie eine verkürzte Lebensdauer der Mischphase. Da die Quarks 
eine thermische Masse in der Größenordnung von 500 MeV erhalten, wird die 
i\ilT-Skalierungseigenschaft des Dileptonenspektrums dl#/dltfZdQ$dY in typi- 
scher Weise verletzt, was ein mögliches Signal zur Detektiernng des QGP in 
Schwerionenstößen darstellt. 

Abstract 
The pure SU(3)-gauge field lattice data are shown to be reproducible by a 
quasi-particle model of non-interacting gluons with an effective thermal mass 

2 -1 
m2(T) = F-' $(T) Tz. Using 9Z = 161;' [ l l l n , { ( ~  + Ts)/T,} ] we find 
F = 3.3 and T, = 0.023TC by a fit to the numerical data for the gliiou gas. 
This concept of quasi particles with thermal masses is then gcneralized to thc 
quark-gluon plasma (QGP). We obtain a new phenomenological equation of 
state for the QGP with a reduced latent heat as compared to tlie well knowi 
bag-model equation of state. In the Bjorken-picture of heavy-ion collisions 
this equation of state results in a modified cooling behavior of the central 
QGP region as well as in a shorter life of the mixed pbase. The effective 
thermal quark masses which have the order of magnitude of 500 MeV vio1at.e 
the MT-scaling property of the dX/d.WZdQ$dY dileptori spectxum ivhich seems 
to provide a typical signal for the detection of the QGP in heavy-ion collisions. 
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Einleitung 

Nach heutigen Vorstellungen besteht Materie aus den elementaren Leptonen sowie aus 
Hadronen, d.h., Mesonen und Baryonen. Die Wechselwirkung zwischen den Baustei- 
nen der Materie wird ohne Widerspruch zu bisherigen Experimenten durch Quanten- 
Eichfeldtheorien beschrieben (nur die Gravitation ist vorerst nur als klassische Theorie 
verstanden, ihre Quantisierung scheint jedoch nicht unmöglich zu sein). Die Eichtheorie 
der elektromagnetischen Erscheinungen, die Quantenelektrodynamik (QED), gilt als die 
am genauesten bestätigte physikalische Theorie überhaupt. Die QED stand auch Pate 
bei der Entwicklung der Theorie der starken Wechselwirkung, die anfangs hauptsächlich 
durch die Suche nach einer Erklärung des 'Periodensystems' der Hadronen motiviert war. 

In den 60er Jahren wurde von Gell-Xifann, Zweig, Ne'eman u.a. unter Annahme elemen- 
tarer Bausteine der Hadronen, der Quarks, ein Schema vorgeschlagen, in das sich nicht nur 
alle damals bekannten Hadronen einordnen ließen, sondern welches auch die Vorhersage 
eines neuen Teilchens C l  erlaubte, das bald darauf gefunden wurde. Der Einwancl, da5 
Quarks nie frei beobachtet wurden, stellte sich später als Argument zugunsten der heute 
etablierten Theorie der starken Wechselwirkung, der Quantenchromodynamik (QCD), 
heraus. Es konnte nämlich gezeigt werden, daß eine nicht-Abelsche Eichtheorie vom Yang- 
Mills-Typ renormierbar ist und eine mit wachsendem Abstand zunehmende Anziehung 
zwischen Quarks vorhersagt, so daß zwei Quarks nicht beliebig weit separiert werden 
können. Andererseits verhalten sich Quarks nach dieser Theorie bei hohen Energien xie 
fast freie (punktförmige) Teilchen, was experimentell in tief-inelastischen Elektron-Kern- 
Stößen bestätigt wurde. Diese Eigenschaft der asymptotisehen Freiheit ist eine direkte 
Folge der Tatsache, daß die Eichbosonen der nicht-Abelschen QCD, die Gluonen, selbst 
eine Ladung tragen und somit direkt miteinander wechselwirken können. Dies stellt eine 
wesentliche Verkomplizierung der Theorie im Vergleich zu Abelschen Eichfeldtlieorien wie 
der QED dar und ist der Grund dafür, daß man bis heute bei der analytischen Behandlung 
der QCD fast ausschließlich auf das perturbative Regime beschränkt, bzw. außerlialb 
dessen auf phänomenologische Modelle oder numerische Siniulationen angewiesen ist. 

Während auf gro5en Längenslialen die Hadronen als 'elementar' (d.h., ohne innere 
Struktur) angesehen werden können, sollten bei hohen Baryonendichten ne die ausge- 
dehnten Hadronen einander überlappen und ihre inneren Strukturen daher wesentlich 
werden. .4ufgrund der asymptotischen Freiheit erwartet man, daß sich die Quarks bei 
derart kleinen Abständen wie quasi-freie Partikel verhalten, was einer Zunahme der Zahl 
der Freiheitsgrade entspricht. Diese Überlegung stellt ein einfaches Argument für die 
Annahme dar, da8 bei hohen Teilchendichten ein Übergang der stark wechse1vr.irkendeli 
Hadronenmaterie in einen Zustand mit neuen Eigenschaften statt,findet. in dem aucb die 
in Hadronen in einem Kondensatzustand vorliegenden Gluonen ther~niscli angeregt sind. 
Dieser Zustand wird als Quark-Gluon-Plasma (QGP) bezeichnet. 



Betrachtet man z.B. ein Modell-System der leichtesten Hadronen? der Pionen, so stellt 
sich im thermodynamischen Gleichgewicht bei einer Temperatur T eine Pionendichte' 

ein. Demnach würde bei einer Temperatur von T W 200 MeV das gesamte Volumen von 
Pionen, welche eine Ladungsradius von etwa 0.8 fm besitzen, ausgefüllt sein. Auch bei 
kleinen Temperaturen, aber großen Drücken, d.h., wenn die Baryonendichte die Größen- 
ordnung der l0fachen Kerndichte n a  erreicht, ist es denkbar, da8 die Hadronen ihre Indi- 
vidualität verlieren und in Quarks und Gluonen dissoziieren. 

Qualitativ hat man von dem Ubergang von Hadronen zu Quarks und Gluonen eine 
Vorstellung, wie in der Abbildung 0.1 dargestellt. Der Einfachheit halber wird im folgen- 

Neutronen- 
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Abbildung 0.1: Schematisches Phasendiagi-amm stark wechselwirkender Ma- 
terie; die kritische Baryonendichte ist von der Grönenordnung der lofachen 
Iierndichte no und die kritische Temperatur beträgt etwa 200 MeV. Jenseits 
der Grenzlinie liegt die stark wechselwirkende hfaterie als QGP vor. 

den die Grenze zwischen Hadronenmaterie und dem QGP als Phasengrenze bezeichnet, 
obwohl noch uuklar ist, ob es sich um einen Ubergang erster oder zweiter Ordnung, bzw. 
überhaupt um einen Phasenübergang im thermodynamischen Sinne handelt. Diese Gren- 
ze liegt weit außerhalb dessen, was alltäglicher Erfahrung vertraut ist. Es gibt jedoch 
Abschätzungen, da5 im Inneren kompakter Neutronensterne derart extreme Bedingungen 
herrschen konnten, daß die Materie als kaltes QGP oder Quarkmaterie vorliegt. Weiter 
deuten viele Tatsachen darauf hin, da5 das Gni.irersum in den ersten Mikrosekunden der 
Evolution nach dem Urknall einen Phasenübergang QGP --i Hadronen durchlaufen hat. 
In manchen Modellen, wie z.B. zur primordialen Elementsynthese oder zu dem Problem 
dunkler selt~samer Materie im All, scheint die Annahme einer QGP-Phase und eines kos- 
mologischen Phasenüberganges sogar notwendig zu sein, um gewisse astrophysikalische 
Beobachtungen zu erklären. 

i Die Pionen werden hier als freie Teilchen idealisiert; für Temperaturen T 2 n, kann in einer guten 

Approsimntion auch die Pionenmnsse vernachlässigt werden, 



Die einzige Slöglichkeit, das QGP unter Laborbedingungen direkt zu studieren, scheint 
durch Kollision von schweren und hochenergetischen Atomkernen in großen Beschleuniger- 
anlagen, wie AGS in Brookhaven und SPS arn CERN, gegeben zu sein. Auch die geplanten 
Anlagen RHIC (Brookhaven) und LHC (CERN) mit Schwerpunktsenergien von 100 GeV 
bzw. 3 TeV pro Nukleon sollen der Suche nach Anzeichen des QGP sowie der Erforschung 
seiner Eigenschaften dienen. Diese Experimente werden die einzigartige Möglichkeit bie- 
ten, Materie unter Bedingungen ähnlich denen des heißen frühen Universums zu unter- 
suchen und dadurch eine Reihe von Prozessen zu verstehen, deren I<onsecliienzen heute 
nur noch indirekt zu beobachten sind. Ebenso wie in der QED, wo hochgenaue Beobach- 
tungen die Entwicklung der Theorie stimulieren, erhofft man auch durch die RHIC- und 
LHC-Experimente Hinweise für die Entwicklung nener theoretischer Konzepte der QCD 
und einen Beitrag zum Verständnis dessen, .was die Welt im Innersten zusammenhält'. 

Beim jetzigen Stand der Erkenntnis sind zum einen Modelle zur Beschreibung des QGP 
auszuarbeiten und andererseits Methoden zu finden, die einen eindeutigen Nachweis einer 
kurzzeitigen Existenz des QGP in Schwerionenstößen durch sogenannte QGP-Signale er- 
lauben. Die vorliegende Arbeit nimmt Bezug auf beide Fragestellungeri und ist wie folgt 
gegliedert. 
1) Im ersten Kapitel wird zunächst das Fundament der Gleichgewichtsther~noclynamik 

abgesteckt, auf den1 die folgenden Betrachtungen beruhen. Im Vergleich mit numeri- 
schen Ergebnissen zeigt es sich, da8 das Glnonenplasma durch eine einfache Bag-Modell- 
Zustandsgleichung bzw. durch eine Störungstheorie niedrigster Ordnung nicht adäquat 
beschreibbar ist. Wir finden jedoch, da8 ein Quasiteilchenmodell mit thermischen Glilo- 
nenmassen, m - g(T) T (g(T) ist die temperaturabhängige Colorladung) die Gitterdaten 
reproduziert. Das Konzept der thermischen Masse auf Quarks erweiternd, erhalten wir 
eine neue phänomenologische Zustandsgleichung für das QGP. 

2) Im Kapitel 2 wird die Dynamik zentraler Scliwerionenstöße im Bjorken-Bild (d.11.~ in 
der Näherung der eindimensionalen Hydrodynamik) dargestellt. Es werden die AbkÜhIu~ig 
eines Plasma-Schlauches mit der hier vorgeschlagenen Zustandsgleichu~ig bei loiigitiidi- 
naler Expansion untersucht und Unterschiede zur bekannten Bag-I<ühlung i ' (r)  i-'!~ 

(T ist die Eigenzeit) diskutiert. 
3) Im dritten Kapitel wird die Emission von Leptonen aus dem QGI' am Beispiel des 

Prozesses qq -+ I r ,  d.h., der Umwandlung eines Quark-Antiqiiark-Paares in cin Lepto- 
nenpaar, in niedrigster Ordnung der starken Kopplnngskonstanten berechnet. MG deni 
vorgeschlagenen Modell der thermischen Partonenmassen erhalten wir ein iherrilisches 
Spektrum, welches sich von bisherigen Voraussagen in charakterist,ischer Weise unbcr- 
scheidet. Die in diesem Spektrum zum Ausdruck kommenden nicht-perturhativeii Eigen- 
schaften des QGP werden als mögliches Signal zur Detektierung dieses Slatcriezust.andes 
in hochenergetischen Schwerionen-Stoßprozessen diskutiert. 

4) In dem kurzen Kapitel 4 werden die in der vorliegenden Arbeit gehindenen Ergchliisse 
in einen1 Resunie zusammengefaßt. 

A) In1 Anhang sind einige Ableitungen erläutert. 

Einige der in dieser Arbeit gefundcneii Ergebnisse sind in [Peil. [Pep: und [Peii] pubiiuier:. 



Einige Einheiten und Konventionen 

Die angepaßte Einheit der Länge ist in der hadronischen Physik 

1 fm = 1 Fermi = 10-l5 Meter. 

Als charakteristische Zeitskala ergibt sich bei relativistischen Geschwindigkeiten ,U c 

1 fm -- - 1 
10-23 Sekunden. 

c 2.99792458 
Die Energie wird zweckmäßig in Einheiten von 

gemessen. In allen thermodynamischen Beziehungen ist die Boltzmann-Konstante 

?CB Ei 1 

gesetzt. Damit erhält die Temperatur die Dimension der Energie, 

1 MeV 1.60218 10-l3 Nm - 1 MeV = -- - = 1.16044 10'' K 
I"B 1.38066 10-23 Nm/K 

Auch die Lichtgeschwindigkeit wird im weiteren 

gesetzt. Das Wirkungsquantum ist in diesen 'Energie-Länge'-Einheiten 

rL = 1.05457 10-~& Nms 
1 MeV 1 fm/c 

= 197.327 MeV frn . 
1.60218 10-'3 Nm 10-" m/c 

In dem Gauß'schen Maßsystem der Elektrodynamik gilt für die Dielektrizitätskonstante 
-Lx €0 = 1. 

Die Komponenten von &Vektoren werden mit griechischen Buchstaben indiziert, wäh- 
rend (3-) Vektoren durch lateinische Indizes gekennzeichnet werden. Es ist somit zu 
unterscheiden zwischen dem Ortsvektor xi = (xl,xz,x3) = xhund dem (kontravarian- 
teri) 4-Vektor X" = (zo, XI ,  x2, x3) = ( t ,  51, z2, x3). Der kovariante metrische Tensor des 
~Iinko~vskischen Raumes ist diagonal, 

1 „ := Diag (1, -1, -1, -1) = (g„)- = g"", 

und zu sich selbst invers und damit gleich dem zugekorigen kontravarianten metrischen 
Tensor gw". g:„ transformiert kontravariante $-Vektoren in die kovariante Darstellung, 

3 

X* = C gpyxY . 
i;=o 

Durch die Einsteinsche Konvention, über zwei gleiche obere und untere Indizes automa- 
tisch zu summieren. \verden Kontraktionen wie die obige und Produkte in kurzer Schreib- 
weise dargestellt. 

Die partielle Ableitung einer Größe Q nach X' wird wie folgt bezeichnet 



1. Thermodynamische Modelle 

1.1 Thermodynamik 

Der Apparat der Thermodynamik von Systemen im thermodynamischen Gleich- 
gewicht wird wiederholt und der Begriff der Zustandsgieichung eingeführt. Die 
Zustandsgleichung freier Teilchen wird angegeben, und es werden die Grenzfälle 
leichter und schwerer Teilchen untersucht. 

1.1.1 Allgemeine Beziehungen 

Es wird ein Gas von Teilchen im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht (tliermisch, 
chemisch, mechanisch) betrachtet. Ein solches System läßt sich durch die Angabe eines 
thermodynamischen Potentials beschreiben. Zur Behandlung von Systemen mit variabler 
Teilchenzahl und gegebener Temperatur ist es günstig, als Potential die Gibbs'sche Freie 
Energie J zu wählen. Dieses Potential wird auch oft als großkanonisclies Potential 0 
bezeichnet; in vielen Abhandlungen über Thermodynamik findet auch die Bezeictinung 
Landau-Potential Verwendung. J steht im Zusammenhang mit der inneren Energie J-, 
der Entropie S sowie der Teilchenzahl N des Systems; die unabhängigen Größen sind (las 
Volumen V, die Temperatur T und das chemische Potential p. 

Das vollständige Differential von J lautet 

Die innere Energie E kann sich durch die Zufuhr von Wärme, durch Verrichtung von 
Arbeit gegen den inneren Druck p und schließlich durch Hinzufügen von weiteren Teilchen 
zum System ändern. Weil reversible Entropieänderungen durch die zugeführte 61,'ärrric 6Q 
bestimmt werden: dS = &?/T, erhält man 

Handelt es sich bei den betrachteten Teilchen uin Ptiotonen (allgemein um 'reilchtm 
die beliebig erzeugt und wrnichtet werden können, d.11.. deren 'fCilclienza!:l .T k i n c  
erhaltene Größe ist), niuß das chemische Potential p im C:ieiciiP;rivicht Stili sein. denn 
sind Volumen V und Temperatur T vorgegeben, so ist J nur von S allein abhärngig: 
J = J(:%-): die Extreinalforclerung J --+ E.rtremitna liest sich dann -Ir = rl.JiilS" I). 

Der ~ l l&neinhei t  halber schreibe ich jedoch wciter urid setze gge1)eneiifalls ~o = 0. 
Kennt man die Einteilchenznstände eines t~echsel~~~irktiriP;sfreiez~ Systems. so kann nun  



J leicht aufschreiben; es ist zffischen Bosonen und Fermionen zu unterscheiden (oberes 
Vorzeichen für Bosonen, unteres für Fermionen), 

Hier wird über alle Einteilchenzustände des Systems summiert; E ,  bezeichnet die Energie 
eines Teilchens im Zustand i. Durch das chemische Potential p mird eine konstante 
Verschiebung aller Energieniveaus beschrieben. 

Ein Quantenzustand i nimmt im klassischen Phasenraum I? das Volumori (2nh)" ein; 
geht man daher von der diskreten Verteilung der Zustände zu einer kontinuierlichen iiber 
(thermodynamischer Limes), so entspricht dies der Ersetzung 

wobei d r  das Phasenraumvolumen d3q d3p ist und der Faktor g die Entartung des Systems 
(Spin, . . . ) angibt. Unter der Voraussetzung 'wechselwirkungsfrei' ist die Energie E; eines 
relativistischen Teilchens allein eine Funktion des Impulsquadrates, 

Die Ortsintegration J,, d3q läßt sich für homogene Systeme allgemein ausführen und ergibt 
einen Faktor V. Die Winkelanteile der Tmpulsintegration in Kugelkoordinaten liefern für 
isotrope Verteilungen noch einen Faktor 4 n  und man kann ersetzen 

Aus dem jeweiligen Kontext heraus wird immer klar, ob p den Impulsbetrag \ @ I  oder den 
Druck p(V, T, P) bezeichnet. Die Gibbs'sche Freie Energie läßt sich somit schreiben als 

'Aus der Gleichung (1.2) für das vollständige Differential von J ist ersichtlich, da8 

gilt. Die Abhängigkeit p(V, T,  p)  des Druckes von dem Volumen, der Temperatur und 
dem chemischen Potential heißt Za&andsgleichung. Aufgrund der vorausgesetzten Wech- 
selwirkungsfreiheit der Teilchen ist J im thermodynamischen Limes jedoch eine extensive 
Größe, J - V ,  und man kann ebensogut schreiben 

Die Zustandsgleichung ist unter den gemachten Voraussetzungen volumenunabhängig, 
IJ = p(T.hl), und stellt gleichzeitig ein thermodynamisches Potential dar: Alle relevanten 



Größen können aus p(T, p) abgeleitet werden. Explizit lautet die Formel für den Druck 
mit der Ersetzung X := p/T und der Abkürzung a := m/T 

Bei der zweiten Umformung wurde partiell integriert (die Integrationsgrenzen sind hier 
und im folgenden weggelassen); außerdem wurde die -Abkürzung 

A := mit a = m/T (1.8) 

eingeführt. 
Die Entropie S ist die negative Temperaturableitung der Gibbs'schen Freien Energie; 

die Entropiedichte s := S/V erhält man wegen J = -p(T, p)V als Ableitung des Druckes: 

.Aus der Gleichung (1.6) für den Druck ergibt sich 

Im zweiten Schritt wurde p(T, P) nach Gleichung (1.7) und a laut Definition eingesetzt. 
Neben dem Druck p und der Entropiedicbte s ist die Energie E des Systeins oder als 

intensive, d.h., vom Volumen unabhängige Größe, die Energiedichtc e von Int,eresse. 

Diese Relation ist als Gibbs'sche FundamentaIgleichung bekaiint. Der letzte Term in der 
Gleichung (1.10): die Ableitung des Druckes nach dem chemisctien Potential ki .  liefert. 
wie aus (1.2) und (1.5) hervorgeht, die Teilchendichte 

g T3 = - - / d x r 2  279 h3 1 
erp  (-4 - 5) T 1 . 



n(T, p)  ist das Phasenraumintegral über die Bose- bzw. die Fermi-Verteilung 

1 Bosonen 
f(6) = für 

~XP{(E - P ) P )  =F 1 Fermionen. 

Mit zunehmender Teilchendichte n(T,p) wächst auch der Druck des Systems, es gilt 
p(T, P) n(T, P )  T, siehe Gleichung (1.7). Die Ausdrücke für den Druck, die Entropie- 
und die Teilchendichte in Gleichung (1.10) eingesetzt, ergeben die Energiedichte 

Der Zusammenhang e(T,p) wird manchmal auch als kalorische Zustaudsgleichurig be- 
zeichnet; es sei aber darauf hingewiesen, daß e(T,p) kein thermodynamisches Potential 
darstellt, d a  daraus nicht alle thermodynamischen Größen eindeutig abgeleitet werden 
können. 

Bemerkung: Für masselose Teilchen ist die Energiedichte e gleich dem dreifachen 
Druck des Systems. Dies ist eine Folge der Energie-Impuls-Relation E @ )  = Ipl: 
1 
/ z  . aller Teilchen bewegen sich in Richtung einer gedachten Wand und übcrtra- 

gen bei einem elastischen Stoß auf diese Wand ihren doppelten Impuls. 
Allgemein wird für alle thermodynamischen Systeme (unabhängig von dcr zngrunde 
liegenden Wechselwirkung) der Zusammenhang 

vermutet [LLS, $271. Nach dieser Hypothese muß daher 

Ba m 
- < 0  mit a = -  
BT T 

gelten; dies ist insbesondere im Fall konstanter Teilchenmasse erfüllt. 

1.1.2 Zwei wichtige Grenzfälle 

Die abgeleiteten thermodynamischen Beziehungen sollen hier für die zwei wichtigen Spe- 
zialfälle diskutiert werden, daß zum einen die Teilchenmasse sehr klein und zum anderen 
sehr groß ist; die physikalische Skala ist dabei die betrachtete Temperatur. In diesen Be- 
trachtungen ist natürlich der Fall verschwindender Masse (Stefan-Boltzmann-Gas) einge- 
schlossen. Der Einfachheit halber wird in diesem Abschnitt p = 0 gesetzt. 

In1 Falle eines verschwindenden chemischen Potentials ist der Druck nach den Gleichungen 
(1.6, 1.7) bis auf einen dimensionsbehafteten Faktor durch das Integral 

%eseben. Durch das obere Vorzeichen werden Bosonen beschrieben und durch das untere 
Fermioneri. $=ja) kann in den Grenzfällen kleiner bzw. großer a ausgewertet werden. 



(1) a = m/T klein (Hochtemperatur-Näherung): Die Entwicklung der Funktion 
f - (U)  für Bosonen nach kleinen Argumenten, siehe Anhan8 A.1.2. 

(1. l i )  

enthält einen nicht-trivialen Term der Ordnung O(a3) .  während man in einer naiven 
Taylor-Entwicklung von f - (U)  nur Potenzen von ( a 2 )  erwarten würde; vergleiche Defini- 
tion von f -(U).  C = 0.5'7 E... ist die Eulersche Konstante. 

Die Entwicklung der Fermionenfunktion f+(a) enthält keinen derartigen nicht-analy- 
tischen Term und lautet 

Mit den angegebenen Entwicklung für fF erhält man den Druck freier Bosonen bzw. freier 
Fermionen bei hohen Temperaturen, 

3 
für Bosonen mit c~ = 2C - - - In4 N -1.73, (1.16) 

2 

3 
für Fermionen mit CF = 2C - - + In4 x 1.04. (1.17) 

2 

Im Vergleich zu dem bosonischen Ergebnis sind hier einige Vorfaktoren anders und es 
fehlt das Glied der Ordnung O ( ( $ ) 1 2 ) .  Für m = 0 erhält man den 1)rii~li und die 
Energiediclite eines masselosen freien Bose- hzw. Fermi-Gases (Stefan-Boitzmariii-Fdl]. 

Fermionen können im Gegensatz zu Bosonen einen Zustand im P1iasenr;~um hiiclisiens 
einfach besetzen: im Fermionendruck äußert sich diese Tatsache durch eine cffektivo. klri- 

-% nere Entartung g , ~  = ' / ~ g .  Aucli die Teilchendichte eines Stefan-Boitzn:aiit1~-C~ascs bci 
der Temperatur S läßt sich mit den im Anhang ;\.l.1 angefiihrteri C~lciclitinger~ leicht 
angegeben, 

. . 
Bosonen 

mit 6 )  = } fiir { Fermionen ) 
Der Faktor jiz) = 3/i = 1-2-13-l) fiä~igt mit der Dixnen&n des Fhnstwxmrn~s i.i:s;trcn~c:r 



( 2 )  a  = m/T groß (Näherung für schwere Teilchen): Für die Funktion 

soll in dem Fall a  » 1 keine Entwicklung, sondern lediglich eine einfache Abschätzung 
angegeben werden. Unabhängig von dem durch die Statistik bedingten Vorzeichen kann 
man wegen lnjl + 21) = U + e)(u2) und = a  [l + z 2 / ( 2 a z ) ]  + O ( z 4 / a 3 )  für große 
a  abschätzen 

2 d~ X exp -a - 7 ( h) 
Der Druck von Teilchen der Masse m = a T läßt sich bei sehr kleinen Temperaturen daher 
abschätzen als 

Die massiven Teilchen üben nur einen geringen Druck aus und sind bei kleinen Tempera- 
turen im thermischen Gleichgewicht wegen ihrer großen Energie C 2 m » T stark unter- 
drückt, es gilt n(T)  - p ( S ) / T .  Das erhaltene Ergebnis gilt unabhängig von der Statistik 
der Teilchen, weil aufgrund der endlichen Masse bei kleinen Temperaturen alle Zustände 
nur 'sehr dünn' besetzt sind und Unterschiede zwischen Bolltzmann-, Fermi- und Bose- 
Verteilung keine Rolle mehr spielen. Bis auf den Exponentialfaktor ist dies gerade das Er- 
gebnis, welches man auch für niclitrelativistischeTeilchen der Masse m erhält, denn die bei 
der Integration von fT gemachte Näherung stellt nichts anderes als die Entwicklung der re- 
lativistischen Dispersionsrelation für kleine Energien dar, = m + p 2 / ( 2 m )  + ... . 
Während in der nichtrelativistischen Thermodynamik die Ruhenergie m der Teilchen oft 
mit in das chemische Potential eingeschlossen wird - m 4 P'), betrachten wir hier 
den Fall p  = 0. 

Die Konvergenzen der Hoch- und Tieftemperatur-Entmicklungenfür f F ( a ) ,  a  = m/T $ 1 ,  
sind in den Abbildungen 1.1 und 1.2 dargestellt. Man erkennt, da8 die abgeleitete Glei- 
chung (1.20) trotz der groben Näherungen für m/T = a  2 4 eine brauchbare Abschätzung 
der Größenordnung erlaubt. 



Abbildung 1.1: Die Funktion f-(U) für Bosonen (durchgezogene Linie) und 
ihre Entwicklung für kleine a in verschiedenen Ordnungen (gestrichelte Linien) 
sowie die asymptotische Abschätzung für kleine Temperaturen (gepunktet). 

Abbildung 1.3: Wie Abbildung 1.1, aber die Funktion f+(a) für Ferrnioncm 



1.2 Das Bag-Modell 

Im Rahnien des Bag-Uodells beschreibt man den unterschied zwischen dem pertur- 
bativen und dem n i ~ h t - ~ ~ ~ t ~ ~ b a t i v ~ ~  Vakuum durch eine konstante Energie- bzw. 
Druckdifferenz. Für Hadronen ergibt das Modd ein diskretes Energiespektrum, 
während man für ein ansgedehntes, asymptotisch freies System eine phänomenolo- 
gische Zustandsgleichung zur einfachen Beschreibung des QGP erhält. 

1.2.1 Das Bag-Modell für Hadronen 

Die &CD ist heute als Theorie der starken \Nechselwirkung allgemein anerkannt. Obwohl 
die Grundgleichungen seit den 7Oer Jahren bekannt sind, gibt es aufgrurid der Korn- 
plexität der Gleichungen neben peftnfbativen und numerischen Ergebnissen mir weni- 
ge analytische Aussagen der nicht-perturbativen Theorie. Parallel zur Entwickliirig der 
QCD wurden daher Modelle zur Beschreibung der subnuklearen Physik entwickelt, deren 
Grundannahmen zumeist phänomenologischer Natur sind (und deren strenge Begründung 
durch die QCD vielfach aussteht). 

Ein populäres 'ifodell dieser Art ist das Bag-Modell, das neben Arbeiten von Bogulju- 
bov in der Mitte der 70er Jahre vor allem am MIT entwickelt wurde. Das hIodell basiert 
unter anderem auf der Beobachtung, daß trotz intensiver Suche keine freien Quarks ge- 
funden wurden. Das Bag-Modell beschreibt diese Tatsache durch die Annalime, daß die 
Quarks im Volumen der Hadronen ( 'Bq ' )  eingesperrt sind (Confinement der Qtiarlis) 
und sich innerhalb des Bags wie freie Teilchen verhalten [?I. Wenn diese Annahme des 
Bag-Modells auch (noch) nicht aus den QCD-Gleichungen abgeleitet wurden, so kann 
man sich diese durch folgende heuristische Überlegung plausibel machen: 
Bei kleinen Abständen wie dem Bag-Radiiis verringert sich die Kopplung zwischen cle~i 
Quarks durch die asymptotischc Freiheit, siehe auch Gleichung (1.3S), und eine pertur- 
bative Beschreibung ist möglich. Das perturbative Vakuum nahe der Quarks hat ei- 
ne andere Struktur als das nicht-perturbative in grofien Entfernungen, wo die Kopp- 
lungsstärke nicht mehr klein ist. Die Druckdifferenz zwischen beiden Vakua ist negativ, 
AP = Ppert - pit.pert = -B < 0, und bindet die Quarks zu Hadronen, siehe Abbildung 1.3. 
Die Randbedingungen der iVe1lenfunktionen der irn Inneren des Bags als (quasi-)frei an- 

Abbildung 1.3: Durch die bei großen Entfer- 
nungen wachsende Iioppluug ('Bag-Wand') 
werden die Quarks auf ein Volumen (in der 
einfachsten Betrachtung auf eine Kugel) be- 
schränkt. 

genommeiien Quarks werden so gewählt, daß der Quarkstrom durch die Bag-Wand ver- 
r;chwindet. Der Bag-Radius hängt von der Druckdifferenz -B ab. Bei gegebenem Bag- 
Radius bzw. gegebener Bag-Iionstante besitzen die eingeschlossenen Quarks ein diskretes 
Energiespektrum. Durch eine geeignete Wahl von B lassen sich die (Ladungs-) Radien, die 



magnetischen Momente und die Massen von verschiedenen Hadronen. die als Anregungs- 
zustände der eingeschlossenen Quarks interpretiert werden. in gute fibereinstimmung mir 
dem Experiment bringen. 

1.2.2 Das Bag-Modell des QGP 

Durch eine Uberlegung, welche an die Ideen des Bag-Modells anknüpft. kann man zu einer 
Zustandsgleichung gelangen, die ein wechselwirkendes System von Quarks und Gluonen 
modellhaft beschreibt: Bei großen Drücken oder hohen Temperaturen sollten sich die Ha- 
dronen (-Bags) überlappen und ein zusammenhängendes Volumen ('einen großen Bag') 
bilden, in welchem die Kopplung schwach ist, siehe Abbildung 1.4. Während in dem 

Abbildung 1.4: Unterhalb der Übergangstemperatur T, sind die Quarks im 
'Wadronenbag' eingeschlossen. Bei der Temperatur T, ändert sich die Struktur 
des Vakuums ('Schmelzen der Bagwand') und die Quarks und Gluonen bilden 
ein ausgedehntes System quasi-freier Teilchen. 

endlichen Hadronen-Bag die (quasi-)freie Bewegung der Quarks ein diskretes ISrtc?rgic- 
spektrum ergibt, wird das Spektrum in einem ausgedehnten System quasi-kontinuierlich. 
Im thermodynamischen Limes und für verschwindende Kopplung sollten die tlier~iiady- 
namischen Eigenschaften der Quarks also durch ein ideales Fermi-Gas (1.18) bescliriebrn 
werden können, d.h., p ( T )  - T4. Nun ist noch die im vorangegangenen Abschnitt dis- 
kutierte negative Druckdifferenz zwischen dem pertiihstiveri Vakuuni im Fhg nnd den1 
realen Vakuum zu berücksichtigen; nian ersetzt einfach p i p - B. Daniit erhält iiiisi 

für das Quark-Gluon-System eine phä.nonieuo1ogisclie Zustandsgleichung der Ccstalt 

Die dimensionslose Konstante g , ~  ist die effektive Zahl der ITeilicitsgrnde des QGP. Fjir 
p = 0 ergibt sich die Energiedichte 



Bemerkung: Zu einer Zustandsgleichung dieser Art kann man auch durch die 
Annahme eines allgemeineren Potenzreihen-Ansatzes 

gelangen, da aus thermodynamischen Uberlegungen at = a2 = a3 = 0 folgt: Aus 
p(T) ergeben sich die Entropie- und die Energiedichte (für p = 0) 

Aus dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik, Ern s(T) = 0, folgt ai = 0. Ei- 
T-0 

ne positive Energiedichte bei T = 0 erfordert ao =: -B < 0. Schließlich müssen 
nach der allgemeinen Hypothese 3p 5 e (siehe Bemerkung im Abschnitt 1.1.1) und 
wegen s(T) > 0 die Koeffizienten a2 und as verschwinden. Es ist wichtig zu bemer- 
ken, daß damit die Entropiedichte auch für endliche Temperaturen gleich der eines 
Stefan-Boltzmann-Gases ist. Diesen Sachverhalt kann man auch folgendermaßen 
formulieren: Das Bag-Vakuum besitzt keine Entropie. 

Im folgenden sollen die thermodynamischen Beziehungen für dieses Modell unter Berück- 
sichtigung eines endlichen chemischen Potentials /I abgeleitet werden. Dazu werden die 
Beiträge der Gluonen und der Quarks getrennt betrachtet (dies ist wegen der zunächst 
angenommenen Wechselwirkungsfreiheit möglich); der sich ergebende Gesamtdruck wird 
schließlich um B verringert. 

Die N, = 3' - 1 = S masselosen Gluonen der SU(3)-Eichgruppe werden im Rahmen des 
Bag-Modells als freie Teilchen mit der Entartung 

betrachtet. Weil die Anzahl der Gluonen in einem System keine erhaltene Größe ist, 
muß ihr chemisches Potential verschwinden: /I, = 0 (vergleiche Bemerkung auf Seite 5). 
Mit den Gleichungen (1.18) für masselose freie Bosonen erhält man den Druck und die 
Energiedichte der Gluonen 

Die Quarks mit einer im Vergleich zur betrachteten Temperatur kleinen Masse können 
in crster Näherung als ebenfalls masselos angesehen werden. Bei verschwindender Ruhe- 
masse ergibt sich aus Gleichung (1.7) für einen Quarkfreiheitsgrad 



Abbildung 1.5: Die chemischen Potentiale von Teilchen und Antiteilchen un- 
terscheiden sich im Vorzeichen. Dusch die Verschiebung aller Energieniveaus 
entsteht eine Asymmetrie zwischen Teilchen und Antiteilchen. 

Der Index an pl soll an die Entartung g = 1 erinnern. Dieses Integral kann für p  0 
nicht in geschlossener Form ausgewertet werden, es gibt jedoch verschiedene Reihenent- 
wicklungen auch für endliche Ruhemassen, siehe z.B. [Hab]. Das chemische Potentiai der 
Antiquarks ist gleich dem negativen chemischen Potential der entsprechendc~i Quarks, 
vergleiche Abbildung 1.5. Während auch der Druck pi(T, p )  = pl(T. -/L) des zugehörigen 
Antiquarks nicht in geschlossener Form darstellbar ist, kann man dagegen für den Gr- 
samtdruck 

einen einfachen Ausdruck ableiten. Zunächst wird der .-\usdruck in den eckigen Iilamn~esrr 
durch Umbenennung der Integrationsvariablen geschrieben als 

Durch eine neue Anfteilung der Integrationsinter~alle~ ( JG~ + Ja) + P, + &F). kam 
dieser Ausdruck vereinfacht werden, 



fassen und man erhält' 

Damit ist der Gesamtdruck einer Sorte Qnarlis und Antiquarks gegebe~i durch 

Erinnert sei noch einmal daran, daß hier mder die Spin- und Ii-lavor-. 11mh die C-'0h- 
entartung mitgezählt wurden. 

Mit Hilfe dieser Herleitung ist es auch möglich, die effektive 'Scilchcndirlitc r t l l  ~irid 
die Energiedichte eli zu bestimmen, Die Teilchendichte ist die Ableitung des thcrmody- 
namischen Potentials nach dem chemischen Potential. Aus der Summe der f?artiaiclrüclic, 
erhält man die 1Vettoteilchendichte, 

Für T = 0 ergibt sich der bekannte Zusammenhang zwischen Teilchendichte lind der 
Fermi-Energie eines relativistischen, entarteten Fermi-Gases (die Fermi-Energie ist für 
T = 0 gerade 16, weil die Fermi-Verteilungsfunktion (1.12) für T 4 0 in die Stufenfunk- 
tion @(C - p )  übergeht). In impliziter ~ ~ r m  bestimmt diese Beziehung bei gegebener 
Teilchendichte und Temperatur das chemische Potential. Es ist klar, dai3 die Nettoteil- 
chendichte nsi(T, P )  eine ungerade punktion von p sein muß, weil das chemische Potential 
die Asymmetrie zwischen Teilchen und Antiteilchen beschreibt; der Druck und auch die 
Energiedichte müssen dagegen gerade Funktionen von P sein. Die Energiedichte ist für 
masselose Teilchen gleich dem dreifachen ~ ~ u c k ,  vergleicheBemerkung im Abschnitt 1.1.1. 
Als Energiedichte des Quark-~~t i~uark-S~s tems  erhält man daher 

Die angenommene Voraussetzung (\,.echselwirkungsfreier) musselose~ Q~iarks ist in dem 
interessierenden 'remperaturbereich T > 100 &leV für die leichten Quark-Flavors U und 

in guter 3äherung erfüllt, da ,U , 3 M ~ V  bzw. md 10 MeV abgeschätzt wird; dies 
entspricht in der Abbildung 1.2 iverten von < 0.1. Die schwereren Quarks mit einer 
Masse M sind bei Temperaturen T < i b ~  im thermodynamischen Gleichgewicht exponen- 
tiell unterdrückt, siehe Gleichung (1:20), und werden hier vernachlässigt. Das s-Quark 
wird meist auch als 'schwer' angesehen und nicht mit in die Betrachtung aufgenommen. 
Der Grund dafür ist' daß die Berücksichtigung der mit der Temperatur vergleichbaren 
.\-Sasse 7% - 1% MeV des s-QUarkS die Gleichungen etwas unübersichtlicher machen, 

'Integrale siehe Anhang A.1.1 



die physikalischen Beziehungen jedoch nicht qualitativ verändern würde. (Die Zustands- 
gleichung müßte dann numerisch ausgewertet bzw. als Reihe (1.17) mit Gliedern höherer 
Ordnungen dargestellt werden.) Im folgenden Abschnitt wird auch gezeigt, wie sich ein 
zusätzlicher, masseloser s-Freiheitsgrad auswirkt; dies stellt eine Abschätzung für den ma- 
simal möglichen Effekt eines freien massiven s-Quarks dar. In den abgeleiteten thermo- 
dynamischen Beziehungen werden die Quarkfreiheitsgrade Spin. Color und Flavor durch 
den Entartungsfaktor 5 = (2s + ~)IV,I\ '~ berücksichtigt, ~vobei im weiteren stets i\ii = 2 
gesetzt wird. Eine gebräuchliche Definition des Quark-Entartungsfaktors ist jedoch 

g, unterscheidet sich von 9 durch den Faktor 2. Diese Definition ist in1 Fall /L = 0 
('Materie-Antimaterie-Entartung') zweckmäßig. 

Unter Berücksichtigung des negativen Vakuumbeitrages erhält man für den Gesamtdruck 
der Quarks und Gluonen im Bag-Modell mit den Gleichungen (1.23) und (1.24) 

Die Summe der Energiedichten der freien Quarks und Gluonen ist das dreifache der Sum- 
m e  der Partialdrücke. Zur Energiedichte des Quark-Gluon-Gases im Bag-Modell kommt 
noch der Vakuumwert B hinzu, so daß man für die Energiedichte des Quark-Gluon- 
Plasmas im Bag-Modell 

erhält. Diese Beziehung gilt unabhängig vom chemischen Potential p urtd erfüllt die 
Gibbs'sche Fundamentalgleichung 

1.2.3 Der Phasenübergang im Bag-Modell 

Die in den abgeleiteten thermodynamischen Beziehungen enthaltene Bag-I<oiistaiitc er- 
höht die Energiedichte und verringert den Druck des Quark-Gluon-Systems- wodurch ein 
Deconfinement-Zustand 'QGP'mit eines größeren Anzahl von Freiheitsgraden modelliert 
wird. Der negative Druckunterschied zwischen dem realen und dem perturbativen Vaku- 
um schränkt das Gebiet der Esistenz des Quark-Gluon-Systems in der jp: 16)-Ebeiie ein. 
denn ein System mit negativem Druck ist mechaxiisch nicht stabil und kann a k  Gleichge- 
wichtszustand nicht existieren. Die Gleichung ?>B(?', p )  = 0 liefert iti intpliziter Form eine 
Grenze für das Gebiet, in dem das Bag-QGP instabil istl 

.-lufgelöst nach p wird die Grenzlinie durch die Gleichung 



bestimmt. Diese Grenzlinie verschwindenden Druckes ist jedoch nicht mit der Phasen- 
grenze zu verwechselri; der Phasenübergang erfolgt schon bei endlichen Drücken. (Wie in 

Abbildung 1.6: Die Linie verschwindenden Druckes legt das Gebiet fest, in 
welchem das Bag-QGP instabil ist. Der Phasenübergang zu der Confinement- 
Phase muß außerhalb dieses Gebietes stattfinden. Die Anzahl der effektiven 
Quark-Flavors hat keinen allzu großen Einfluß auf den Verlauf der Grenzlinie. 

der Abbildung 1.6 deutlich wird, ändert sich die Situation bei Hinzunahme des s-Quarks 
nicht wesentlich: Durch die größere Zahl der QGP-Freiheitsgrade dehnt sich das Existenz- 
gebiet des QGP lediglich etwas aus, aber der Kurvenverlauf ist qualitativ unverändert.) 
Die eigentlichen Phasengrenze wird durch die Gibbs'schen Bedingungen für das thermi- 
sche, chemische und mechanische Gleichgewicht festgelegt, 

Der genaue Verlauf der Phasengrenze hängt von den (nicht genau bekannten) Zustands- 
gleichungen p>bdrn,(T, p) und pQcp(S,p) der hadronischen Materie bzw. des QGP ab. In 
jedem Falle aber muß die Phasengrenze außerhalb des Gebietes PQGP < 0 liegen, in dem 
das QGP mechanisch instabil ist. 

iiachdem hiermit im nachhinein das in der Einleitung gegebene Bild des hadronischen 
Phasenübergangs bei sowohl endlichen Temperaturen als auch endlichen chemischen Po- 
tentialen id.h.. bei endlichen Baryonendichten) etwas erläutert wurde, wird im foigenden 
stets der Teilchen-Antiteilchen-symmetrische Fall angenommen, p = 0. Diese Annahme 
ist für das QGP, wie es in Schwerionenstößen erzeugt werden könnte, durchaus nicht sehr 
einschränkend, da  nach Shuryaks -bot g1ue'-Szenario [Shu] in der zentralen heißen Regi- 
on des entstehenden Plasma-Schlauches die Teilchen durch die Antiteilchen wahrschein- 
lich weitgehend balanciert werden. Auch der kosmologische Phasenübergang von einem 
Deconfinement- zri einem Confinement-Zustand des Universums hat allen Erwartungen 



nach bei einem fast ausgeglichenen Verhältnis von Materie zu Antimaterie stattgefunden, 
siehe 2.B. [I\a94b]. 

Der Phasenübergang des Bag-QGP zu hadronischer Materie läßt sich durch eine einfache 
Annahme über die hadronische Phase leicht studieren irnd stellt das Vergleichsmodell dar, 
an welchem alle späteren Aussagen gemessen werden sollen: 
Der Druck der hadronischen Phase wird bei niedrigen Temperaturen durch den Partial- 
druck der leichtesten Hadronen dominiert. Die Pionen mit einer Masse von m, = 140 
MeV können in einer ersten Käherung im gegebenen Temperaturbereich T - 200 MeV als 
masselos und frei idealisiert werden, während im thermischen Gleichgewicht die anderen 
Hadronen aufgrund ihrer großen Masse (M 2 MK$ W 500 MeV) stark unterdrückt sind 
und hier vernachlässigt werden, siehe Gleichung (1.20). 

Durch eine einfache Uberlegung kann man zeigen, daß zumindest die Vernachlässigung 
der elektromagnetischen Wechselwirkung der Pionen gerechtfertigt ist. Die Teilchendichte 
freier Pionen ist in der Hochtemperatur-Näherung (T > m, = 140 MeV) gegeben durch 
die Gleichung (1.19), 

so daß der mittlere Pionen-Abstand von der Größenordnung 

ist. Demzufolge ist die typische Coulomb-Energie eines Pions 

a = e2/(47rh) N 'li3r ist die Feinstrukturkonstante. Die tppischc kinetischc Energie &ies 
Pions ist von der Größenordnung der Temperatur (.relativistisclier Gleichverteilii~ig~~itt~~)~ 

Der Lrergleich der Coulomb-Energie mit der kinetischen, 

zeigt, daß das Pionenplasma nicht sehr stark vom idealen Verhalten alnvciclil.. 
Genauer kann die Korrektur zur Energiedichte eines Stefan-Bolt,zma~rn-Gasrs mit dcr Me- 
thode von Debye berech~iet werden, siehe z.B. jLL.5, FJ~S]. Man niriimt hierbei an. cEaR jedes 
Teilchen der Sorte a mit der Ladung e, = z,e von einer Ladungswoikc ddcr anderen T<iiichcn 
umgeben ist, die das Coulomb-Potential abschirmt. Für eiri als Ganzes iientrales I'lasrna. 
müssen bei verschwindender Wechselwirkung die idealen Teilciiendichten I $ )  der Redix- 
gung C, nio)za = 0 genügen. Bei 'eingeschalteter' Wechselwirkuiig urid I~oiien ' h i q ~ r s t r r -  
ren werden die Teilchendichten TL, um ein zj-Each geladenes cCeifchcn ciurch dir: ß01izn1i21::i- 
Verteilung bestimmt, n, = ra~ofesp{-z,eq&/T} N @[1--z,eq5~/Z'j. ISeil a.n.ntlertxseits Aoi 



nach den llax~~ell-Gleich~ingen mit der Ladungsdichte e C, n,s, N - C, n(o)s,2 e205/T 
verknüpft ist, wird die Potentialverteilung durch die Poisson-Gleichung 

gegeben. Für das betrachtete Pioneugas erhält man mit z:+ = 2:- = 1 ,  iTO = 0 eine tem- 
peraturabhängige charakteristische Länge X, die proportional zur Feinstrukturkonstanten 
a = e2/(4ali) ist. Als Lösung ergibt sich ein exponentiell abklingendes Potential um das 
Pion mit der Ladung E& = zbe, 

Aufgrund der Comptonschen Beziehung X = h/m entspricht dieses elektrische Feld um 
eine Ladung dem, welches durch Bosonen der Masse 

vermittelt würde ('massive Photonen'). Für Felder 4 - l / r  würde die Coulomb-Energie 
des im Ganzen neutralen Plasmas verschwinden, durch die Abschirmung der geladenen 
Pionen (Teilchen-liorrelation) ergibt sich jedoch eine endliche Korrektur, 

Das Verhältnis zur Stefan-Boltzmann-Energiedichte, 

ist vernachlässigbar klein und (in unserer Näherung m, < T ) tem peraturunabhängig. 

Dic Pionen existieren in drei Isospin-Projektionen: a f ,  a-, aO. Die geladenen Pionen 
setzen sich aus zwei U- und d-Flavors zusammen (ud bzw. üd), während das neutrale r0 
eine lfischunp von Quarks und Antiquarks beider Flavors ist. Durch die Vernachlässigung 
der s-Quarks erhält man also ein RIodell ohne Seltsamkeitsfreiheitsgrade. Die Pionen als 
Spin-0-Teilchen unterliegen der Bose-Einstein-Statistik. Der Druck und die Energiedichte 
dieses dreifach entarteten Stefan-Boltzmann-Gitses folgen aus Gleichung (l . lS),  

T' T4  
p,(T) = g, - - mit g, = 3 ,  

90 h3 
-2 p 

e,(T) = 3 p, (T) = g, 2 - 
30 li3 ' 

Die Gleichungen (1.28) und (1.29) für das Bag-Modell vereinfachen sich im Falle ,LC = 0; 



wobei die effektive Entartung des QGP 

ist. Die Phasenübergangstemperatur T, wird durch die Gleichheit der Drücke der beiden 
Phasen bestimmt, siehe Gleichung (1.311, 

Dies liefert eine Beziehung zwischen der Bag-Konstauten und T, (da6 es eine solche Be- 
ziehung geben muß, ist klar, denn würden alle Teilchen als ideales Gas beschrieben, gäbe 
es keine physikalische Skala, die T, festlegen könnte), 

Am Übergangspunkt wandelt sich die Phase mit dem niedrigeren Druck in die mit dem 
höheren Druck um. Die Ableitung des Druckes bestimmt jedoch die Energiedichte der 
jeweiligen Phase, so daß sich die Energiedichte bei der Phasenumwandlung ändert, 

Dieses unstetige Verhalten der ersten Ableitung des thermodynamischen Potentials, d.h., 
die endliche latente Wärme A e ,  zeigt einen Phasenübergang erster Ordnung an. In den 
Abbildungen 1.7 und 1.8 wird der Einflnß der Zahl 1% der effektiven Quark-Flavors 
dargestelltz. Während der Druck des Quark-Gluon-Gases in der unmittelbaren Umge- 
bung der Übergangstemperatur nicht stark von Ni abhängt, vergleiche Abbildung 1.7. 
wird beim 'Ausfrieren' einer größeren Anzahl Quarks bei T, eine deutlich größere 
latente Wärme A e  freigesetzt, siehe Abbildung 1.8. 

'Die Aufnahme der seltsamen Quarks in die Betrachtung ändert irn ivesciitlichen nur die T!ii.r:nodu!~i*- 
mik der Deconfinernent-Phase, da die seltsamen IIadroncn aufgmrid ihrer grob ilssso (M8 500 lfi?V) 
thermisch unterdrückt sind (typische Korrekturen lieh:ert in der Gr65enor<iiiting von l?lt%?. 



Abbildung 1.7: Der skalierte Druck F := p(T) [n2T4/(90 F L 3 ) ] - '  des idealisier- 
ten Pionengases (gepunktete Kurve) und des Bag-QGP mit lVf = 2 Qtiark- 
Flavors bzw. mit Kf = 3. Unterhalb der Übergangstemperatur T, liegen im 
Gleichgewicht Pionen vor, die bei T, in Quarks und Gluonen dissoziieren. Die 
Anzahl der effektiven Quark-Flavors ist erst bei hohen Temperatureii wesent- 
lich, nicht aber in der Umgebung von T,. 

I%', = 3 - - -  - 
N i - 2  - 

Pionengas ..-..--. 
10 

n 

.Abbildung 1.8: Die skalierte Energiedichte E := e(T) [x2T4/(30 fi3)]-'des Pio- 
xlt:"gases und des ßag-QGP. Die latente Wärme, die bei der Phasenumwand- 
lW3 freigesetzt oder verbraucht wird, hängt sensitiv von der Zahl Nf der 
Flavors ab. 



1.3 Das Gluonengas 

Der thermodynamische Apparat für Quanteneichfelder wird skizziert. Die perturba- 
tive ZustandsgSeichung der Gluonen bei hohen Temperaturen und ein phänomenoio- 
gisches ModeU >'erden mit thermodynamisch konsistenten Ergebnissen der SC(3)- 
Gittereichtheorie verglichen. 

1.3.1 Allgemeines zur Thermodynamik von Eichfeldern 

Die thermischen Eigenschaften eines beliebigen physikalischen Systems werden durch die 
Angabe der Zustandssumme Z beschrieben. Z ist die Summe der Häufigkeite~i aller 
möglichen Zustände des Systems im thermodynamischen Gleichgewicht. Für Quantenfcl- 
der @ kann die Zustandssumme als ein Funktional-Integral über alle möglichen Feldkon- 
figurationen ausgedrückt werden, siehe z.B. [Ber], 

Die sogenannte Euklidische Wirkung Se ist ein Funktional der Feldkonfiguration @?(P) 
und eine Funktion der Temperatur T =: ß-' und des Volumens V ,  

Je nach der Statistik, der die Quanten des Feldes gehorchen. wird die Integratioii über 
'periodische' oder 'antiperiodische' Feldkonfigurationen geführt, 

Fermionen V5 : @ ( 0 , 5 )  = 
Bosonen . 

Die Lagrangedichte der Eichfelder A", a = I ...( - I), dcr Gruppe SC(.\;) ist wie in 
der U(1)-Elektrodynamik eine Lorentz-invariante qiiadratische Form rlrr Feldstiirlw~i'. 

Die Feldstärke des Gluon-Feldes mit dem Colorindes n 

unterscheidet sich von der elektro~~~agnetisclieii Feldctärke um den cpndra.tischent TItl i ' i~i  

f&A",ilt. Die St.rukturkonstanten fh, werden diirch die Algebra, dcr Chcrntoien 7; 

( j  = 1 ... :\;1 - 1) der SL(Xc) definiert, 

Die Strukturkonstanten Abelscher Eichgruppeu sind identisch Niii?. Dcir rliclit~~..\i~ei*ciir~ 
Term beschreibt eine Selbst~'echsel~virlcti~~g der Eichfciclcr mit der I< t~pp l t t~~ i : s~ tZ~k t~  L:. F;:,;. 
'große' Impulse k wird der Ei~ifluß der Selbst~vttchseIwirkut1g gerin-r. 



und die nicht-Xbelschen Eichbosonen sollten den Photonen der Elektrodynamik 'ahn- 
licber' werden und daher durch perturbative Methoden beschreibbar sein. Da andererseits 
die Abhängigkeit der Felder A vom Impuls durch die Bewegungsgleichungen gegeben ist, 
stellt die Ungleichung eigentlich eine Bedingung für g(k) dar, unter der dies tatsächlich 
der Fall ist. Eine Anwendung der Störungstheorie für große Impulse ist nun insofern konsi- 
stent, als daß im Rahmen dieses Apparates mit Hilfe der Theorie der Renormierungsgrup- 
pen gezeigt werden kann, daß die 'laufende' Kopplungskonstante g(k) mit wachsendem 
Impulsübertrag kleiner wird. Dies wird als asymptotzsche Fresheit der nicht-Abelschen 
Eichfeldtheorien bezeichnet. 

1.3.2 Gibt es einen gluonischen Phasenübergang? 

In der Einleitung wurde versucht, den hadronischen Phasenübergang durch die Betrach- 
tung des freien Pionengaces plausibel zu machen, ohne in irgendeiner Form auf die Rolle 
der Gluonen einzugehen. Da jedoch die Eicbbosonen der QCD direkt miteinander vvechsel- 
wirken, ist selbst ein QCD-Phasenübergang im rein gluonischen Sektor durchaus denkbar. 
Tatsächlich gibt es sowohl theoretische als auch erste experimentelle Befunde, die auf die 
Existenz von gebundenen Gluonenzuständen, die die Confinement-Phase bilden könnten, 
hindeuten. Aus numerischen Rechnungen wird geschlossen, daß die Massen dieser so- 
genannten GluebaIls in der Größenordnung von 1 GeV oder etwas darüber liegen. Bier 
soll ein eher formales Argument für einen gluonischen Phasenübergang angeführt werden 
[IlapSS]. 

Aufgrund der Eigenschaft der asymptotischen Freiheit wird die impulsabhängige Kopp- 
lungskonstante cu,(k) für große Impulse (oder kleine Abstände) kleiner und der Apparat 
der Störurigsrechnung kann angewendet werden. Dies gilt auch für 'hohe' Temperatu- 
ren, denn im thermischen Gleichgewicht ist der mittlere Impuls k mit der Temperatur 
verknüpft, T, und bei 2-Teilchen-Prozessen wird der übertragene Impuls groß. 
Daher kann durch die Berücksichtigung von Wechselwirkungsgraphen einer gegebenen 
Ordnung die Zustandssumme oder der Druck (als thermodynamisches Potential) bei ho- 
hen Temperaturen nach den Potenzen der Kopplungskonstanten cu, entwickelt werden 
(Hochtemperatur-Entwicklung), 

In niedrigster Ordnung ist das Gluonensystem ein Gas freier masseloser Bosonen mit dem 
Druck eines Stefan-Boltzmann-Gases, siehe Abschnitt 1.2.2, 

7r2 T4 
( T )  g -  mit g,=2.iVg = 16 

90 li3 

Die Wechselwirkungsgraphen niedrigster Ordnung O(a,) liefern einen negativen Beitrag 
zum Druck, was gewissermaßen durch die Bezeichnung 'Gluonen' suggeriert wird. Neben 
den rein gluonischen 3- und 4-Punkt-Wechselwirkunpen gibt es in einem Gluonengas noch 
endliche Beiträge der sogenannten Geist-Felder, siehe Abbildung 1.9. Die Quanten dieser 
Felder sind als reale Teilchen nicht beobachtbar, treten aber sehr wohl in der Berechnung 
von Schteifengraphen auf und kompensieren unphysikalische Freiheitsgrade der QCD. 
Bei der Berechnung der höheren Ordnungen treten Probleme durch Infrarot-Divergenzen 



Abbildung 1.9: Die Feyman-Graphen, die mit der Ordnung C?(*,) zum Druck 
(zur Zustandssumme) des Gluonenplasmas beitragen. rn ' stellen Gluonen 
dar und ' ----- '  sind Geistfelder. 

auf. Einige der divergenten Graphen der Ordnungen O(cug), n > 2, können jedoch zu 
einen? endlichen Ergebnis aufsummiert werden4, siehe Abbildung 1.10, und liefern einen 
Beitrag von der Ordnung O(cu~IZ) [Kap79]. Dieser sogenannte Plasrnon-Term zeigt, daß 

Abbildung 1.10: Der Beitrag der Ordnung O(a.l" ist eine unendliche Sunime 
von Termen der Ordnung O(crg), n 2 2, die jeder für sich divergent sind. 
in der Aufsummation aber ein endliches Resultat ergeben. . ' ist der 
renormierte gluonische Polarisationstensor. (In einem reinen Gluoiienplasrnn 
fehlen die Quark-Schleifengraphen.) 

auch bei relativ schwachen liopplungen nicht-störungstheoretische Effekte von Redeiitiiii:: 
sind. Bis zur Ordnung O(@) erhält man (unter Berücksichtigung der e~itsprecheildi.rile~~ 

"n ähnlicher Weise kann die unendliche Summe von bei z = 0 divergenten 
..-5 (i)' = ,.-. 

Summanden formal in einen :\usdruck umgeformt werden, der 'bei z = O endlich' ist. 



Geist-Beiträge) für den Gluonendruck das Resultat 

Es ist ebenfalls bekannt, siehe [Iiap79], da5 in der folgenden Ordnung O(U;) ein Term 
der Gestalt aS ln(a,) vorkommt. 

Für die laufende Iiopplungskonstante a, kann das Resultat niedrigster Ordnung der 
Renormierungstheorie eingesetzt werden, denn die folgenden Glieder liefern Terme, die 
in der Entwicklung (1.37) bis zur Ordnung O(a:l2) ohnehin nicht mehr berücksichtigt 
werden. Der Ausdruck für die Kopplungskonstante lautet [Kap79] 

wobei )Vj als Zahl der effektiven Quark-Flavors im Gluonenplasma NI = 0 gesetzt wird. 
.I ist eine Renormierungskonstante. Im thermodynamischen Gleichgewicht ist der mittlere 
Impuls masseloser Teilchen direkt mit der Temperatur verknüpft, 

< F L >  := J d3k 12" [exp(ße) - 11-I - Jd3k kn [exp(ßk) - I]-" - 
J d3k [exp(ßt) - 11-I J d3k [exp(ße) - I]-' 

- - J d3x X" [exp(x) - I]-' 
-T" .  

ß-3 J d3x [exp(x) - 11-I 

Unter Vernachlässigung von Beiträgen höherer Ordnung darf hier die freie Energie-Impuls- 
Relation ~(i) = 12 1 angenommen werden. Wegen T lä5t sich daher nach Einführung 
einer neuen Konstanten T* - A ein Ausdruck für die temperaturabhängige Kopplungs- 
konstante angeben, 

In der Abbildung 1.11 ist die Abhängigkeit des Gluonendruckes von der Temperatur nach 
Gleichung (1.37) in den verschiedenen Ordnungen dargestellt. Der Druck (P,, + p,) der 
Ordnung O(U,) wird für kleine Temperaturen 

negativ. Dieses Resultat ist unphysikalisch und bedarf einer Interpretation, denn ein 
System mit negativem Druck ist mechanisch instabil und und kann als Gleichgewichtszu- 
stand nicht existieren. Der Beitrag p3/2 der Ordnung O(CY:/~) kompensiert für Temperatu- 
ren T < T'exp(l28/11) - 10'S' den negativen Beitragp]. Unterhalb dieser Temperatur 
ist der Drnck p, + pl + daher grö5er (!) als der des freien Glnonengases und besitzt 
au5erde1n bei 

ein hlininium. Das impliziert, daß die Entropiedichte s = dp/dT bei verschwindet 
nrid tinterfialb von T3!2 sogar negativ wird, was ebenfalls ein unphysikalisches Ergebnis 



Abbildung 1.11: Der Druck eines Gluonenplasmas ist in nullter Ordnung pro- 
portional zu T'. Bei Berücksichtigung der Beiträge der Ordnungen O(a,) bzw. 
O ( C Y ~ / ~ )  ergeben sich für Temperaturen in der Größenordnung der Normie- 
rungstemperatur T* starke Abweichungen von dem Stefan-Boltzmann-Gesetz. 

ist. 

Beide Tatsachen zeigen, daß die Extrapolation der störungstheoretisclieri Ergebriissr: zii 
kleinen Temperaturen zu inneren Widersprüchen führt, während für sehr hohe Tempera- 
turen die Entwicklung (1.37) eine recht gute Konvergenz zeigt. Die perturbative lieihc 
ist jedoch eine Entwicklung nach einer Basis freier Zustände. Die physikalische~i Inkoii- 
sistenzen sind somit ein Hinweis darauf, da5 eine Entwicklung nach einer 'freien Basis' 
nicht der Physik bei kleinen Temperaturen und starken Iiopplungen angepaßt ist. 

In diesem Sinne sind die in den Entwicklungen po + pl bzw. 110 f PI + mp bei T i" 
auftretenden inneren Cnstimmigkeiten als ein I-Iinwveis auf die rnögliche Existenz einer 
anderen, stabileren Phase bei T 5 T* anzusehen sowie auf dic Sotwendigkeit, naht: T' 
nicht-perturbative Methoden anzuwenden. 

1.3.3 Die Übertragung des Bag-Modells auf das Gluonengas 

Im Abschnitt 1.2.2 wurde zur einfachen nicht-pertiirbativen Reschreihui~g eines stark 
u;echsetu;irkenden Systems von Quarks und Gluouen das Bag-1Iodell sorgesteilt,. Die 
dort eingeführte Bag-Konstante B berücksichtigte den E~iergiet~~itcrsc.f~ied zwischen dem 
realen und dem störungstheoretischen Vakuum. Es ist nun interessaut zu fragen. %W:- 

che Gemeinsamkeiten zwischen dieser nicht-störuiigstlteoretischen: pliär~o~~icnol~giscI~ei~ 
Betrachtu~igsart und der i ~ n  letzten Abschnitt diskiitierteri perturbativcn Entwicklung 



bestehen. 
Um diesen Vergleich vornehmen zu können, muß die charakteristische Skala des Bag- 

Modells, die Übergangstemperatur Tc oder die Bag-Konstante, mit der 'Renormierungs- 
temperatur' T" der temperatiirabhängigen E<oppIungskonstanten (1.39) in Beziehung ge- 
bracht werden. Eine natürliche, wenn auch nicht zwingende Wahl ist die folgende: Die 'Re- 
normierungstemperatur' T* wird so festgelegt, da5 der Druck in der ersten Störu~t~sorcl- 
nung po(T) + pl(T) bei der hrgangstemperatur T, des Bag-Gluonengases verschwindet 
(siehe Gleichung (1.28) mit = 0 und g, = 0); dies entspricht nach Gleichung (1.40) 

S' = exp(-15/22) T,. (1.41) 

Der Vergleich des Bag-Druckes mit p,,(T) +p,(T) in der Ordnung 0(a,)  zeigt das inter- 
essante Resultat, siehe Abbildung 1.12, da5 die nicht-perturbative, phänome~iologische 
Betrachtungsweise qualitativ ähnliche Vorhersagen macht wie die störungstheoretische in 
niedrigster Ordnung. Der Druck po + pl + p 3 , ~  mit Beiträgen der folgenclen Ordiiung in 

Abbildung 1.12: Der Vergleich des Druckes in der ersten Störungsordnung (zur 
I a h l  der 'Renormierungskonstanten' siehe Text) mit dem Bag-Modell zeigt 
den in heiden Fällen verringerten Druck nahe T*; für größere Temperaturen 
mündet der Bag-Druck jedoch schneller in das Verhalten p - T' des idealen 
Gases ein. 

der Störungsreihe zeigt offenbar gerade die entgegengesetzte Tendenz für den Tempera- 
turbereich um T„ siehe Abbildung 1.11. 

Sieht man die physikalische Intuition, die auf den Gedanken des Bag-Modells führte, 
als zumindest qualitativ richtig an, so muß man aus dieser Tatsache folgenden Schluß 
ziehen: Das Resultat der ersten Störungsordnung ist physikalisch plausibel. Die Beiträge 
der folgenden Ordnung (3(a:fZ) liefern jedoch bei 'kleinen' Temperaturen ein Ergebnis, 
welches nicht den physikalischen Erwartungen entspricht. Dies deutet noch nicht mit 
Notwendigkeit auf den Znsammenhruch der Störungstheorie hin, ist aber ein Zeichen 
dafür, da5 die bisher nicht bekannten Terme höherer Ordnung nicht vernachlässigbar 



klein sein können. Um insgesamt ein vernünftiges Ergebnis zu erhalten. müssen die Terme 
höherer Ordnung berücksichtigt werden. 

1.3.4 Gitter-Daten und ihre Interpretation 

Die Zustandssumme ist, wie im Abschnitt 1.3.1 beschrieben, ein Funktional-Integral 
über alle Feldkonfignrationen des gegebenen Quantensystems mit der Lagrange-Dichte 
C. Während im Falle kleiner Kopplungsstärken eine Entwicklung der Zustandsumme der 
Gluonen nach Potenzen von cu, möglich ist, vergleiche Abschnitt 1.3.2,  konnten die Ei- 
genschaften 'stark' wechseln%iender Gluonen bisher nur durch numerische Berechnung 
verläßlich studiert werden. Hier können nur einige Ideen der numerischen Methoden zur 
Behandlung der Quauteneichfeldtheorien umrissen werden; eine Einführung in die soge- 
nannte Gitter-Eichfeldtheorie und speziell der Gitter-QCD findet man 2.B. in [Rot]. 

Durch eine Diskretisierung des Zeit-Raum-Kontinuums zu einem Gitter mit der Gitter- 
konstanten a gehen die Funktionalintegrale in Summen über, die mit einem Computer, 
wenn auch mit einem beträchtlichen Aufvvand, ausgewertet werden können. Die Länge a 
legt auf dem Gitter eine typische Impu1ssl;ala fest, k :. aa- l ,  auf die alle relevanten Größen 
zu beziehen sind. Auch die impulsabhängige Colorladung g ( k )  wird durch den Gitter- 
abstand reguliert, der Zusammenhang g ( a )  wird durch die sogenannte QCD-ß-Funktion 
beschrieben, -atIg/tIa =: 23Q3<2c~(g) Bei der praktischen Berechnung der Funktionalin- 
tegrale macht mau sich die freie Wahl der Eichung zunutze und summiert statt über 
die Feldkonfigurationen über die Elemente der Eichgruppe SU(iV,), siehe [Will. Um den 
Rechenaufwand in Grenzen zu halten, werden zur numerischen Auswertung Nonte-Carlo- 
Methoden verwendet. Als Ergebnis hinreichend langer Iteration erhält man die Zustands- 
summe als Funktion der Colorladung g bzw. der QCD-$-Fiinktion. Die physikalische 
Interpretation dieser Daten ist aus zweierlei Gründen recht schwierig. 

(i) Es ist keineswegs offensichtlich, da5 man von einem endlichen Gitter auf 
ein unendlich ausgedehntes Gitter und im thermoclynamische~i Limes sogar 
auf das Kontinuum schließen kann5. Zum ei~ien ist auf einem endlichen Gitter 
das Impulsspektrum diskret und beschränkt. - Die im Ii;ontiriumi~ auftreteri- 
den Divergenzen in bestimmten Graphen werden daher auf clem Gitter 'atz- 
tomatisch' regularisiert, wobei nicht von vornherein klar ist, welche :Irtefa,kt:e 
die Wahl des Gitters liefert. Andererseits ist bekannt [Eng],  dai3 selbst das 
wechselwirkungsfreie Gas auf einem endlichen Gitter einen anderen Druck und 
eine andere Energiedichte als im thermody~iamischen Limes besirzt; der %U- 

sammenhang eo = 3po behält jedoch weiterhin CXltigkeit. Schließlidi kann ciii 
Phasenübergang, den man zu finden hofft, auf einem endlichen Gitter i ~ n  stren- 
gen Sinne überhaupt nicht stattfinden, da alle Unstetigkeiteri in Abhängigkeit, 
von der Gittergröße ausgeschmiert werden. 

(ii) Wie bezieht man die errechneten Daten auf physikalische C:r68e11, d.h.. wie 
lautet der Zusammenhang zwischen der QCD-3-liinktioii u~ id  der Ikmptira- 
tur? Verwendet man perturbative Resultate niedriger Ordriitrig (sogonarmter 

'Ein typisches, berechenbares Gitter ist von der Größe 4 x uzid eiscl~cint 'recht &in'. Die relt.vaine 
Zahl zur Beurteilung der GröSe eines Gitters ist jedoch die Zahl henachbartcr Girtcrplat,zc { f i d s j .  Ili 

diesem Sinne ist ein 4 X 1 6 ~  Gitter mit ca. 63000 Links schon 'recht groß.. 



vealr-couplzng Limes), so erhalt man thermodynamisch inkonsistente =iussagen 
1%-ie p < 0, e $ TdplUT - p, so daß dies keine geeignete Prozedur ist. 

Eine Methode der Behandlung der sogenannten finite size-Probleme [i) ist die Verwen- 
dung von verschieden großen Gittern, auf denen nicht der Druck und die Energiedichte 
als physikalisch bedeutsame Größen angesehen werden, sondern deren Verhältnis zu den 
Werten eines Stefan-Boltzmann-Gases anf dem Gitter. 

Einen Ausdruck für die in (ii) gesuchte P-Funktion kann man erhalten, indem das 
analytisch berechenbare xeak-coupling Resultat in geeigneter Weise verallgemeinert und 
als ein Ansatz mit gewissen Koeffizienten verwendet wird. Die Koeffizienten können 
jeweils für ein bestimmtes Gitter aus [numerischen) nicht-pertnrbativen Berechnungen 
ermittelt werden. Man erhält die ,ß-Funktion in Abhängigkeit der Gitterkonstanten a. 
Weil a als Längenskala auch eine Energie- bzw. Temperaturskala vorgibt, a,/a = TITc 
mit gewissen Konstanten a, und T„ kann man den Gitterabstand eliminieren und erhält 
die Iiopplungsstärke als Funktion der skalierten Temperatur T/Tc. Eine spezielle Wahl 
von T, ist die Übergangstemperatur bei dem vermuteten gluonischen Phasenübergang. 

Das Resultat einer in ähnlicher Weise interpretierten Gitterrechnurig, vergleiche [EnSO], 
ist in der Abbildung 1.13 dargestellt. Im Gegensatz zu den nicht-interpretierten Daten in 

Abbildung 1.13: Energiedichte und Druck des Gluonenplasmas in Einheiten 
der entsprechenden Stefan-Boltzmann-Größen in Abhängigkeit von der skalier- 
ten Temperatur. Die Gluonen-Gitterdaten sind thermodynamisch selbstkonsi- 
stent: e = Tpt-p (gestrichelteKurve), Daten aus Referenzen [Bro] und [EnSO]. 

[Bro] sind diese Ergebnisse thermodynamisch selbstkonsistent, d.h., die aus den Gitterda- 
ten für den Druck berechnete Energiedichte Tdp/8T - p(T) stimmt mit den Gitterdaten 
e sehr gut überein. (Bezieht man Druck und Energiedichte auf die Werte eines Stefan- 
Boltz~nann-Gases, so lautet die Gibbs'scbe Beziehung e / e s ß  = 5 T3(p/pss)/aT+p/psß.) 
Die Tatsache p/pss < e/ess ist in fibereinstimmnng mit der allgemeinen These 3p < e, 



siehe Abschnitt 1.1.1. Die skalierte Energiedichte steigt zunächst bei T 2 T, stark an; 
nähert sich aber für steigende Temperaturen (wie auch der Druck) nur sehr langsam 
dem Verhalten eines Stefan-Boltzmann-Gases an. Die einfachen Zusammenhänge eo = 
3p0, e o / e s ~  = p o / p s ~  für ein freies Gas auf dem Gitter sind durch das Gluonengas im 
gegebenen Temperaturbereich offensichtlich nicht erfüllt. Das deutet darauf hin, daß auch 
bei T/T, 2 nicht-perturbative Effekte von großer Bedeutung sind6. 

Trotz dieser Feststellung ist ein Vergleich der perturbativen Ergebnisse mit den Gitter- 
Daten recht interessant. Wie bereits im Abschnitt 1.3.3 bemerkt wurde; ist die Voraus- 
sage für den Gluonendmck in erster Storungsordnung vernünftig (Absenken des Stefan- 
Boltzmann-Druckes), während die Beiträge der folgenden Ordnung 0(a:f2) ein unphysi- 
kalisches Ergebnis liefern (bei 'kleinen' Temperaturen und ohne die unbekannten Terme 
höherer Ordnung). Aus diesem Grunde verwenden wir bei dem anzustellenden Vergleich 
als thermodynamisches Potential den Druck po(T) + pi(T) in erster Ordnung, siehe Glei- 
chung (1.37). Die 'Renormierungstemperatur' S* in Gleichung (1.39) wird wieder so 
gewählt, daß po(T)+p1(T) gerade bei der Übergangstemperatur T, verschwindet (auch der 
'Gitterdruck' wird nahe T, sehr klein), siehe Gleichung (1.41). Die so skalierten numeri- 
schen und perturbativen Ergebnisse werden in der Abbildung 1.14 miteinander verglichen. 
Die Energiedichte in erster Ordnung eo + el = 3(p0 -+ pl) fällt in der skalierten Darstel- 

Abbildung 1.14: Vergleich der nicht-perturbativen Gitterdaten mit den Ergeb- 
nissen der Störungstheorie. Der Druck (po +I>,) in erster Ordnung Irestirnmi 
thermodynamisch konsistent die Energiedichte etc: die Terme (3(a:j enthält. 
Die Kurve für die Energiedichte eo I. el fallt in dieser Darstellung mit der 
Druckkurve zusammen. 

Iung mit der Druckkurve zusammen. erfüllt aber aufgrund der Temperatiirahhärigi@eit 
von cu, nicht die Gibhs'sche Fundamentalgleiclinng! Im Sinne einer korrekten Slitmlo- 
d-namik vergleichen wir daher die Gitterdaten mit der thermodynainisrh koiisisteritrii 

'In der ersten Störungsordnnng gilt eo + ei = 3(po  -+ p , )  + L?jnl) (siehe wwiter niiieii). 



Es sei noch einmal darauf hingewiesen, da% eh keine konsistente perturbative Entwick- 
lung darstellt und da8 der zusätzliche Term e)(oJ) keineslvegs vernachlässigbar klein ist 
(er macht gerade den Unterschied zwischen der Druck- und Energiedichtekurve aus). 
Die auf diese Weise erhaltenen Kurven stimmen mit den numerisch ermittelten erstaun- 
lich gut überein, die Abweichung bei T - 2Tc beträgt weniger als 10%. Diese gute 
Übereinstimmung muß jedoch eher als Zufall =gesehen werden, da das Weglassen von 
Termen O(oS) im thermodynamischen Potential nicht durch die Kleinheit dieser 
Terme begründet werden kann. 

Wie aus der Abbildung 1.13 hervorgeht, kann das Bag-Modell für Gluonen die Gitterda- 
ten nicht reproduzieren: Der Druck im Bag-Modell erreicht das Verhalten eines idealen 
Gases wesentlich schneller als der Gluonendruck, während die Bag-Energiedichte, im kras- 
sen Gegensatz zu den Gitterdaten, sogar größer als die des Stefan-Boltzmann-Gases ist. 
Es zeigt sich allerdings, siehe [Pell, da5 es möglich ist, den Zusammenhang p(e) für nicht 

1 1.3 2 

T/Tc 
Abbildung 1.15: Vergleich des Gluonengases als Bag-Modell mit den Gitterdaten. 

zu kleine Temperaturen durch eine 'Bag-Modell'-Parametrisierung 

4 
p(e) = ae  - - B  (1.4%) 

3 
zu beschreiben, vergleiche Abbildung 1.16. 
Das A~ipassen der Konstanten an die Gitterdaten mit T > 1.4TC liefert 



Abbildung 1.16: Das Gluonengas in der Bag-Parametrisierungp(e) = ae-4 B. 

Die Vorhersage des Bag-Modells ist a= = ' 13 ;  ein davon abweichender Wert ist wieder ein 
Hinweis darauf, daß das Gluonengas auch bei 2Tc keineswegs ideal ist. Aus dem ermit- 
telten Wert der Konstanten B erhalten mir bei der Annahme einer fibergangstemperatur 
T, 100 ... 200 MeV eine Abschätzung für die Bag-Konstante, die in der Gröfienordnuiig 
anderer Voraussagen liegt. 

Das Versagen des Bag-Modells trotz Berücksichtigung des falschen Vakuums liegt dar- 
in begründet, daß die Gluonen als frei idealisiert werden, während die bei kleineren Ini- 
pulsüberträgen wachsende Kopplung zwischen den Gluonen zu einer kleineren Zahl effekti- 
ver Freiheitsgrade bei kleinen Temperaturen führen sollte. In [Ris] wird diese Verringerung 
der Freiheitsgrade in phänomenologischer Weise durch ein Abschneidemodell beschrieben: 
Alle Gluonen mit einem kleineren Impuls als einem Abschneideimpuls, k < Ii, werdeii 
als zu schweren Glue-Clustern gebunden angenommen (den Anteil der gebundenen Gluo- 
nen bestimmt die Bose-Verteilung), die nur wenig zu Druck und Energiedichte beitragen. 
Durch die Vorgabe von 11' wird 'per Hand' die Grenze zwischen nicht-perturbativem und 
pe r tu~ba t i~em Regime vorgeschrieben; die thermisch angeregten Gluonen mit k > li wer- 
den als perturbativ (in erster Ordnung) beschreibbares Gluonengas angenommen. Durch 
eine geeignete Wahl der Bag-Iionstanten B, des Abschneideimpulses Ii und der 'llerior- 
mierungstemperatur' T* kann man die Gitterdaten besser beschreiben als in den Abhil- 
dungen 1.11 und 1.15, die Spezialfalle des Modells in Referenz [Ris] darstellen. 

Im folgenden Abschnitt wird ein anderes phänon~enologisches Modell zur Intcrprctaiion 
der Gitterdaten vorgeschlagen und diskutiert. Dieses Modell stellt einen Schwerpiinl~t in 
dieser Arbeit dar. 



1.4 Gluonen mit thermischer Masse 

Der Schlüssel für die Interpretation der Gluonen-Zustandsgleichung ist die Dis- 
persionsreiation W ( - ) .  Die Gitterdaten können durch die Dispersionsrelation freier 

Quasiteilchen hw(L) = \lm2 t k Z  beschrieben werden; m g(T)T ist die thermi. 
sche hiasse. 

1.4.1 Die Dispersionsrelation der Quasi-Gluonen 

Allgemein werden die Ausbreitungseigenschaften von Wellen durch die Dispersionsrela- 
tion, dem Zusammenhang zwischen der Frequenz w und der Wellenzahl ;/Ti, bestimmt7. 
In einem Medium werden die Vakuum-Eigenschaften von Photonen (Eichbosonen der 
U(1)-Elektrodynamik) durch die Wechselwirkung mit dem Medium modifiziert. Die 
veränderte Dispersionsrelation der Photonen kann in phänomenologischer Weise durch 
Größen wie Polarisationstensor oder Brechungsindex beschrieben werden. 

Im Gegensatz zu den Photonen, die nur mit elektrisch geladener Materie wechselwir- 
ken, koppeln die Gluonen direkt aneinander. Gluonen in einem Gluonenplasma befinden 
sich daher (im obigen Sinne) immer in einem 'äußeren' Medium (dem System der übrigen 
Gluonen), welches die Vakuum-Eigenschaften der Gluonen modifiziert. Ebenso wie für 
Photonen wirkt sich eine veränderte Dispersionsrelation auf die thermodynaniischen Ei- 
genschaften des Systems aus. In die Ableituns der Stefan-Boltzmann-Formel für den -. 
Photonendruck geht die Dispersionsrelation c (k )  = l iw(k)  = clzl ein. Der Photonen- 
druck 

wird in einem Medium mit dem Brechungsindex n, c 4 c/n, aufgrund der dichteren 
Besetzung im Impulsraum um den Faktor n3 größer als der Vakuumdruck. 

Durch eine andere als die (a~ym~totisch) freie Dispersionsrelation für Gluonen soll- 
te es daher möglich sein, die Abweichungen des Gluonendruckes von dem eines Stefan- 
Boltzmann-Gases in der Abbildung 1.13) zu erklären. Während die Energie eines Photons 

* 
mit dem Impuls k in einem Medium mit dem Brechungsindex n kleiner als seine Energie 
clkl im Vakuum ist (was eine Erhöhung des Photonendruckes zur Folge hat), muß die 
gesuchte Relation für Gluonen ofFenbar der Forderung 

genügen, weil der Gluonendruck kleiner als der Stefan-Boltzmann-Druck ist. Die Aufgabe 
der Interpretation der Gitterrechnungen besteht also darin, eine geeignete Dispersionsre- 
lation der Gluonen im Plasma zu finden. 

Auf der Suche nach der Gluonen-Dispersionsrelation lassen wir uns von der Idee des 
Qt~nsiteilchen-Konzeptes leiten. Es hat sich in vielen Gebieten der Physik als äußerst 
fruchtbar erwiesen: wechsetwirkende Teilchen durch jreie Teilchen mit gewissen effektiven 
Eigenschaften, welche den Einfluß der Wechselwirkung berücksichtigen, zu beschreiben. 

4 

'Das entspricht dem Zusammenhang zwischen der Energie E = und dem Impuls k der Quanten 
dieses Welienfeldes. 



In der Physik der Festkörper kann man beispielsweise die mit dem Gitter wechselmir- 
kenden Elektronen als freie Teilchen beschreiben, die jedoch mit einer impulsabhängigen 
klasse behaftet sind. Ebenso lassen sich die Gitteranregungen eines Festkörpers als ein 
Gas von Quasiteilchen (Phononen) interpretieren. Die Quasiteilchen sind nicht mit den 
eigentlichen Teilchen identisch, sie stellen vielmehr ein kollektives Phänomen der mech- 
selwirkenden Teilchen dar. 

In einfachster Weise und motiviert durch das Ergebnis für das fast-ideale elektromagne- 
tische Plasma, siehe Abschnitt 1.2.3, können wir der Forderung (1.43) gerecht werden, in- 
dem wir den (freien) Quasiteilchen eine Masse zuordnen und von der DispersionsrelationS 

ausgehen; die Zustandsgleichung dieses Quasi-Gluonengases ist dann durch die Gleichung 
(1.7) gegeben. Die Masse m,s ist hier zunächst nur ein Parameter, dessen Einführung der 
allgemeinen Forderung e > 3p, siehe Bemerkung im Abschnitt 1.1.1, sowie der Lorentz- 
Kovarianz nicht widerspricht. Durch eine geeignete Wahl des bIasseparameters (jeweils 
für einen Datenpunkt (T,,p(T,)) lassen sich die Gluonen durch ein freies Gas massiver 
Bosonen beschreiben, wobei als Entartungsfaktor gg = 2 .  !Vg = 16 beibehalten wird. Die 
auf diese Weise gewonnene Abhängigkeit der effektiven Masse m,n von der Temperatur 
ist in der Abbildung 1.17 dargestellt. Weil der Gluonendruck nahe der Temperatur T, 

Abbildung 1.17: Die Abhängigkeit des Xlassepararncters von der Temperatur. 
die sich aus der Anpassung des Druckes eines freien Gases mit der Disprr- 
sionsrelation (l.W) an die Gitterdaten ergibt. 

sehr klein. aber nicht Si111 wird, muß die effektive Masse dort stark anwachsen. < i l i n < ~  71: 

'Ab hier scieder c I. 



divergieren. Da weiterhin das Verhältnis von dem Gluonen- zu dem Stefan-Boltzmann- 
Druck stetig zunimmt (und sich asymptotisch dem bVerte 1 nähert), miiß nt,n/T monoton 
kleiner werden, denn die Funktion (T) - f-(a) mit a = m/T ist monoton fallend, 
siehe Abschnitt 1.1.2. Die effektive Masse selbst hat jedoch ein Minimum bei T/T, x 1.6 
und steigt für große Temperaturen langsam wieder an. 

Es sei hier noch einmal betont, daß es sich bei den hier eingefühiten effektiven Massen 
m,n(T;) nur iim einen Paranietersatz handelt, der soivohl clen Druck der Gittergliionen 
reproduziert als auch, aiifgrund der thermodynamischen Konsistenz der Gitterclaten, die 
Energieclichte. Im folgencien Abschnitt geht es darum, einen analytischen Ausdruck für 
clie Masseparameter zu finden. 

1.4.2 Thermische Masse für Gluonen 

Gluoiien sind als Eiclibosonen der Color-SU(3)-Eichtheorie streng masselos - eine endliche 
Masse würde das Prinzip der lolialen Eichinvarianz verletzen. Andererseits kann man, wie 
im vorangegangenen Abschnitt diskutiert, das Gluonenplasma endlicher Temperatur als 

ein Gas freier Teilchen mit einer Dispersionsrelation hw = Jrn- verstehen, wobei 
dein Parameter r n , ~  clie pliysilialische Bedeutung einer Masse cler Quasigluonen ziiliommt. 

Im perturbativen Regime in der Ordnung O(cu,) Iimn analytisch untersucht werden, 
in welchem Sinne die Plasma-Gluonen Eigenschaften massiver Teilchen annehmen. Die 
Argumentation kann hier nur qualitativ wiedergegeben werden, für eine genauere Disltus- 
sion muß auf die Literatur verwiesen werden, sichc 2.B. [Iial], [Gro], [Kaj]. Grundlegendes 
zur Felc1tlieoric bei endliclien Temperaturen ist in Referenz [Ber] besclirieben. 

Ebenso wie für verschwindende Temperatnren ist der Gluoneiipropagator 'D zum einen die 
Felclliorrelationsfunktion und zum anderen cler inverse Greensche Operator cler lilassisclien 
Felclgleicliungen, 

' D )  = i A",Z)A~(O) > , 

'D:: (U„ Z) = [(W: + Z2) 6av -t n;;(~., k)] . 
I111 Uiiterscltiecl zu T = 0 jedocli für endliche Temperaturen die Feldkorrelations- 
ftinbtiori thermisch geinittelt und clie Energieliomponeilte hw, des &Impulses kann auf- 
gruncl cler Pcriociizitätsbedingnng für  die Felder und damit auch für 'D nur diskrete Werte 
annelirneri. Aus der Periodizitätsbeding~~ng für Bosonenfelcler, sie& Abschnitt 1.3.1, er- 
geben sich die sogeiiaiinten Matsubara-Frecl~~e~izen U,, = 2irTn. nah ist der bereits irn 
Abschnitt 1.3.2 eingeführte Gluonen-Selbsteiieqietensor, 

- 
Die laiigreicliweitigcii Korrelationen im Plasma werden clurch den 'statischen' Limes k -+ 0 
bestimmt. Mari lann zeigen. siehe z.B. [IiapSS], da8 für die Gluoneii-Selbste~lergie 



gilt, wobei die sogenannte elektrische Masse definiert ist als 

Aus dem Limes für w = 0 folgt, daß die 'Coulomb'-Komponente des Eichfeldes in gro%en 
Distanzen abgeschirmt ist, 

< Ao(z)Ao(0) > - exp - - mit lth := h/m,i i k )  
Diese Abschirmung ist das Resultat thermischer Fluktuationen im Plasma. Sofern die 
Gluonen-Selbstenergie auch einen Quarkanteil besitzt, tragen auch die iV, Flavors zur 
elektrischen Masse und zur Abschirmung bei, siehe Gleichung (1.45). In diesem Sinne 
ist eine endliche 'Masse' der Gluonen Aiisdruck für die Existenz einer charateristischen 
Längenskala in dem wechselwirkenden Plasma. An dieser Stelle sei auf die Diskussion im 
Abschnitt 1.2.3 verwiesen, wo ein analoges Ergebnis für ein elektromagnetisches Plasma 
abgeleitet wurde; die 'Masse' der Photonen war proportional der Temperatur des Plasmas 
und der Wurzel der Kopplungsstärke, m - * T .  

Für w # 0 ist der Euklidische Propagator im statischen Limes von der Gestalt 

o(w) ist ein Ausdruck, der für w -+ 0 (stärker als wZ) gegen Null geht. Der Pol des 
in-medium Propagators 'D(g -t 0) bei 

1 
m2 .- . - m21 mit rpi = 3 ,  (1.46) 

~1 

hat im Quasiteilchenbild die physikalische Bedeutung einer 'Ruhemasse' der transversalen 

Anregungen des Gluonenplasmas, mpi = 4-1- . In Analogie zur QED wird 
k=O 

m,l= mei[fi auch Plasmonenmasse genannt. 
Beide Uberlegungen weisen darauf hin, da8 durch die Wechselwirkung im Plasma die 

Gluonen Eigenschaften massiver Teilchen annehmen, d.h., 

wobei eine gewisse Konstante ist. Die effektive Colorladung y ist eine Funktion dci 
Temperatur und in niedrigster Ordnung durch Gleichung (1.39) mit ,Vc = 3, Sj = 0 
gegeben, 

Die Renormierungstemperatur wird im folgenden mit Tc bezeichnet, weil m(T) für T -+ 

divergiert und somit auch der Druck von Quasiteilchen mit der Masse mjT) bei X = 
T, verschwindet. Scliließlich sei noch erwähnt, daß eine Gluoneti-'Masse' forniai audi 
bei perturbativen Entwicklungen erforderlich ist, um Infrarot-Divergenzen behaiideln zii 

können [KapTS]. 



Die vorangegangene Argumentation macht unsere Einführung einer endlichen .Masse7 der 
Gluonen für kleine Kopplungen bzw. große Temperaturen plausibel, sagt.,aber nichts über 
den Bereich großer Kopplungen aus. Es gibt jedoch eine (heuristische) Uberlegung, nach 
welcher man vermuten kann, da5 zumindest der funktionale Zusammenhang m g T 
auch bei kleinen Temperaturen Gültigkeit besitzt. 

Im Abschnitt 1.1.2 wurde die Zustandsgleichung eines freien massiven Bosonengases 
für hohe Temperaturen als Entwicklung nach der Größe (m/T)' angegeben. ES %vurde 

mZ 3 festgestellt, daß die Reihe einen nicht-analytischen Term der Ordnung O ( ( F )  1 2 )  enthält. 
Auch in der perturbativen Hochtemperatur-Entwicklung (1.37) des Gluonendruckes nach 
Potenzen von cr, tritt durch Summation von Graphen höherer Ordnungen ein nicht- 
analytischer Term 0 (cry2) auf. Diese Analogie zwischen den beiden Hochtemperatur- 
Entwicklungen ist ein Hinweis darauf, da8 ein freies Bosonengas mit der tensperaturab- 
hängigen Masse 

das Gluonengas auch über die niedrigste Ordnung und das perturbative Verhalten hin- 
ausgehend beschreiben kann. 

In der Tat kann die effektive Masse men(21:) bereits durch den einfachen Ansatz (1.47), 
(1.43) recht gut beschrieben werden, wenn wir F = 1',i = 3 setzen, d.h., wenn wir 
die Quasigluonen mit freien Plasmonen der Masse m,, identifizieren, vergleiche Abbil- 
dung 1.18. Die temperaturabhängige Kopplungskonstante (1.48) divergiert jedoch für 
T -+ T, und damit auch die Masse m W g T, während die effektive Masse bei T, selbst erid- 
lich bleibt, weil der Gluonendruck am Phasenübergangspunkt nicht verschwindet. Durch 
die Einführung eines Shift-Parameters T' erhalten wir eine phänomenologiscls 'regulari- 
sierte' temperaturabhängige Kopplungsstärke, die oberhalb der Übergang~tem~eratur für 
T -t T, nur beschränkt wächst, 

Die funktionale Abhängigkeit der Masse der Quasigluonen von der Temperatur 

bezeichnen wir im folgenden als thermische ik'usse. Passen wir und T,/T, an die Git- 
terdaten des Stefan-Boltzmann-skalierten Gluonendruckes an, so erhalten wir 

In der Abbildung 1.18 werden die effektiven Massen der Gluonen und die Quasiteil- 
chenmassen verglichen; als thermische Masse wurde die Plasmonenmasse mit der nicht- 
regularisierten I<opplungskonstanten bziv. die angepaßte thermische Masse mit den Pa- 
rametern (1.51) gewählt. Die Abbildung 1.19 zeigt den Druck und die Energiedichte der 
Gittergluonen in1 Vergleich zu dem Gas der Quasigluonen mit den gleichen Parametern 
der thermischen Masse wie in der Abbildung 1.13. Die gute Beschreibung der effekti- 
ven Massen bmv. der thermodynamischen Größen durch den einfachen Ansatz (1.50) ist 
bemerkenswert. Es sei an dieser Stelle noch einmal hervorgehoben, daß wir in unserem 



Abbildung 1.18: Die effektiven Massen (0)  und ihre Beschreibung durch die 
thermische Masse Gleichung (1.50). Die thermische Masse mit angepaßten 
Parametern stimmt in guter Näherung mit der Plasmonenmasse (gepunktete 
Linie) überein. 

Abbildung 1.19: Das Modell mit thermischen Massen im Vergleich zu den 
Gitterdaten (Wahl der Parameter wie in Abbildung 1.18). 

Modell nur mvei Paramet,er verwenden, um die Gitterdaten zu beschreiben. I':, und T&.; 
der junktivnale Zusammenhang m(S) ist fest vorgeschrieben. 

Ebenso bemerkenswert ist die gute i>bereinstiinmung des gefuntlerteli Wertes T, = 3.3 
mit der \braussage der Störungstheorie erster Ordnung fiir die Plasmonen. i „ i  = 3. 



ihnlich wie in der Betrachtung im Abschnitt 1.32 stellen wir auch hier fest. daß eine Es- 
trapolation von perturbativen Ergebnissen erster Ordnung auch bei tiefen Temperaturen 
T TC das Gluonenplasma recht gut beschreibt, wobei hier der Ansatz von vornherein 
nicht-perturbativ ist und das perturbative Resultat nur zur Festlegung der Konstante 
verwendet wird, außerdem ist die Kopplungskonstante 'phänomenologisch regularisiert'. 

Die ad hoc vorgenommene Regularisierung der Koppiungskonstanten (1.49) durch den Pa- 
rameter T,/T, und insbesondere der gefundene Wert (1.51) erhalten im nachhinein durch 
folgende Überlegung eine Bestätigung: Die thermische hJasse bei der Übergangstempera- 
t u  T, ist groß; das Verhiltnis von m(T,) zu T, lißt sich dann leicht abschätzen zu 

Zur Abschätzung des Druckes bei T, kann die Näherung (1.20) für 'schwere' Teilchen 
verwendet werden, 

Wenn wir annehmen, daß die Confinement-Phase des Gluonenplasmas aus schweren, frei- 
en Spin-0-Glueballs besteht, so kann in der gleichen Näherung der Druck dieser Phase 
angegeben werden (gcs = 2s + 1 = I), 

Die Gibbs'sche Bedingung für das Phaseugleichgewicht, %(T,) = PGB(T,), legt das Ver- 
hältnis U G ~ ,  der Masse der Glueballs zur Ubergangstemperatur T, fest, 

Bei einer angenommenen Glueball-Masse von = 1 GeV erhält man für die Uber- 
gangstemperatur 

T, = MGB/UGB = 157 MeV. 

Der Einfachheit halber wurde hier nur eine Glueball-Sorte betrachtet; berücksichtigt man 
auch die massiveren Glueballs und berechnet die Drücke numerisch und ohne Käherung, 
so erhält man ein um 5% kleineres Ergebnis. Der gefundene Wert für T, liegt in der 
Größenordnung anderer Abschätzungen für die QCD-6bergangstemperatur; ein Parame- 
terwert von S,/T, = 0.05 hingegen würde T, N 430 MeV liefern, während für zu große 
T, / 7; überhaupt kein Phaseniibergang möglich wäre. 



1.5 Das QGP mit thermischen Massen 

Wie Gluonen erhalten Quarks in einem heißen Plasma Eigenschaften massiver Teil- 
chen. Durch Extrapolation des perturbativen Resultates erhalten wir eine Zustands- 
gleichung des QGP. 

Nachdem sich das Konzept der thermischen Masse für reine Eichfelder so gut bewährt 
hat, soll es nun auch zur Beschreibung des QGP, das sowohl Gluonen als auch Quarks 
enthält, angewandt werden. Während die Einführung von Quasiteilchen mit einer effekti- 
ven Masse im reinen SU(3)-FaU hauptsächlich durch die sehr gute Übereinstimmung des 
Modells mit thermodynamisch konsistenten Gitterdaten motiviert werden kann, existie- 
ren für die 'volle' QCD, d.h., einschließlich der Quarks, nicht genügend Gitterdaten: die 
als hinreichend verläßlich anerkannt werden. Das liegt einerseits daran, da5 Fermionen 
mit einer endlichen Ruhemasse schwerer auf dem Gitter zu simulieren sind, andererseits 
verkomplizieren sich auch die bereits im reinen SU(3)-Fall erwähnten Schwierigkeiten der 
Interpretation der numerischen Ergebnisse. Es gibt jedoch Argumente, die uns moti- 
vieren, die Erweiterung des Modells der thermischen Massen auf Quarks trotz der noch 
offenen numerischen Bestätigung vorzunehmen. 

Zum einen ist die starke Wechselwirkung universell, d.h., die Kopplungen zwischen 
Gluonen und die zwischen Gluonen und Quarks werden durch diegelbe Kopplungkonstarite 
cu, beschrieben, so da5 man mit den Quarks 'nur einige neue Ladungen hinzufügt', mit 
denen die Gluonen wechselwirken. Im Bereich kleiner Kopplungen kann das Hinzufügen 
von Quarkflavors zu dem reinen Gluonenplasma störungstheoretisch untersucht werden. 
Bis zur Ordnung (3(cu,) ist der Druck der Quarks der eines Gases freier Fermionen mit der 
Entartung g, = 2 - 2.1%. N j  (Quark/Antiquark, Spin-, Color- und Flavorentartutlgg), der 
durch die Wechselwirkung zwischen den 1% QuarkAavors, vermittelt durch die = S 
Gluonen, etwas reduziert wird. Der Partialdruck von iVj sehr leichten Quarkflavors in 
dem QGP lautet bis zur Ordnung O(a,) [Kap791 

Der Vergleich mit der Entwicklung (1.17) des Druckes eines frcirn massiven I.i.rtiiioticxn- 
gases bei hohen Temperaturen fordert zuniindest für den Hochte1nperatirr-J~i111t~s wie in1 
rein gluonischen Fall thermische Quarkmasse~i 

Im Falle des Gluonenplasmas wurde weiter argumenticrt~ da13 dieses Restiltai fGr sehr 
gro5e Temperaturen auch bei starken Koppliingexi und relativ k1eirie:i -Irmpera!~ireik 
Gültigkeit haben könnte - die Gitterdaten zeigen, da13 dies wirklicli sn ist -: t v d  ein der 
nicht-pertu~b~tiven Gluoncri-Selhstwechsel~~~irkung der Orcloung CI(cr5"') t:r~tspsei.c%:t~n~i<.r 
Term auch in der Hoclitetnperaturent~~vicklung des Qnasiteilehci~-SIo0:IeE1.~ ar?ft,riit. In der 
Hoclitemperatur-Ent%Ti~kl~~ng (1.17) fiir freie I-itrniionen felik; irti C:e~ensatz in tlcr 191;- 

# -.z = jn wicklung für Bosonen. das G l i d  der Ordniing O *); für Qitnrks gib? t.5 ~tat.Grlid; 
keinen Selb~tw~echsel~~-irkixi~gster~n. Durch die Anwesenheit von Q:inrks wird lediglich der 
G1:ionendruck p312 n~odifiziert, da in dem Selbstenergimens,m (siehe :\bbildimg 1.i.O) IIW 



auch das Quarkschleifendiagramm beiträgt. In Verallgemeinerung von (1.3'7) erhält man 
bei -;i sehr leichten Flavors [Kapi9] 

Dieses Ergebnis Iäßt sich nicht als eine Summe von einem Gluonen- und einem analyti- 
schen Quarkbeitrag interpretieren, sondern ist weiterhin Ausdruck der Selbstwechselwir- 
kung der Gluonen, deren elektrische Masse in der perturbativen Näherung bei Anvveseri- 
heit von Quarks in gleicher Weise wie $/,(T) modifiziert wird, vergleiche (1.45). Wie im 
Falle des Gluoncnplasmas kann man daher hoffen, dnrch einen Ansatz rn, - g(T) T die 
Quarkeigenschaften auch bei großen Kopplungsstärken zu modellieren. 

Diese heuristischen Überlegungen werden für hohe Temperaturen durch ein analyti- 
sches Resulbat der Störungstheorie gestützt. In niedrigster Ordnung wird die Dispersions- 
relation masseloser Quarks in einem SU(3)-QGP der Temperatur T durch die implizite 
Beziehung 

2 1 mit m = - g2(T)T2 und r9 = 6 (1.52) 
9 

bestimmt [Weil. Aus der Abbildung 1.20, der Darstellung der Dispersionsrelation der 
Quarks im heißen QGP ( g  « I), erkennt man die Bedeutung des Parameters m als 

-, 

Ruheenergie, m = Ew(k = 0). Durch die ebenfalls dargestellte Relation 

läßt sich die Dispersion der Quarks im Plasma annähernd beschreiben. - Dies entspricht 
aber gerade der Dispersion von freien Quasiteilchen mit der thermischen Masse m,(T). 

\Vir beschreiben das QGP nun als ein Gas freier Quasigluonen und Quasiquarks mit ther- 
mischen Massen, +n,,, .-+ g(T) T .  Wie im Falle der Gluonen 'regularisieren' wir auch hier 
die Kopplungskonstante g2(T)/47;, indem wir die Singularität bei T, um T, zu kleineren 
Temperaturen verschieben, und erhalten damit eine bei T, endliche Masse der Quasiteil- 
chen und auch einen endlichen Druck. Es ist nicht zwingend, daß T, dem für Gluonen 
gefundenen Wert T: entspricht; ebensowenig muß T, für Quarks und Gluonen gleich sein. 
Der Einfachheit halber gehen wir hier jedoch von einem Parameter T, aus, d.h., wir neh- 
men eine universelle Kopplung zwischen Gluonen und zwischen Gluonen und Quarks an. 
Wir bestimmen T, so; da5 der Übergang vom QGP zu der Confinement-Phase bei der 
Temperatur = 170 MeV stattfindet, wobei wir als Confinement-Phase wieder ein freies 
Pionengas annehmen, 



Abbildung 1.20: Die Dispersionsrelation von Quarks im QGP und die von 
freien massiven 'Quasiquarks'. 

die endliche Pionenmasse m, = 140 MeV ist dabei die physikalische Skala. Die Zustands- 
gleichung für das Quasiteilchen-QGP lautet also 

Die T-Parameter der Quarks und Gluonen wählen wir entsprechend den Voraussagen der 
Störungstheorie. Beachtet werden muß, daß die Anzahl :Vf der effektiven Quarkfiavors 
sowohl in die elektrische Masse der Gluonen, siehe Gleichung (1.l.j). als auch in dir 
laufende Iiopplungskonstante eingeht. 

PQGP = P g  +Pq > 
1 

-1 - 
/ d z  & [exp {A. ,~  - 9) * l ]  ( / ~ 1  = 0 )  , P - s . , , p $  

Aq,# := 

1 1 
rnz = sZ(T) T Z  - - g2(T + T,) T z  mit I', = 6 ,  

r4 

rni = 
1 

1 + - g 2 ( ~ )  - - g 2 ( ~  + T*) T ~ .  
9 

r s  

mit r - -  für N f = 2 .  
- 4 J 

Die statistischen Entartungsfaktoren sind g, = %!Vg = 16 und im Quark-:ititiqoarkli.- 
symmetrischen = 0 )  Fall g, = 2 . (2s + l)';,i\j = 12Aii. wobei wir in1 folgendcri stets 
]?JI = 2 setzen werden. Wie beim reinen Gluonenplasina verwenden wir auch hier keine 
Bag-Konstante und beschreiben den EinAuß waciise~ider I<oppliingsstarke bei T - I ,  

(1.55) 



nur durch die Verringerung der Zahl der effektiven Freiheitsgrade aufsrp;rrincl der dort stark 
wachsenden thermischen Masse. Durch die IVahl des Paameters T,/T, = 0.01357 wird clie 
Ubergangstemperatur auf Tc/na, = 1.214, T, = 170 MeV fisiert. In der Abbildung 1.21 
sind die ther~nisclien Quarli- uiid Gluonenmassen dargestellt. Es ist bemerltenswert, daß 

Abbildurig 1.21: Aufgriincl cler 'regularisierten' I<opplungsltonstante bleiben 
die therinischen Massen bei T = T, encllich. Über einen großen Teinperaturhe- 
reich sind sowohl clie Quarkmassen als auch clie Gluonenmassen fast konstant; 
tlurcli die 'Regularisieriulg' wird dies noch ausgeprägter. 

in iinscrem Modell die ther~nischen Massen für T $1.3 T, fast konstant sind, insbesondere 
gilt 

Mit 7: = 170 MeV ist nt, - -150 MeV - dies ist in guter Übereinstiinmuiig mit den An- 
iialimcii von aiiclereii pliä~io~i~eiiologisciien Modellen des QGP, die von endlichen, jedoch 
I<onstanleii Quarl;masseii ausgelien, siehe 2.B. [I<a%a]. 

Die in der Form ?J := p(T) [i?TS"/(90 h3)]-' slialierte Zustandsgieicliung (1.55) ist iii 
der Abbilclung 1.22 dargestellt. ?J ist ein Maß für clie Zahl cler effektiven Freihcitsgracle, 
die zuni Driicli beitragen, 

Dcr Beitra ,~ der C;luonen zuin C~esamtclrucli ist für 1' - T, sehr ltleiri; für hohe Tempe- 
raturen ~ ~ ä l i e r ~  sich clas Verhältnis dem Wert 16/37 an. Der zu111 Vergleich dargestellte 
Druck iii dcr Vora~us~age, clcs Bag-Modells erreicht deii Limes IP, = 37 viel schneller als 
der Druck des Quasiteiici~cii-QGP; die analoge Feststellung für das GLuoucupIasnia stand 
in1 Widcrspr~icii zu dcn Gittcr-Daten. 



Abbildung 1.22: Der skalierte Druck P := p(T)[r2T"/(90li3)]- '  des Qua- 
siteilchen-QPG im Vergleich zum Bag-Modell. Als Parameter für die 
thermischen Massen wurden die Hochtemperatur-Werte r, = und 

r ,  = 6 gewählt, der Shift-Parameter T ,  wurde so angepaßt, da8 die 
Ubergangstemperatur T, = 170 MeV ist. 

Für verschwindendes chemisches Potential der Quarks folgt aus der Gibbs'schen Funda- 
mentalrelation die Energiedichte 

Die Energiedichte des QGP mit der Zustandsgleichung (1.55) ist deutlich kleiner als die 
eines Stefan-Boltzmann-Gases, die des Bag-Modells ist dagegen wie im gluonischen Fall 
größer, siehe Abbildung 1.23. Insbesondere unterscheiden sich die Voraussagen für die 
beim Phasenübergang freigesetzte bzw. zuzuführende latente Wärme. 

Neuste Gitterrechnungen deuten darauf hin, daß die Energiedichte des QGP knapp ober- 
halb der Umwandlungstemperatur T, auf höchstens 60% des Stefan-Boltzmann-Wertes 
steigt. Dies ist in guter 6bereinstimmung mit dem Ergebnis, das wir mit unserem h~iodell 
erhalten, während die latente Wärme im Bag-Modell zu groß ist. Die skalierte Gesamt- 
energiedichte EsGp = eQCp(S) [r2T4/(30 li3)]-I ist für Temperaturen etwas oberlialb von 
T, nur schwach temperaturabhängig, E - 25.. .%C dies entspricht etwa iO% des Stefari- 
Boltzmann-Wertes für freie Quarks und Gluonen. Die (zur Zeit noch recht unsichercii) 
Voraussagen der Gittertheorie für zwei leichte Quarkflavors [Got] siiid &/€SB - 0.8 fiir 
Werte der QCD-$-Funktion leicht oberhalb des kritischen Wertes 3, = ! (Tc) .  Der Ein- 
fluß der I?-Parameter in dem hfodell (1.55) wird durch den \;ergleich mit zwei anderen 



Abbildung 1.23: Die skalierte Energiedichte E := e(T) [n2~"(30tL3)]-' der 
Pionen und des Quasiteilchen-QGP im Vergleich mit dem Bag-Modell (Para- 
meter wie in Abbildung 1.22). 

Parametersätzen deutlich; eine willkürliche Wahl ist 

rq = 5 ,  ry = ' 1 5  (i) , 

rq = 7 ,  ry = ' J 3  (ii). 

Größere ??-Werte bedeuten kleinere thermische Massen, was wiederum größere Drücke 
und Energiedichten zur Folge hat. Die Abbildung 1.24 zeigt den Druck und die Energie- 
dichte des QGP mit den Parametersätzen (i), (ii) im Vergleich mit den Parametern im 
perturbativen Limes aus Gleichung (1.55). Bei T-Werten nach dem Parametersatz (ii) 
ergibt sich nahe T, ein lokales blaximum der skalierten Energie, welches durch die in die- 
sem Fall relativ kleine thermische Masse der Quarks entsteht. In der Abbildung 1.25 sind 
die Beiträge der Quarks und Gluonen zu der Gesamtenergiedichte des QGP dagestellt. 



Abbildung 1.24: Der Einfluß der I?-Parameter der thermischen Masse auf 
Druck und Energiedichte des QGP. Obere Kurven: Parametersatz (ii) aus 
Gleichung (1.59), untere Kurven: Parametersatz (i), mittlere ICurven: Para- 
meter wie in den Abbildungen 1.22, 1.23. 

Quarks 

Abbildung 1.25: Die Beiträge der Quarks und Gluonen zu der Gesamtenergie- 
dichte des QGP bei verschiedener Wahl der F-Parameter. Parametersätze wie 
in der Abbildung 1.24. 



Kurz vor Fertigstellung dieser Arbeit wurden neue Resultate von Gitterrech- 
nungen mit zwei leichten Quarks veröffentlicht [Blu]. Ohne daß diese Eingang 
in die vorliegende Arbeit finden konnten, zeigt unser Modell mit thermischen 
Quarkmassen eine gute ~bere in~t i rnmun~ mit diesen numerischen Daten für 
den Druck und die Energiedichte der Quarks. 



2. Ein dynamisches Modell für 
Schwerionenst öße 

2.1 Die Bjorken-Gleichung 

Die eindimensionale relativistische Hydrodynamik einer idealen Flüssigkeit ist durch 
die Forderung lokaler Energie-Impuls-Erhaltung und durch die Zustandsgleichung 
vollständig bestimmt und stellt ein einfaches hlodell zur Beschreibung der Evolution 
der zentralen Region in Schwerioneustößen dar. 

Auf der Suche nach dem QGP werden heute in großen Beschleunigeranlagen schwere 
Atomkerne mit Energien von E > 10 GeV pro Nukleon aufeinandergeschossen. 'Ian 
hat dabei die Hoffnung, daß sich beim Zusammenprall zweier ultrarelativistischer Schwer- 
ionen die für die Bildung des QGP notwendigen großen Teilchendichten und/oder hohen 
Temperaturen einstellen. Nach der Diskussion in Kapitel 1 könnte dann die Phasengren- 
ze zwischen hadronischer Materie und dem Plasmazustand überschritten werden und die 
Nukleonen würden in Quarks und Gluonen dissoziieren. 

Mit der zur Verfügung stehenden Computertechnik ist man in der Lage, Schwerioneiistöße 
im Rahmen komplexer Modelle wie dem Partonen-Kaskaden-Modell, siehe z.B. [Gei], 
zu behandeln. Die Ergebnisse dieser zum Teil numerisch sehr aufwendigen Reclinungen 
deuten unabhängig von den verwendeten Modellen darauf hin, daß zentrale Schwerio- 
nenstöße (nur solche sollen hier betrachtet werden) nach folgendem Szenariuxn ablaufen: 
Die Lorentz-kontrahierten Kerne prallen aufeinander, durchdringen einander' und bil- 
den einen dichten heißen 'Feuerball' (Nichtgleichgewichtszustand); der thernialisiert und 
in vorrangig longitudinaler Richtung expandiert, vergleiche Abbildung '3.1. Die Phase 
der thermischen Aquilibrierung des QGP ist mit einer charakteristischen Dauer in der 
Größenordnung von 1 fm/c relativ kurz2, wobei die Gluonen etwas schneller als die Quarks 
thermalisieren [Gei]. Wir gehen hier davon aus, da8 sich die Entwicklung nach dem 
Feuerball-Stadium, d.h., die longitudinale Expansion des QGP, nahe dem lokalen ther- 
modynamischen Gleichgewicht vollzieht. Diese Annahme geht als wesentliche Voransset- 
zung in die Bjorken-Gleichung (siehe unten) ein, die die Evolution der zentralen R.egion 

'Im Gegensatz dazu werden bei mittelenergetischen Schwerionenstößen die Kerne ini Scliwrrpuiikt- 
systeni weitgehend gestoppt. Der Grad des Abstoppens in ultrarelativisiisclten Stößen wird heizte intensiv 
diskutiert. Um die Konsequenzen des oben beschriebenen i\.Iodells zu studieren. gehen wir hier von einer 
relativ große11 Transparenz aus. 

'Die Gleictiungen der klassischen Chromodynamik sind chaotisch und Gebiete des Phasenraumes wer- 
den schnell durehmisdit [Mül]. Die kurze Einstelizeit für das C~leichge:vicht isi \ce.~entlicli für die :'in- 
weiidbarkeit der Gleichgewichts-Tltermod~mik (vergleiche auclt Seite 64). 



Abbildung 2.1: Die Lorentz-verkürzten Schwerionen kommen nach dem Zu- 
sammentreffen durch starke Wechselwirkung schnell ins ther~nodynamische 
Gleichgewicht und formen durch vorzugsweise longitudinale Expansion einen 
Plasma-Schlauch. 

in Schwerionenstößen durch einen einfachen analytischen Zusammenhang beschreibt. 

Man kann durch eine einfache Überlegung abschätzen, daß durch einen Stoß, der nach 
dem beschriebenen Mechanismus abläuft, Temperaturen erzeugt werden könnten, bei de- 
nen Hadronen in den Plasmazustand übergehen. Die typische Energie bei den1 Stoß zweier 
Ionen mit der Massezahl An ist E = y m N  AN, y ist der Lorentz-Faktor; die Nukleonen- 
nlasse ist miv - 1 GeV. Der Kernradius bat die Größenordnung T - A ~ T O ,  wobei der 
Kukleonenradius ro - 1 fm ist. Nach der Äquilibrierungszeit ro - 1 fm/c nimmt der 
expandierende Plasma-Schlauch ein Volumen V - nr2 CTO ein; die typische Energiedichte 
beträgt 

Diese Dichte, aufgeteilt auf die 37 Freiheitsgrade eines freien (Ni = 2)-QGP, 

ergibt für die &uilibrierungsternperatur dieses QGP 

An dieser einfachen Abschätzung erkennt man einerseits, vor welchen prinzipiellen Er- 
fordernissen die experimentelle Hochenergie-Physik steht: die Erzeugung des QGP ist 
nirnlich arn wahrscheinlichsten in ultrarelativistischen Schwerionen-Beschleunigern. An- 
dererseits wird deutlich, daß selbst eine Verdopplung der experimentellen Möglichkeiten 
die Erfolgsaussichten nur gering erhöht. Allerdings darf man zuversichtlich sein, daß mit 



den in Brookha\-en und am CERX existierenden Anlagen die QGP-Erzeugung möglich 
sein sollte, oder daß man sich zumindest nahe der Schwelle befindet und diese mit den 

A 
geplanten Anlagen RHIC und LHC (-,-Faktoren 2 100, il,~ - 200 = TO - 500 MeV) 
erreichen kann. 

Ximmt man das QGP zunächst in einfachster Näherung als ideale Flüssigkeit an, d.h., 
ohne Dissipation, so wird die zeitliche Evolution bei vorgegebener .Art der Ansdehnung 
schon durch die Forderung der Energie-Impuls-Erhaltung beschrieben. Lokale Energie- 
Impuls-Erhaltung bedeutet Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors. In der einfa- 
chen Beschreibungsweise, die mau mit der Annahme des QGP als ideale Flüssigkeit wählt, 
läßt sich der Energie-Impuls-Tensor angeben als 

Hier sind e die Euergiedichte, p der Driick, U" die 4-Geschwindigkeit der Flüssigkeit und 
g'" der metrische Tensor. Alle Größen werden im allgemeinen noch vom &Vektor xa 
abhängen. p und e sind temperaturabhängige Größen. Somit bestimmen sowohl die Iii- 
nematik als auch die thermodynamischen Eigenschaften die Energie-Impuls-Dichte des 
Mediums. Für eindimensionale Probleme sind auch umgekehrt bei gegebener Kinematik 
durch die Energie-Impuls-Erhaltung der Druck und die Energiedichte und daher auch die 
Temperatur festgelegt. 

Die allgemeinen Evolutionsgleichungen der eindimensionalen Hydrodynamik einer idealen 
Flüssigkeit werden im Anhang A.2 abgeleitet; aus diesen erhält man dann die Bjorken- 
Gleichung durch einige spezielle Annahmen. Während die Bjorken-Gleichung eine lon- 
gitudinale Expansion beschreibt, betrachte ich hier vorerst den Fall kugelsymmetrisclier 
Ausdehnung. (Die sich ergebende Gleichung steht in einer gewissen Beziehung zu den 
Friedman-Gleichungen der Kosmologie.) Die Bjorken-Gleichung erhält man aus dieser 
Betrachtung in einfacher Weise und gleichzeitig wird klarwerden, wie die Vorgabe der Art 
der Expansion in das Ergebnis eingeht. Als angepaßte Koordinaten wählt man Iiugell<oor- 
dinaten. In diesen nichtkartesischen Koordinaten muß statt partiell kovariant differenziert 
werden. Für den kontravarianten Tensor zweiter Stufe T*" ist die Divergenz (Iiontraktio~i 
über U), weiche verschwinden soll, 

dTP" 
T'";, := - + rE,Ta" $ rU,Tila L 0 .  (2.2) dxY 

Die letzten beiden Terme berücksichtigen die nichtkartesischen Iioordinaten. 
Als erstes sind die Christoffelschen r-Symbole für Iiugelloordinaten zu bestimmen. 

Dazu und ebenso für den Energie-Impuls-Tensor benötigt man explizit den metrischen 
Tensor in ICugelkoordinateu X' := (T,@, P ) ,  den man unmittelbar aus dem Ausdruck für 
das invariante Wegelement d% := g„dx*dxY = d" - (@r + rzd'Q -+ r2 sin2 D dz$) ablesen 
kann, 

f Y  = (gPY)- l  = diag [I, -1, -T-', - ( ~ s i n  . 

Die Christoffel-Symbole I? können direkt aus g p Y  oder ans der Geodätengleichu~~g be- 
stimmt werden; da deren Berechnung elementar. aber für die Ableitung der Gleichung 



nicht wesentlich ist, gebe ich sie ohne Be>veis an (siehe z.B. [LLZ]): 

rs2 = I':, = -r  sin2 B ,  

Erinnert sei an die Symmetrie der unteren Indizes; alle nicht aufgeführten Eleme~ite sind 
Xull. 

Man spezifiziert nun die Art der Expansion, indem man für die Geschwindigkeit 6' des 
Volumenelements bei xa = (t, T, B,4) nur eine radiale Komponente annimmt (kgelsym- 
metrie). Unter der zusätzlichen Annahme, daß sich die Volumenelemente vom %e11trum 
r = 0 aus mit gleichförmigen Geschwindigkeiten v( t ,  T) = ITl/t bewegen (Scaling-rhatz), 
erhält man für die 4-Geschwindigkeit 

Aus Gründen des Zweckmäßigkeit führt man jetzt neue Koordinaten ein, 

7 := 

I) := atanh (r / t )  ; 

T und q heißen Eigenzeit und Rapidität. Bis auf die indefinite 'psendo-Euklidisclie' Metrik 
erkennt man die gewöhnlichen Polarkoordinaten wieder; in der umgekehrten Darstellung 
treten statt der Ibeis- die Hyperbelfunktionen auf, 

Formal ließe sich der Übergang zu Polarkoordinaten durch die Ersetzung T -t ir, I) -+ i7) 
vollziehen. Die Geschwindigkit v(t,r) = r / t  ist in den neuen Koordinaten nur eine 
Funktion von I), 

U(T, 11) = tanh I) = V ( I ) ) .  

Unter der gemachten Annahme der Kugelsymmetrie treten bei der Divergenzbildung in 
Gleichung (2.2) nur Ableitungen a, und 8, auf. Diese werden jetzt durch die neuen 
Koordinaten ausgedrückt, 

bian nimmt nun weiterhin noch an, daß die Evolution des Druckes und der Energiedichte 
nur von der Eigenzeit T ,  nicht aber von 7l abhkgt; 



Abbildung 2.2: Die Forderung der Boost-Invarianz bedeutet, da6 die Hyper- 
boloide konstanter Eigenzeit auch Flächen konstanten Druckes und konstanter 
Energiedichte sind. Bei der Kollision zweier Kerne nimmt man an, daß der 
entstehende Plasma-Schlauch nach einer Eigenzeit 70 ins thermische Gleich- 
gewicht bei der Temperatur T. gelangt und durch lineare Expansion abkühlt, 
bis nach der Zeit 7i, die Übergang~tem~eratur T, erreicht ist iind das QGP 
hadronisiert. 

mit anderen Worten: Man setzt die Evolution als 'boost-invariant' roraiis3, i),p, i%,e -+ 0: 
vergleiche Abbildung 2.2. Man betrachtet nun die Zeitkomponente der Energie-Irnpiils-- 
Bilanz (2.2). Mit dem Ausdruck für die Impulsstromdichte T'" in den neuen lioorclinat.e11. 

L 
TO" = -- (pvz + e, .(P + e), 0,O) 

1 - ..J 
= (e + sinhZq (p + e),sinhq coshq ( I>  + e): 0,O) , 

kann man den ersten Sumnianden der ( p  = 0)-Gleichung in (2.2) schreiben als 

'!?T0" - - sinh rf - cosh "7.5 + sinh2 q (6 + i)] - - 12 sinh q cosh jp + C)] dxY 7 

cosh rj - sinh [sinh q cosh q (p + i)] + -- [(sirih2 11 + coshZ rtl ( p  + e): 
7 

= coshrf i t  - [ '.> '1 (-4 

wobei der Punkt die Ableitung nach der Eigenzeit ; ke~inzcictinct. Der zweite S i i~ i ima~~d  
in (2.2) verschwindet, weil I':, = 0 für alle p, 11 ist. Es bleibt nun nur iioch &r dritte 

3Diesc Bezeictinung wird später klanverlten, siehe Abschnitt 4.3. 



Summand. Weil T'' nur für i = 0,1 von Xull verschieden ist und auch r,Y, verschwindet, 
lautet dieser 

Mit den Gleichungen (2.5) und (2.6) kann man den gesamten Ausdruck für die Divergenz 
des Energie-Impuls-Tensors aufschreiben, 

Die Forderung (2.2) der Energie-Impuls-Erhaltung läßt sich damit formulieren als 

Das ist die gesuchte Evolutionsgleichung für die Energiedichte: Ist die Zustandsgleicliu~~g 
p(T) des Gases bekannt, so kennt man auch die Energiedichte e(T) = T %/dT-p(T), und 
mit der abgeleiteten Differentialgleichung ist das Kühlungsverhalten T(r) des Systems in 
impliziter Form bestimmt, e(r) = e(T(r)). I(onsequenterweise müssen in (2.2) auch die 
anderen Komponenten betrachtet werden, diese liefern jedoch entweder ein triviales ockr 
das gleiche Ergebnis (2.7). Das bedeutet aber, daß die die Lös~ingsmanriigfalti&eit ein- 
schränkende Annahme (2.4) dex Boost-Invarianz nicht widersprüchlich isp. 

Wie läßt sich aus der gezeigten Ableitung die Bjorken-Gleichung für die rein iongitucii- 
nale Expansion in z-Richtung ablesen? Nun, wir müssen einfach ersetzen r -+ 2. Die 
Expansion in z-Richtung wird man natürlich nicht in Kugel-, sondern in kartesischen 
Koordinaten beschreiben. Dann verschwinden sämtliche Christoffel-Symbole und bei der 
Divergenzbildung (2.2) bleibt nur der erste Summand (2.5) übrig, der ohne Änderung 
übernommen werden darf. Die Bjorken-Gleichung lautet also 

Der einzige Unterschied zu Gleichung (2.7) ist der Vorfaktor auf der rechten Seite, der 
folglich etwas mit der Anzahl der Dimensionen, in welche die Expansion erfolgt, zu tun 
haben muß. Da man durcii eine Transformation der Eigenzeit 

r -4 7) = T,, 
d dr' de(rl) 3r1 de(rl) 

wegen - e(~ ' (7))  = - --- = - - 
d r  dr  dr' T dr' 

die Gleichung (2.7) in (2.8) überführen kann (d.h., bei der linearen Ausdehnung kühlt 
das System langsamer ab als bei einer k~~elsymmetrischen Expansion), braucht man nur 
die eigentliche Bjorken-Gleichung (2.8) zu diskutieren. Es ist natürlich von vornherein 

'Ohne den Scafing-Ansatz V(?, 11) = 7 und die i\nnahme der Boost-Invarianz erhält man ein System 
von zwei gekoppelten partiellen Differentialgleichungen, die v (7 ,  T), p(7, r) bestimmen, siehe Anhang A.2. 
Die Tatsache, daß unter den Annahmen (2.3) ,  (2.4) wi&rspruchsfrei die Gleichung (2.7)  folgt, bedeutet 
daher: Lösungen, die der Forderung W(T, 7 )  = r )  und der speziellen Anfangsbedingnng 

p(q,  T,,) i p,, = const 

genügen, sind auch für spätere Zeiten T > T,, rlicht von abhängig. 



klar, daß im Faile der kugelsymmetrischen Ausdehnung die Energiedichte schneller ab- 
nimmt als bei der linearen Expansion, da die erhaltene Gesamtenergie auf ein größeres 
Volumen verteilt wird. Allgemein läßt sich daher feststellen: Gibt es außer der longitu- 
dinalen noch weitere Richtungen der Expansion, so wird das System schneller, als durch 
die Gleichung (2.8) beschrieben, abkühlen. Diese Aussage ist wichtig für die Bewertung 
des Gültigkeitsbereiches der Gleichung (2.8). Während nämlich die Annahme einer li- 
nearen Ausdehnung in den ersten Stadien der Expansion recht brauchbar ist, macht sich 
zu größeren Zeiten auch eine transversale Ausdehnung zunehmend bemerkbar, wie die 
Ergebnisse numerischer Simulationen zeigen. Es wird sich allerdings weiter unten her- 
ausstellen, daß die späten Etappen der Expansion nur in geringem Maße in die uns hier 
interessierenden beobachtbaren Größen eingehen, so daß wir mit (2.8) eine einfache und 
brauchbare Gleichung zur Beschreibung der Evolution der zentralen Region in Schwer- 
ionenstöilen zur Hand haben. 

Die Gleichung (2.8) läßt sich durch eine kleine Umformung in eine neue Gestalt bringen. 
Da gilt 

kann man für die Zeitableitung i der Energiedichte schreiben 

Damit kann die Gleichung (2.5) als Differentialgleichung für s ( T ( 7 ) )  formuliert werden, 

deren Lösung mit den Anfangsbedingungen s(ro) = so 

ist. In dieser Gleichung kommt die angenommene Entropieerhaltung in einfacher Weise 
zum Ausdruck; die Integration der Entropiedichte über das zur Zeit t eingenommerit: 
Volumen J dzdy 2t des Plasma-Schlauches ergibt die Gesamtentropie 

welche offensichtlich zeitunabhängig ist. Einfacher noch sieht man die Entropieerhaltuug 
im mitbewegten Volumen dfz - dt dz = ardr dv: die Transformation des Xinkowski- 
Volumens dt dz in die 'Pseudo-Euklidischen' Polarkoordinaten ist analog dem fibergang 
von kartesischen zu Polarkoordinaten und wird später bewiesen. 

Eine wesentliche Eigenschaft der Gleichung (2.5) ist ihre Invarianz gegen cine Skalie- 
rung der Zeit, 



Dies ist völlig klar, denn in unseren Voraussetzungen ging keine charakteristische Zeit 
ein (außer r = 0; die Gleichung (2.8) ist nicht invariant gegen r -4 r + r'), welche die 
Zeitskala oder auch die Anfangsbedingung festlegen könnte. An dieser Stelle niüssen des- 
halb weitere cberlegungen einfließen: Eine charakteristische Skala stellt die oben bereits 
ern-ähnte Aquilibrierungszeit 7.0 dar, in der sich das thermische Gleichgewicht einstellt 
und man überhaupt erst von Temperatur und Entropiedichte im Sinne lokal definierter 
Grüßen sprechen kann. Im Abschnitt 3.1 wird abgeschätzt, da8 ro in der Größenordnung 
der 'nuklearen' Zeitskala 1 fm/c liegen muß; im folgenden wird immer re = 1 fni/c ange- 
nommen. 

Bag-Modell Kühlung 

Für ein System, dessen Zustandsgleichung durch das Bag-Modell beschrieben wird, d.h., 

läßt sich der Temperaturverlauf sehr einfach angeben. Wie schon im Abschnitt 1.2.2 disku- 
tiert, liefert das Bag-Modell den gleichen Ausdruck für die Entropiedichte wie ein Stefan- 
Boltzmann-Gas, weil in diesem Modell der Unterschied zwischen dem perturbativen U I I ~  

dem realen Vakuum nicht zur Entropie beiträgt. Unabhängig von der Bag-Iionstanteri B 
und von der Konstanten A, d.h., von der Zahl der effektiven Freiheitsgrade, erhält man 
daher für diesen einfachen Fall aus Gleichung (2.9) sofort 

2.2 Die Dynamik des Phasenüberganges 

Der Übergang vom Bag-QGp mit u- und d-Quarks zu einem Pionengas ist das 
einfachste Uodell für den QGP-Phasenübergang. Bei der Umwandlung der Phasen 
sind drei Etappen zu unterscheiden. 

Die Bjorken-Gleichung soll nun auf das einfache Modell angewandt werden, mit dem in 
Abschnitt 1 2 . 3  der hadronische Phasenübergang qualitativ diskutiert wurde. Die QGP- 
Phase wurde dort als ein Stefan-Boltzmann-Gas freier Gluonen und freier masseloser 
Quarks angenommen; die effektive Entartung des Plasmas mit Nf = 2 relevanten Quark- 
Eavors war gq, = 37. Die Eigenschaft des Confinement wurde durch die Einführung der 
Bag-Konstanten B modelliert. Die hadronische Phase war als masseloses freies Pionengas 
mit der Entartung g, = 3 betrachtet, worden. Die Gibbs'sche Bedingung p,(T,) = p,(T,) 
für das Phasengleichgewicht ergab eine Beziehung zwischen der Bag-Konstanten und der 
Ubergangstemperatur T,. Die beim Phasenübergang auftretende latente Wärme Ae zeigt 
einen Phasenübergang erster Ordnurig an. 

11n folgenden wird die Dynamik dieses Phasenüberganges im Bjorken-Bild bescbrie- 
ben. IVir gehen zunächst von einem Gleichgewichts-Phasenübergang aus, d.h., die Skala 
der Reiaxationszeiten soll klein gegen die dynamischen Zeitskalen sein und das System sich 



während des Cberganges stets nahe dem lokalen Gleichgewicht befinden. Wenn die An- 
fangstemperatur T0 so groß ist, da8 die QGP-Phase vorliegt, muß man bei der Abkühlung 
drei Abschnitte unterscheiden, siehe Abbildung 2.3. In der ersten Phase kühlt das QGP 

QGP- i\/Iisch- Hadron-Phase 

Abbildung 2.3: In der ersten Etappe kühlt das QGP nach dem ~ - ' / ~ - ~ e s e t z  
bis auf die Übergang~tem~eratur T, ab. In der darauf folgenden Phase 11 
beginnt die Umwandlung des Plasmas in hadronische Materie; während dieses 
Abschnittes ist die Temperatur durch die Freisetzung der latenten Wärme 
konstant, T(T) = T, . Wenn die gesamte Materie hadronisiert ist, beginnt in 
der dritten Etappe wieder die r-'/"~ühlung. 

nach dem Gesetz (2.10) ab, 

T<.> = T~ (k) -'" für T O < T < T = ,  

bis nach der Zeit 

die Ubergangstemperatur T, erreicht ist. Während des zweiten Abschnittes liegen das 
QGP und hadronische Materie in einem Gemisch gemeinsam vor. Der Volumenanteil s 

der Plasmaphase nimmt im Zeitverlauf ab; entsprechend wäclist der Anteil (1 - z) der 
Hadronenphase. Die beim 'Einfrieren der Freiheitsgrade' freigesetzte latent,e %%nie Ae 
bewirkt, daß während dieses Abschnittes die Temperatur konstant ist: T(r )  = Tc. Zur 
gesamten Entropiedichte, die weiter nach dem Gesetz von Bjorken abnimmt, tragen beide 
Anteile s,(T,) und s,(T,) bei, 

$,(Tc) ist die Entropiedichte des QGP, auf welche dic Aiifangsentropie so nach der Zeit 
T, gesunken ist, 



Es gilt andererseits 

Mit dem so definierten Verhältnis der Entartungen erhält man aus der Gleichung (2.11) 
für den zeitabhängigen Anteil des QGP in dem Phasengemisch 

1 T ~ - - & T  
X(.) = - für T , < T < T ~ .  

T 1 -&  

Zu der Zeit ~h (und später) liegt die gesamte Materie in hadronischer Form vor, 

Nach .ih setzt wieder die ~ - ~ ~ - K ü h l u n g ~  ein, bis die Hadronen wegen zunehmender 
Verdünnung den thermischen Kontakt zueinander verlieren. 

Bisher ist davon ausgegangen worden, daß die Gesamtentropie während der Expansion er- 
halten bleibt. Wie bei Phasenübergängen, die unserer Erfahrung unmittelbar zugänglich 
sind, ist auch bei dem hadronischen Phasenübergang eine Entropieproduktion durch den 
hIechanismus der Unterkühlung denkbar: Nach Erreichen der Übergang~tem~eratur geht 
das System nicht sofort in den gemischten Zustand über, sondern kühlt als QGP wei- 
ter ab. Dieser thermodynamisch metastabile Zustand geht erst nach einer gewissen Zeit 
T, bei der Unterkühlungstemperatur T, in den Zustand der Stabilität über, d.h., in die 
hiischphase oder sogar gleich in die nene Phase, vergleiche Abbildung 2.4. Die dabei 
ablaufenden irrerersiblen Prozesse erzeugen Entropie. 
Interessiert man sich nicht für die Dynamik dieses Vorgangs6, so läßt sich die erzeugte 
Entropie aus der Forderung bestimmen, da8 die Energie beim Übergang von dem un- 
terkühlten QGP in das Gemisch mit der Temperatur T, erhalten bleibt, 

X" bezeichnet den Anteil des QGP im Gemisch, nachdem die Temperatur von T, wieder 
auf T, gestiegen ist. Mit der Relation (1.34) zwischen T, und B gilt dann 

Mit Gleichung (2.12) ist 

Man bemerkt an dieser Gleichung die interessante Tatsache, daß für & > 'J;(  das System 
nicht beiiebig unterkühlt werden und anschließend in den Mischzustand übergehen kann. 

jDas ICühlungsrerhalten ist unabhängig von der Zahl der Freiheitsgrade, wenn diese nicht von der 
Temperatur abhängt. 

GIIiiufig henötigt man nur die Gevvißheit, daß der Übergang sehr schnell im Vergleich zn anderen 
Prozessen at>tGuft. Wir nehmen dies mic \:erweis auf die Fußnote auf Seite 49 an. 



Abbildung 2.4: Das Plasma kann sich nach Erreichen der Temperatur T, wei- 
ter abkühlen, statt sich sofort in die hadronische Phase umzuwandeln. Dieser 
unterkühlte, metastabile Zustand geht nach einer Zeit .r, durch Nichtgleich- 
gewichtsprozesse sehr schnell (T* = T,) in den stabilen Mischzustand über. 

Wenn nämlich die Bedingung X* 2 0 verletzt ist, geht das System gleich iu die hadronische 
Phase mit einer geringeren Temperatur als T, über. 

Es soll nun die Entropieproduktion untersucht werden, wenn das System mit der 
Anfangstemperatur T, und der Entropiedichte so = s„(T,) in der Bjorken-Expansion 
unterkühlt wird. Nach der Zeit 7; ist die Entropie des auf T' unterkühlten QGP auf 

gesunken. Zum Zeitpunkt T' nach dem Wiederaufheizen (T"/T, - 1 < 1) ist die Entro- 
piedichte des nun zweipbasig vorliegenden Systems 

Das Einsetzen von X* und eine kurze Umformung ergeben 

Durch das plötzliche Wiederaufheizen steigt die Entropiedichtc also um eincn Faktor 

T u  > 1 falls I ;< I  
L 

an. Bernerkeus~ert an diesem Ergebnis ist, da5 nur die relative I?nterkiifilurig &/X: ci- 
nen EinfluD hat, nicht aber die Entartungsfaktoren gq„ und g.. Die sprunghafte Erhöhung 
der Entropiedichte hat die wichtige Konsequenz, da8 die Dauer des gemischten Zustan- 
des verlängert wird. Wie nämlich aus der Bjorkensclien Beziehung sjr) i = corisi. sofort 
folgt, wird die ~ebensdauer des Mischzustandcs um eben den Faktor länger. der auch 



die Entropieerzeugung beschreibt 

Xachdem oben bereits diskutiert wurde, daß die Abkühlung bei einer nicht ausschließlich 
longitudinalen Expansion etwas schneller ablaufen würde, als es die Bjorken-Gleichung 
(2.8) voraussagt, findet man bei Einbeziehung irreversibler Prozesse auch den Effekt 
gegenläufiger Tendenz. Durch Aufnahme von zusätzlichen Parametern, wie z.B. dem 
Verhältnis von transversaler zu longitudinaler Expansion oder die relative Unterkühlung, 
erhält man ein Modell mit einem größeren Spielraum zur quantitativen Erklärung expe- 
rimenteller Befunde. Hier seien diese möglichen Erweiterungen jedoch nur angedeutet; 
im folgenden wird der Einfachheit halber stets das ursprüngliche Modell Bjorkens zur 
Beschreibung der Abkühlung der zentralen Region des Plasma-Schlauches verwendet. 

2.3 Die Kühlung mit thermischen Massen 

Die Annahme thermischer Uassen im QGP verzögert im Vergleich zum Bag-Modell 
die Abkühlung des Plasma-Schlauches bei der Bjorken-Expansion und verkürzt die 
Lebensdauer der Mischphase. 

Die longitudinale Expansion des Plasmas, wie nach einem Zusammenstoß von zwei Atom- 
kernen angenommen, wurde in den vorangegangenen Abschnitten durch die Bjorken- 
Gleichung (2.8) beschrieben, wobei als Zustandsgleichung des Plasmas der Bag-Modell 
Druck gewählt wurde. Unabhängig von der Bag-Konstanten und der Zahl der thermo- 
dynamischen Freiheitsgrade ergab sich für das Iiühlungsverhalten der Zusammenhang 
T( r )  r-'J3. Wie jedoch aus dem Abschnitt 1.3 deutlich wird, kann das Bag-Modell 
die Eigenschaften eines stark wechselwirkenden Plasmas nicht in allen Punkten adäquat 
beschreiben. Hier soll nun untersucht werden, inwieweit sich die Eiühlung mit der in1 
Abschnitt 1.5 vorgeschlagenen Zustandsgleichung des QGP mit thermischen Massen von 
dem r-1/3-Kühlungsverhalten des Bag-Modells unterscheidet. 

Die Lösung s (T(r))  r = const. der Bjorken-Gleichung (2.8) liefert in impliziter Form die 
ICühlung T(r) .  Die Unterschiede zu dem Kühlungsverhalten eines Bag-QGP, welches dem 
eines Stefan-Boltzmann-Gases mit entsprechender effektiver Entartung entspricht, wer- 
den daher durch das Verhältnis der Entr~~iedichte  S Q G ~  = dPQGP/dT des QGP zu der 
Stefan-Boltzmann-E~itropiedichte sss bestimmt. Die Entropiedichte SQGP(T) ist nicht 
nur kleiner als die Stefan-Boltzniann-Dichte sss, sondern fällt mit sinkender Temperatur 
auch schneller ab, vergleiche Abbildung 2.5. Das hat zur Folge, daß das Plasma mit ther- 
mischen Massen generell lengsemer als das Bag-QGP abkühlt. (Nach einer Zeit von 2.B. 
270 ist die Entropiedichte wegen sr = const. auf die Hälfte des Anfangswertes gefallen. 
Um die Entropie zu halbieren, muß beim Bag-Modell die Temperatur wegen s T3 auf 
'T;, = (1/2)'13 T0 sinken, während mit unserer Zustandsgleichung die Entropie schon bei 
einer etwas höheren Temperatur als T$* um die Hälfte gesunken ist.) 
Für kurze Zeiten r 5 J TQ läßt sich für T. = 400 NeV die Kühlung durch den Zusammen- 
hang T = To(r/r~)-0-30 approximieren; der charakteristische Exponent ist größer als der 
nach dem Bag-Modell zu erwartende Wert --'I3 und stimmt mit dem in [Gei] gefundenen 
Exponenten im Partorteri-Kaska.den-Modell überein. 

Andererseits ist der Sprung der Entropie- und auch der der Energiedichte, siehe Ab- 
bildung 1.23, bei T, kleiner als im Bag-Modell. Da aber die Temperatur T, durch die 



Abbildung 2.5: Die skalierte Entropiedichte S = s(T) [hr2T3/(90 h3)]-I des 
Plasmas mit thermischen Massen (durchgezogene Linie) ist kleiner als die des 
Bag-QGP, die gleich der eines Stefan-Boltzmann-Gases ist. Insbesondere führt 
die bei T, sehr große thermische Masse dazu, da5 der Sprung in der Entropie 
beim Phasenübergang kleiner ist. (Wahl der Parameter wie in Abbildung 1.22). 

bei der Phasenumvvandlung freiwerdende latente Wärme für eine Weile aufrechterhaltr~n 
wird, ist durch eine reduzierte latente Wärme eine verkürzte Lebensdauer der hlischphast: 
beim Phasenübergang zu erwarten. Besonders deutlich wird dies durch den Vcrglcidi 
jener Kühlungskurven, die nicht mit der gleichen Temperatur T'& sondern mit der glei- 
chen Anfangsentropie so starten und daher zur sehen Zeit rhB in die ha<lronisclle Phase 
übergehen. Wird so als die Bag-Entropiedichte bei So = 400 MeV gc1v2lilt, so entspricht, 
dies mit unserer Zustandsgleichung einer Anfangstemperatur von G = 448 MeV. Die in 
der Abbildung 2.6 gegenübergestellten I<ühlungskurven bestätigen die obige qualitative 
Uberlegung. 



Abbildung 2.6: Das durch die Zustandsgleichung mit thermischen Massen 
beschriebene QGP kühlt langsamer als das Bag-QGP ab, allerdings wird 
aufgrund der reduzierten latenten Wärme die Lebensdauer der bfischphase 
verkürzt. Bei Vorgabe der Anfangsentropiedichte s(r0) statt der Aufangstem- 
peratur ist die Hadronisierungzeit T,, für beide QGP-Modelle gleich, wobei 
die Lebensdauer der reinen QGP-Phase mit unserer Zustandsgleichung etwa 
doppelt so lang wie für das Bag-QGP ist; die Mischphase ist entsprechend 
kurzlebiger. 



3. Thermische Emission von 
Dilept onen 

3.1 Thermische Leptonen als QGP-Proben 

Leptonen besitzen in einem QGP große freie Weglangen und können ein QGP von 
nuklearer Ausdehnung ohne wesentliche Wechselwirkung durchlaufen. Emittierte 
Leptonen steiien daher ein mögliches Signal zur Detektiernng des QGP in Schwer- 
ionenstößen dar. Die thermische Äquilibrierungszeit des QGP wird abgeschitzt. 

Kicht stark wechselwirkende Teilchen wie Leptonen und Photonen besitzen einen vl-esent- 
lich kleineren Wirkungsquerschnitt als stark wechselwirkende Teilchen; das Verhältnis 
wird in grober Abschätzung durch das Verhältnis der Iiopplungskonstanten aZ/aS be- 
stimmt. Man kann abschätzen, da5 die mittlere freie Weglänge lf von ausschließlich der 
elektromagnetischen Wechselwirkung unterworfenen Teilchen um Größenordnunge~i iiber 
den Abmessungen eines QGP, wie es in Schwerionenstößen eereugt xerden könnte, liegt: 
Für Prozesse mit dem Wirkungsquerschnitt o ist die charakteristische Zeit mischen zwei 
Wechselwirkungen in einem Gas der Teilchendichte n 

wobei das Produkt (Querschnitt . Fluß) thermisch zu mitteln ist. Für clektromagiit2isclie 
2-Teilchenprozesse ist o in niedrigster Ordnung ein Ausdruck der Gestalt 

weil zwei Vertizes einen Faktor aZ liefern und h /JS  die einzige' den 13roze5 chuakterisie- 
rende Länge ist, wobei die Mandelstam-Variable s ein Maß für die Energie des Prozesses 
ist, siehe Abschnitt 3.2. In einem hei5en Plasma ist die typische Gesdnsindigkeit U 1 
und die typische Energie der Teilchen vou. der Gr6ßenordnung der Temperatur, c Y I'. 
d.h., s - 8 - TZ (Lrelativistischer Gleichserteilungssa~. Die Teilchendichk IL niuii ;tm 
Dimensionsgründen (für 'leichte' Teilchen) von der Größenordnuiig 

'Dies gils, falls k ine  weiteren Skalen wie Teilchenradiui, -messen existieren, ira.3 hier in d-r 
Abschatzung angenommen wird. 



sein; siehe auch Gleichung (1.19) für die Teilchendichte eines Stefan-Boltzmann-Gases. 
Damit erhält man 

und als charakteristische freie Weglänge 

Bei Temperaturen T 5 400 MeV, die man für das in Schwerionenstößen erzeugte Plasma 
erwartet, ist die freie Weglänge lf - 10' fm. Die radiale Ausdehnung des Plasmas ist 
dagegen von der Größenordnung der Kernabmessung T 5 fm und die Ausdehnung in 
Längsrichtung wird durch die Hadronisierungszeit T& - 100 fm/c bestimmt. Diese Ab- 
messungen liegen also um einige ordnungen unter der abgeschätzten freien Weglänge lf. 
Leptonen und Photonen, die im QGP erzeugt werden, sind daher in der Lage, das Plasma 
ohne wesentliche Wechselwirkung zu durchlaufen und zu verlassen. Aus den Eigenschaf- 
ten dieser Leptonen und Photonen kann somit auf die Bedingungen geschlossen werden, 
die am Ort ihrer Entstehung herrschten. Wenn insbesondere deren Eigenschaften in star- 
kem Maße davon abhängen, ob sie tatsächlich in einem QGP oder in einer hadronischen 
Phase erzeugt wurden, stellen diese elektromagnetisch er^ Proben ein geeignetes Signal für 
die Detektierung des QGP in Schwerionenstößen dar. 

Andererseits zeigt die gleiche Abschätzung für stark wechselwirkende Teilchen (a  wird 
durch a, ersetzt), da8 das Plasma durch starke Wechselwirkung relativ schnell ther- 
malisieren kann: Die charakteristische Stoßzeit in starken 2-Teilchenprozessen beträgt 
t?) - ar2 E/T. Wegen a, - 1 ist auch für andere starke Prozesse die typische Wechsel- 
wirkungsdauer bei Temperaturen T - 200 MeV von der Größenordnung t ,  - 1 fm/c. 
Durch die allge~nein gültige quantenmechanische Relation fi 5 AEAt, die die Geschwindig- 
keit von Energieänderungen beschränkt, wird eine untere Grenze für die Äquilibrierungs- 
zeit bestimmt. Die Thermalisierung mit einer Energieänderung AE - T - 400 h4eV 
kann nicht in wesentlich kürzeren Zeitabschnitten als At - 1 fm/c erfolgen. Durch diese 
¿'berlegungen wird die bereits im Kapitel 2 eingeführten &uilibrierungszeit 70 des QGP, 
welche wir als 1 fm/c angenommen hatten, semi-quantitativ bestätigt. 

3.2 Der Wirkungsquerschnitt der 
Reaktion eE - pji 

Die betrachtete Reaktion ist ein Beispiel für die elektromagnetische Umwandlung 
eines Fermionenpaares in ein anderes. Sind die Ausgangsteilchen statt der leichten 
Elektronen schwere Quarks, ist die oft gemachte Vernachlässigung der Xasse der 
Ausgangsteilchen nicht zulässig. - Durch endliche Gassen der Teilchen treten im 
IVirkungsquerschnitt zusätzliche Sliale~i auf. 

Bevor im folgenden Abschnitt die Produktion von Leptonen im QGP durch Quark- 
Antiquark-Vernichtung betrachtet wird, soll hier der Wirkungsquerschnitt des analogen 
Prozesses der Elektronenerzeugung aus einem Myonenpaar abgeleitet werden. Mit den 



im Anhang A.3.1 abgeleiteten Formeln und den Feynman-Regeln lassen sich 1Virkungs- 
querschnitte wie für die Annihilation von Elektronen in Myonen einfach berechnen. Die 
vesentliche Arbeit liegt dabei im Auswerten der Spuren von y-Matrizen. Die Techniken 
sind elementar und werden in üblichen Standardwerken beschrieben; da es hier (fast) 
keine voneinander abweichenden Konventionen gibt, sei an dieser Stelle ebenso wie zur 
Verwendung der Feynman-Regeln auf die Literatur verwiesen, siehe z.B. [LL4]. 

Abbildung 3.1: Die Reaktion eZ -+ pj" in niedrigster Ordnung. Die Zeitrich- 
tung verläuft von links nach rechts; dargestellt ist der Impulsiiuß der Teilchen. 

Mit Hilfe der Feynmanschen Regeln liest man aus dem Graphen 3.1 unmittelbar den 
Ausdruck für die invariante Streuamplitude in niedrigster Ordnung ab, 

Es ist bequem, mit dem Photonenpropagator in der Feynman-Eichung zu arbeiten - eine 
andere Eichung liefert dieselben Resultate. 

Im Anhang A.3.1 wird für den differentiellen Wirkungsquerschnitt einer Reaktion mit jc 
zwei Teilchen im Anfang* imd Endzustand der invariante Ausdruck 

abgeleitet, wobei .? eine Funktion der Madelstam-Variable s := 4- und der 'Seil- 
chenmassen ist, 

1 
¿1(s,m„ mb) := : [(s  - (m, + mh)')(s - (m, - ma)"] "' . 1 

Der Ausdruck .?(s,m,,mb) hängt mit der Stromdichte der Teilchen der Massen 772,. 7725 

in ihren Schwerpunktsystem bei gegebener Gesamtenergie Js zusanlmen. siehe Gleichung 
( 1 S )  Der angegebene Ausdruck für den TVirkungsqiierscl~nitt wird daher verständlich 
als die Summe über die Wahrscheinlichkeiten der mögliclxen Endzustände geteilt durch 
die Stromdichte der einfallenden Teilchen. 



Im betrachteten Fall sind die Massen der ein- und auslaufenden Teilchen jeweils gleich. 
ml = m2 =: m, und ms = m4 =: m„ und man kann von der Vereinfachung 

Gebrauch machen. Man erhält 

Für das weitere ist der Wirkungsquerschnitt interessant, bei dem über die Anfangsspin- 
konfiguration gemittelt wurde. Die Zahl der Spinkonfigurationen zweier Spin-1/2-Teilche~i 
ist (2s + = 4; man erhält also den gemittelten Querschnitt, indem man über alle Spins 
summiert und das Ergebnis viertelt. Tm folgenden wird U immer den Wirkungsquer- 
schnitt bezeichnen, bei dem der Mittelwert über die Anfangsspins und die Summe über 
die Endspins gebildet wurde, 

Kun wird der Ausdruck E IT'i/2, die Summe über die Quadrate der invarianten Stseu- 
spim 

amplituden, Gleichung (3.1), weiter ausgewertet. Zunächst werden die Indexstruktur 
vereinfact und die Terme e und (pi + p2)2 = s vor die Summe gezogen. Dann beachtet 
man die Definition der Feinstruliturkonstanten, 

und erhält 

cu2 fi2 C ITjil2 = ( 4 ~ ) '  2- C, mit C' := C 1 i1 , (3 )y , \ v , (4 )~ , (1 )~~~~(2 )1~  
spins S spins 

Die Argumente in Klammern stehen sowohl für die Spinvariablen wie auch für die Impulse. 
In1 Wirkungsquerschnitt 

bleibt nur noch C' auszuwerten. Die ausführliche Rechnung im Anhang A.3.2 liefert das 
Resultat 

0 ist des Streuwinkel im Schwerpunktsystem. Für den differentiellen Wirkungsquerschnitt 
in1 Schwerpunktsystem erhält man 



Nach den Winkelintegrationen 

findet man schließlich nach Zusammenfassen aller Terme ein relativistisch invariantes und 
daher in jedem Bezugssystem gültiges Ergebnis für den Wirkungsquerschnitt: 

Dieses Ergebnis gilt in niedrigster Ordnung der Störungsentmicklung streng. Die für kleine 
Schwerpunktsenergien JS als Energieskala bedeutsamen Elektron- bzw. Myonmassen 
können bei relativistischen Energien vernachlässigt werden: Bei der Streuung punktför- 
miger, relativistischer Teilchen gibt es keine intrinsische Längen- oder Energieskalen, 

Das Resultat (3.5) hat nicht nur als Test der QED Bedeutung, sondern auch in der hadro- 
nischen Physik, da es allgemein für die elektromagnetische Umwandlung eines beliebigen 
Fermionenpaares in ein anderes gilt, wenn statt m„ m, die Massen der entsprechenden 
Fermionen eingesetzt werden. Tragen die Fermionenpaare die Ladungen rte, bzvv. I.teb 
(in Einheiten der Elektronenladung), so hat dies veränderte Vertexfaktoren zur Folge und 
es muß a2 -4 eaeb n2 ersetzt werden. 

3.3 Thermische Raten qq -4 11 

Leptonen stellen ein mögliches Signal zur Detektiesung des QGP dar. Es wird das 
thermische Spektrum der Leptonen betrachtet, die in einer QGP-Phase mit der 
Temperatur T erzeugt und emittiert werden. 

Im Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, daß Leptonen und Photonen, die im QGl ' emugt  wer- 
den, in der Lage sind, das Plasma ohne wesentliche Wechselwirkung zu durchlaufen und 
zu verlassen. (Aus der gleichen Abschätzung folgt ebenso, daß Leptonen und Phot,o- 
nen auch heiße Hadronenmaterie leicht durchdringen können.) In diesem Kapitel soll 
untersucht werden, inwiefern sich die bei dem Phasenübergang Hadronengas -+ QG1' in- 
nerhalb eines kleinen Temperaturbereiches drastisch ändernden Eigenschaften der Materie 
auf das thermische Spektrum der emittierten Leptonen auswirken. Bevor irn folgenden 
Abschnitt darauf eingegangen wird, welche Iion~e~iienzen die dynamische Erzeugung des 
QGP in Schwerionenstößen hat, soll hier zunächst die rein ihermische Enlission von Lep- 
tonen betrachtet werden. - Diese Situation entspricht der ~Iodellannalinie der Photonen- 
Schwarzkörper-Strahlung. 

In der Confinement-Phase, die wieder als Pionengas idealisiert wird, werden Leptonen 
bevorzugt durch Pionenanniliilation ri+s- 4 li gebildet. Diese Reaktion verläuft nach 



dem l~ektordominanz-3Iodell hauptsächlich über die Bildung und den Zerfall von in- 
termediären p, W ,  ... Teilchen ab. Das p-Teilchen als leichtestes Vektormeson mit ei- 
ner LIasse von -dl, x 0.77 GeV bestimmt bei Energien E - lil, die Leptonenbildung, 
-+-- J\ -+ p* -+ IL Die Existenz dieses Zwischenzustandes äußert sich im thermischen 
Spektrum des Pionengases durch eine charakteristisch erhöhte Leptonen-Emission bei 
Energien E Mo. Dies wird als p-Peak bezeichnet, siehe 2.B. [Rus]. 

In der QGP-Phase wird die Leptonenerzeugung hauptsächlich durch die in der Abbil- 
dung 3.2 dargestellten Prozesse der Ordnungen O(a2) und O(aZ 0,) bestimmt; aufgrund 
der Erhaltung der elektrischen, der Baryonen- sowie der Leptonenladung entstehen die 
Leptonen paarweise als sogenannte Dileptonen. Obwohl die Quarks und Gluonen nicht wie 
in der hadronischen Phase in gebundenen Zuständen vorliegen, können selbst bei hohen 
Temperaturen ihre Kopplungen keineswegs vernachlässigt werden. Diese starke Kopplung 
haben wir in Kapitel 1 durch eine geeignete Dispersionsrelationen der Quarks und Gluo- 
nen beschrieben. Es ist einleuchtend, daß diese nicht-perturbativen Effekte Einfluß auf 
das Spektrum der emittierten Leptonen haben müssen. 

Wir studieren hier die Konsequenzen der im QGP modifizierten Dispersionsrelatio~~e~~ 
der Quarks und Gluonen an dem Prozeß der niedrigsten Ordnung O(a2) der elektromagne- 
tischen Erzeugung von Dileptonen durch die Vernichtung eines Quark-Antiquark-Paares. 
Wir gehen dabei von der Beschreibung der Gluonen und der leichten Quarkflavors U und d 
als freie Teilchen aus und berücksichtigen den Einfluß der QGP-Umgebung durch die ther- 
mischen Massen dieser Quasiteilchen, siehe Kapitel 1. Die schweren Flavors werden wieder 
als im thermischen Gleichgewicht unterdrückt angenommen und nicht berücksichtigt. Die 
Modifikationen der elektromagnetischen Vertizes im QGP sind von höheren Ordnungen 
O(a2 a;), n > 1. Da wir die Leptonenerzeugung in der führenden Ordnung O(a2) betrach- 
ten, können wir zunächst von den elektromagnetischen Vertizes im Vakuum ausgehen und 
somit die im vorangegangenen Abschnitt für die Reaktion ee -4 pii abgeleiteten Glei- 
chungen auf den Prozeß der Vernichtung eines Quark~aares in ein Leptonenpaar q(7 4 li 
in1 QGP übertragen. (Die Berechnung von in-medium Modifikationen der Vertizes bleibt 
späteren Untersuchungen vorbehalten.) 

Quarks unterscheiden sich in elektromagnetischen Prozessen nur in ihrer Masse und durch 
die gebrochenen elektrischen Ladungen von Elektronen. Die kleinere Quarkladung hat im 
betrachteten Prozeß eine kleinere Kopplungsstärke (am 'Quarkvertex') zur Konsequenz, 

wobei e f  das Verhältnis der Ladnng des Quarks mit dem Fiavor f zur Elektronenladung 
ist. Der \;Virkungsquerschnitt in der Ordnung O(a2) für die Umwandlung von f-Quarks 
der Masse m, in Leptonen der Masse mi ist also nach Gleichung (3.5) 

Der E'irkungsquerschnitt ist laut Definition die auf die Stromdichte bezogene Übergangs- 
wahrscheinliclikeit pro Zeit und Volumen. Um in einem konkreten Fall die Anzahl der 
auftretenden Ereignisse zu errechnen, muß der Wirkungsquerschnitt mit der entsprechen- 
den Stromdichte j niultipliziert werden. Je nach Fragestellung muß eventuell noch über 



Abbildung 3.2: Die rein elektromagrietisciie Lepronenpaar--Erzeug1,:11g duich 
Quark-Antiquark-1Jernichtung (Ordnung O(aq) ,  oben). Der Coinpioii-artige 
Prozeß (Mitte) und die Prozesse mit Absorption oder Emission ciiics C;lii<rrr 
durcli ein Quark bzw. Antiqriark (unten) sind von der Ordiirig (7(cr' R?). 



Anfangs-/Endzustände summiert werden. Wenn man sich für die Rate R von &eiguissen 
'Lmwnndlu~ng eines Quarkpaares qg in ein Leptonenpaar 17 mit dem Gesamt-4-Impuls & ' 
interessiert und die Impulsverteilung der Quarks und Xntiquarks durch die Funktionen 
f?($), f&) gegeben ist, so hat man den Ausdruck 

auszuwerten. Die Integrationen sind die mit den Verteilungsfunktionen gewichteten Sum- 
men über die Impulse und & derjenigen Quarks, die sich in ein Leptonenpaar mit den1 
4-Impuls Q umwandeln. Die nur angedeutete Summation über Spin-, Color- und Flavor- 
freiheitsgrade (s, C, bzw. f )  berücksichtigt, daß der abgeleitete Wirkungsquerschnitt C(s) 
über die Anfangsspinznstände geniittelt war. Deshalb muß nun noch über alle ( 2 ~ + 1 ) ~  = 4 
anftretenden Spinzustände summiert werden (f (p) ist die Verteilungsfunktioii für einen 
Quantenzustand, der im Falle der Spin-Entartung (2s + 1)-fach besetzt ist). Weiterhin 
liegt jede Flavorsorte in IV, = 3 verschiedenen Farben vor. Wird jetzt noch angenommen, 
da5 die vorliegenden Quarkflavors die gleiche Masse m, haben2, so kann die Summe 

durch einen Faktor ersetzt werden (ea = -'/3, e, = '/3), s, C ,  f 

wenn in Gleichung (3.7) der Wirkungsquerschnitt 

verwendet wird. Die Mandelstam-Variable s wird hier und im folgenden durch die Be- 
zeichnung IW ersetzt, 

'11 als Betrag des Gesamt--l--Impulses Q der zwei Leptonen wird die invariante Masse 
des Leptonenpaares genannt. Dcr Aiisdruck für die Stromdichte j wird im .4nhang A.3.1 
berechnet, siehe Gleichung (A.17): 

Wegen der kürzeren Schreibweise wurden hier P:,, durch eiTz ersetzt. 
Xach diesen Vorbetrachtungen lä5t sich die Gleichung (3.7) für die Emissionsrate als ein 
Produkt zweier Faktoren schreiben, 

R = A 2 .  
3 Hierbei ist speziell an die ttierniischen Quarliniassen gedacht. 



In A werden alle Vorfaktoren gesammelt, 

Aus dieser Definition liest man eine notwendige Bedingung dafür ab, daß überhaupt Lep- 
tonen gebildet werden können, 

diese Bedingung ist die triviale Aussage, daß die invariante Masse des Prozesses größer 
als die doppelte Quarkmasse sein muß. 

Das Integral S ist definiert als 

Im Anhang A.3.3 wird S unter der Annahme isotroper Impulsverteilungeri ausgewertet. 
Für die für uns interessanten Fälle können die Impulsverteilungsfunktionen fqSq durch die 
Boltzmann-Verteilung approximiert werden und man erhält das einfache Resultat 

Mit dem bereits abgeleiteten Vorfalitor (3.10) ergibt sich als Formel für die Rate der aus 
dem QGP emittierten Dileptonen 

3.4 Leptonenemission in Schwerionenstößen 

Es wird die thermische Dileptonenemission aus einem longitudinal expandierenden 
QGP-Schlauch betrachtet. 

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die thermische Emission von Dileptorien aus eincm 
QGP berechnet. Hier nun soll die abgeleitete Forniel (3.12) speziell auf den Fall der 
thermischen Emission in Schwerionenstößen angewandt werden. Es wird ausschliclilich 
die thermische Emission aus der QGP-Phase betrachtet, die in der Folge eines üentraleri 
Schwerionenstoßes entstehen könnte, wobei die Expansion des Plasma-Schlauches diirih 
die Bjorken-Gleichung beschrieben werden soll. Sicht betrachtet wird der Mecha~iisnius 
der initialen Leptonenerzeugung in Schwerione~istößen durch Drell-Yan-artige Prozesse, 
Abbildu~ig 3.3: siehe 2.B. [Rus]. Ebenso bleiben die Leptoneii, die vor der tht.riiiisc.ht.n 
Aquilibrierung erzeugt werden, unberücksichtigt. (Eine Diskussion der Bildung von I.ep- 
tonenpaaren in der ~re-.~quilibriumphase findet sich 2.13. in [KaEJ.) 

Bei der Behandlung der Emission aus einem espandiere~iclen Pias~na-Schiaucii ist es vur- 
teilhaft> von einer neuen Paranietrisierung des .&-I~npulses Q des L~pt.oticripaarrs aus- 
zugehen. die gleichzeitig auch den experimentellen Bedürfnissen 1mst.r angcpatJt ist. 



Abbildung 3 . 3 :  Die dominanten Ue- 
chanismen der nicht-thermischen Lep- 
tonenerzeugung sind bei großen Ener- 
gien Drell-Yan-artige Prozesse: Quarks 
aus den sich passierenden Nukleonen 
werden in ein Leptonenpaar umgernan- 
delt. 

Q = (E, 8) soll in der neuen Parametrisierung durch die invariante Masse h!f, cde trans- 
versale Masse MT und die Rapidität Y des Leptonenpaares ausgedrückt werden. 1% uncl 
1' werden eingeführt als 

Y := acosh - , 03 
wobei Qs die I~npulskomponente in transversaler Richtung ist, vergleiche Abbildung 2.1. 
In der umgekehrten Darstellung lauten die Energie und der longitudinale Impuls 

Für großc Energien, /G/ » M, besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen der Rapi- 
dität und dem Streuwinkel 8 im Schwerpunktsystem. Es gilt 

Mit 1 f- cos 0 = 2 cos2(0/'2) und 1 - cos 8 = 2 - (1 + cos 8) folgt weiter 

Der experimentell interessante Streuwinkelbereich 8 - ?r/2 aus der zentralen Region des 
Plasma-Schlauches entspricht somit kleinen Rapiditäten, Y - 0. 

Dic Rate B war bezozen auf den &Impuls des Leptonenpaares; d4Q in den neuen 
Variablen ausgedrückt. lautet 



Eeweis: 

QT als Funktion der neuen Größen ausgedrückt ist $T = J-. Eiue kurze 
Rechnung 

beweist die Behauptung. 

- ~ / Q T  ~ / Q T  o 
0 sinh Y/(21\IT) AIT cosh Y 
0 cosh Y / ( 2 k I ~ j  J& sinh Y 

Nach der Einfehrung der transversalen %lasse und der Rapidität wird jetzt der espandie- 
sende Plasma-Schlauch betrachtet. Im Bjorken-Bild bewegen sich die 4-Volumene1emen- 
te d.'x, aus denen die Leptonen emittiert werden, mit konstanten Geschwindigkeiten in 
logitudinaler z-Richtung, siehe Abbildung 3.4. Um dem Rechnung zu tragen, muß die für 

I = - 
'@T 

Abbildung 3.4: Bei der Bjorken-Expansion bewegen sich dir -1.-Volumen- 
elemente d4x mit einer Geschwindigkeit v(t.x,y,z) = z j t  in lliclit~ing der 
z-Achse. 

ein ruhendes QGP abgeleitete Gleichung (3.1%) nur an der Stelle abgräridcrt wrden;  a,n 
der die thermische Verteilung f (5) einging; in einem anderen Iricrtialsystem werden dic 
Impulse offensichtlich anders verteilt sein. In1 folgenden wird die 13oldz1na1in-Vertailt.111:r 
für ein beliebiges Inertialsystem abgeleitet. 

Das zweite Bezugssystem bewege sich relativ zum ersten mit einer C ~ e s c I i c i k e i t  r* in 
Richtung der gleich orientierten z-Achsen, d.h., die Bewcgong des Knorciinriteiiiirs~~rui~gt:~ 
werde durch den $-Vektor x' = (t,O,O,r(t))> z j t )  = vt? heschriehcii. Ztinächst wkti 9 
durch die Koordinaten dargestellt, die sich schon bei der ßcE:aiidli:ti:$ c l e i  1iülii1iii.g in> 
Bjorken-Bild als zweckmäßig erwiesen haben' 



r ist die Eigenzeit des sich mit der Geschwindigkeit v oder, wie man auch sagt, des 
sich mit der Rapidität q = atanhu bewegenden Bezugssystems. Die formale Ahnlichkeit 
dieser Koordinaten zu den Polarkoordinaten wird ebenso in der umgekehrten Darstellung 
sichtbar, 

Die Boltzmann-Verteilung wird in einem Inertialsystem, welches sich mit der Gescliwiu- 
digkeit v = tanh? bewegt, durch die gleiche funktionale Abhängigkeit f beschrieben wer- 
den. weil die Zahl der Teilchen in einem Quantenzustand eine Invariante ist. Es ändert 
sich jedoch die Größe, auf welche die Teilchenzahl bezogen wird, d.h., 

Bei der Lorentz-Transformation werden die Energie- und die longituclinale Inipiilskom- 
ponente des 4-Impulsvektors gemischt, E' = (E + V&&) (1 - vZ)-'D. In der neuen Para- 
metrisierung ausgedrückt, ergibt sich 

sinh Y + tanh cosh Y 
E' = ibfT = MT coshq(sinh Y + tanh 71 cosh Y) J1- 

= MT cosh(Y 3- V ) .  

Das Ergebnis überrascht nicht, denn Lorentz-Transformationen sind eben gerade Rotatio- 
nen im Minkowski-Raum, was in der vorteilhaften Koordinatenwahl in suggestiver Weise 
deutlich wird. Bei der Transformation geht Y in Y + TJ über (Minkoivski-'Drehiing> oder 
sogenannter 'Boost' des Bezugssystems). 

Das 2-dimensionale Volumenelement dtdz transformiert sich in der (T, ?)-Darstellung 
zu T& drl (so wie das kartesische %aß dxdy in Polarkoordinaten zu rdr $4 wird). 

Eeweis: 

Das -L-Volumenelernent d4z = dt dxcZg dz schreibt man mit dxdy -t rr' um in 

d'x = irr2 rdrdq . 

wobei r. der Radius des Plasma-Schlauches und damit etwa dem Radius der kollidierenden 
Schuverioneu ist. Im folgenden wird stets r = 5 fm angenommen. hlit diesen neuen 
Parametrisierungen kann man die Gleichung (3.12) nach Einsetzen der transformierten 
Energie E -+ E' = -\[T cosh(Y + 0) umformen, 

Der .Ausdruck gibt die Zahl der Leptonen an. die ab der &pilibrierungszeit TO bis zur 
Zeit ;e ( rh im thermisch äqtiilibrierten, expandierenden QGP gebildet werden, wobei T, 



kleiner als die Hadronisierungszeit ~h sein soll. Durch die Wahl der pIntegrationsgrenzen 
wird berücksichtigt. daß in dem Plasma-Schlauch alle Geschwindigkeiten von 2; = 0 (in 
der zentralen Region um x = 0) bis V = i l  (an den .Fronten der Expansion' bei T = t )  
vorkommen. Mit der Integraldarstellung der modifizierten Besselfunktion zweiter Art" 
nullter Ordnung 

00 

dt exp (-T cosh t )  = 2&(z) 

erhält man das Ergebnis 

Wegen 

hat die auf den transversalen Impuls bezogene Rate dJ12dQ$.dE' dNq'-li die gleiche Gestalt 

wie die Rate (3.15). es muß nur im Argument der Besselfunktion I& durch QT aus- , , 
gedrückt werden. Den Ausdruck (3.9) für den TVirku~~gsquersclinitt eingesetzt, ergibt sicb 
schließlich die zur Querschnittsfläclie ?rrz der zentralen Region proportionale Rate 

Dieses Ergebnis gilt für beliebige und insbesondere für thermische Quarlmassen. die W,- 

gen ihrer Temperaturabhängigkeit mq(T) bei der Abkühlung eine Fiinktio~l der Eigenzeit 
sind, rn,(T(~)) .  Die Abkühlung T(T) ihrerseits wird nach Gleichung (2.8) dtircli die 
Zustandsgleichung des QGP bestimmt, die in unserem Modell (1.55) ebe~ifalls von der 
thermischen Masse der Quarks und der Gluonen abhängt. Für den Spezialfall verschiviti- 
dender Quarkmassen, m, = 0, erhält man das in [Rus] abgeleitete Eigr4>1iis. 

Die Eigenschaft der Besselfunktion 

erlaubt, auch die Integration über J14 in Gleichung (3.15) analytisch a~iszuführcn. hlit 
diW$ = 2.bIT d i V ~  und der Zwischenrechnung 

3Diese wird manchmal auch als hIacDonaldsche Funktion bezeidi~iet 



erhält nian die auf die Rapidität und die invariante Masse der Dileptonen bezogene Rate 

Im folgenden Abschnitt werden die Ratengleichungen (3.16) und (3.17) für das einfache 
Modell Terschwindender Quarkmassen und der Bag-Uodell-Zustandsgleichung für das 
QGP ausgewertet. 

3.5 Der Fall T ( r )  N 7 ' 1 3 ,  mq = 0 

Die Leptonenemission bei Schwerionenstößen hängt stark von der -4nfangstenipera- 
tur des Plasmas ab. Das Spektrum der aus einem Bag-QGP, $(T) T 3 ,  m, = 0, 
emittierten Dileptonen ist (fast) unabhängig von von deren invarianter Masse. 

Die Dileptonenraten (3.16) und (3.17) werden hier unter den einfachen Voraussetzungen 
studiert, da8 das Plasma in einem Schwerionenstoß erzeugt wurde und daß sich nach eiuer 
gewissen Zeit ro das thermische Gleichgewicht bei einer Temperatur T0 eingestellt hat. 
Die Dynamik der sich anschließenden Expansion sei durch die Bjorlien-Gleichung (2.8) 
gegeben, wobei die thermodynamischen Eigenschaften des QGP durch das Bag-hloclell 
masseloser und freier Quarks und Gluonen beschrieben werden sollen, siehe Kapitel 1.2.2. 
Dies ist ein 2.B. in [Rus] beschriebenes Standardmodell der thermischen Dileptonenemis- 
sion aus der QGP-Phase in Schwerionenstößen. 

Unter den gemachten Voraussetzurigen ist der Temperaturverlauf T ( r )  durch die Glei- 
cbung (2.10) gegeben, 

Die Vernachlässigung der Quarkmassen in Gleichung (3.16), 

in, = 0 ,  

ergibt einen einfachen Ausdruck für die Anzahl der Dileptonen, die während des Zeitin- 
tervalls TO < r 5 G durch Paarkonversion gebildet werden, 

\Vird. wic angenommen. für den Temperaturverlauf T ( r )  eingesetzt, kann durch 
eine Variablerisubstitution 



das Integral über r vereinfacht werden, 

G ist die Temperatur, auf die das System nach der Zeit T~ abgekühlt ist. Für die Berech- 
nung des Integrals ist es vorteilhaft, folgende Eigenschaften der modifizierten Besselfunk- 
tionen auszunutzen (' bedeutet Ableitung nach X) 

Beide Eigenschaften ergeben zusammen die Gleichung 

Mit Hilfe dieser Relation kann ein Integral wie das in der Ratengleichung ausgewertet 
werden, 

Durch rekursive Anwendung dieser Beziehung erhält man 

Mit der Relation (3.18) können die modifizierten Besselfunktionen erster und ztvcitcx 
Ordnung durch die der Ordnung drei ausgedrückt werden und man fiiidet 

Die hier definierte Funktion H(x) besitzt wie die niodifizierten Besselfntiktionen eine 
exponentiell gedämpfte Asu~nptotik4, siehe Abbilclnng 3.5. Irixgcsarnt erliält. man für dic 
Dileptonenrate den Ausdruck [Rus] 

2 ' 12  'U?. "I?. 4 j 4 i f i . ~ ~  [ 1-- $1 [ I + -  ] ( (2) T, J - , - 1  .J . ( ~ 2 0 1  



Abbildung 3.5: Die Funktionen H(x) und J(x)  fallen für große X 

wie xn-t exp{-X} (n = 5 bzw. n = 4) ab. 

Im Experiment werden invariante Massen 11/1 gemessen, die wesentlich größer als die Lep- 
tonenmasse rnl sind, so daß die Rate (3.20) unabhängig von I\[ wird. Wesentlich für die 
Ableitung dieses Resultats ist die gemachte Annahme freier und masseloser Quarks. 
Bemerkenswert ist weiterhin, daß die Rate aufgrund der Asymptotik von H(%) für große 
transversale Massen, MT 2 5 T. > 2 GeV, fast ausschließlich von der Anfangstemperatur 
T. abhängt, während die späten und kalten Phasen der Expansion das Spektrum kaum 
beeinflussen. Wie eine genauere Betrachtung im folgenden Abschnitt zeigt, gilt dies bei 
hinreichend hohen Anfangstemperaturen und bei großen Mi. auch für die Beiträge aus 
der gemischten Phase, obwohl diese eine längere Lebensdauer als die reine QGP-Phase 
hat. Insbesondere ist der Vorfaktor T; ein direktes Maß für die Entropiedichte s (T)  T3  
des QGP unmittelbar nach der thermischen Aquilibrierung. Somit kann man aus der 
experimentell meßbaren Rate auf die im Stoß erzeugte Anfangstemperatur schließen. 

Eine analoge Rechnung für die auf die Masse und die Rapidität bezogene Rate (3.17) 
ergibt 

mit J (%)  := xZ (~xI(,(x) + (8 + x2)1i2(x)) 

Aufgrund der Asymptotik von J(x) wird bei großen Masse11 M (analog zu Gleichung 
(3.20)) die Rate hauptsächlich durch die Anfangstemperatur So und nur in einem ge- 
ringen Maße durch die kalten Phasen der Expansion bestimmt. Dies bestätigt, daß die 
.-\nnaiime einer rein lorigitudinalen Expansion in der Bjorken-Gleichung gerechtfertigt 
ist: Die transversale Expansion des Schlauches wird erst für Zeiten T 210 fm/c in der 
Größenordnung der Hadronisierungszeit wesentlich, wenn die thermische Emission bereits 
srbr klein ist. 



3.6 Konsequenzen der thermischen Masse 
in Schwerionenstößen 

Die Annahme thermischer Quark- und Gluonenmassen beeinflußt das thermische 
Dileptonen-Spektrum in Schwerionenstößen. 

Nach den Überlegungen im Kapitel 1 sind die Eigenschaften des QGP bei Temperaturen. 
die nicht deutlich größer als die Übergangstemperatur T, sind, durch nicht-perturbative 
Effekte bestimmt. Dies führte uns zu der Annahme thermischer Quark- und Gluonenmas- 
sen im QGP. Für den Nachweis der Erzeugung des QGP in Schmerionenstößen ist es nun 
naheliegend, nach Konsequenzen dieses nicht-perturbativen Verhaltens und insbesondere 
nach den Konsequenzen der thermischen Massen zu suchen. 

Im Vergleich zu dem im vorangegangenen Abschnitt 3.5 dargestellten Modell wird sich 
eine endliche thermische Masse der Quarks und Gluonen in der thermischen Dileptonen- 
emission in Schwerionenstößen auf zweierlei Weisen auswirken: 

1) Zum einen wird durch die Zustandsgleichung (1.55) mit thermischen Massen anstelle 
der Bag-Modell-Zustandsgleichung die Temperaturentwicklung des Plasmas modifiziert. 
Wie im Abschnitt 2.3 diskutiert, verläuft die Abkühlung mit thermischen Massen langsa- 
mer als die ~-'/3-Kühlung des Bag-Modells. Weil das expandierende Plasma nun mehr 
Zeit für die Bildung von Dileptonen besitzt, kann man eine etwas größere Rate als die 
durch Gleichung (3.20) beschriebene erwarten. 

2) Es gibt auch einen gegenläufigen Effekt: Durch eine endliche Quarkmasse wird in der 
betrachteten Ordnung der Wirlcungsquerschnitt der Dileptonenproduktion vermindert: 
vergleiche Abschnitt 3.2. Bei konstanten Quarkmassen m, und Bag-Kühlung5 T ~ - ' f 3  

sind die im Abschnitt 3.4 abgeleiteten Raten dann mit einem Faktor 

zu multiplizieren. Dies führt insbesondere nahe der kinematisclien Scliwelle 

zu einer Verringerung der Raten; Dileptonen mit einer kleineren hIasse als 2mq k6niien 
nicht erzeugt \verden. In der Abbildung 3.6 ist das tltermisclie Spektriun mit Xini~tliine 
einer konstanten Masse von m, = 450 MeV, sielte Gleichnng (1.51), im SVirkiingsqixer- 
schnitt dargestellt. Im Falle einer temperaturabhä~igigen Masse wird diese Verringernxig 
der Rate an der kinematischen Schwelle über die Zeit- bzw. die 'Ieml>era~tirentwicklu~ig 
des expandierenden QGP-Schlauches integriert. 

Das Zusamntenspiel beider Effekte ist in der Abbildung 3.7 ciargestellt, wobei als t r a w  
versale Masse des Leptoneiipaares AlT = 3 CkV gewählt wurde. Das Dileptonenspektruni 
ist besonclers sensitiv auf den Tetnperaturverlauf Sir) bzv. a.uE clic Ziistandsglcirhnag 
des QGP bei großen transversalen bIassen itfT, siehe Gleicliimg (3.15). Bei 2 1 i T  - 3.1 
Gel; steigt jedoclt der Anteil der aus der hadonisctien Phase emittierten Di1cl)tonen s t x k  

5Dic e~idliche Quarkmasse soll zunächst ausschließlich in1 IVirku~igsq~icrscI~~zitt t>t:rilrksiciitigt ~virdcrr. 
woliingegen in der Zustandsgteichirng weiter von eine111 rnasseloseri Stehri-I3oltzr1~airi~-C;a~ aiisiegatilgen 
wird feine Zwtaiidsgleichung mit eridlicl~er TeiIcheitin,lisc liefert nicht T - r-'!~). 



'm,=O MeV 
rn, = 450 MeV - 

Abbildung 3.6: Die Dileptonenrate bei fixiertem IMT = 3 GeV; das Plasma 
kühlt von einer Anfangstemperatur So = 400 MeV bis auf 170 MeV nach 
dem r-'J3-~esetz ab. Die Annahme einer konstanten Quarkrnasse m, = 450 
MeV im Wirkungsquerschnitt hat eine verringerte Rate nahe am kinematischen 
Limes zur Folge. 

an ( J/Q-Peak, vergleiche Abschnitt 3.1) und fCr noch größere i l f ~  dominieren die harten 
Leptonen aus Drell-Yan-Prozessen, so daß Dileptonen mit transversalen Massen leicht 
'unterhalb' des J/Q-Peaks offensichtlich besonders gut als QGP-Sonden geeignet sind. 

Bei kleinen Transversalimpulsen QT ist die Rate (3.16) mit Annahme thermischer 
Quark- und Gluonenmassen um etwa einen Faktor 5/4 größer als im vorangegangenen Ab- 
schnitt durch die Gleichung (3.20) beschrieben; als Parameter für die thermischen Quark- 
und Gluonenmassen wurden die in Gleichung (1.55) angegebenen Werte verwendet. Die 
Rate hängt sensitiv sowohl von der Anfangstemperatur To, vergleiche Abbildung 3.7, als 
auch von der beobachteten transversalen Masse MT ab, wobei die Raten in beiclen Mo- 
dellen ein ähnliches So- bzw. 1lI~-Skalierungsverhalten besitzen, siehe Gleichung (3.20). 
Die Modelle unterscheiden sich jedoch wesentlich für große Transversalimpuise QT I&. 
Das Bag-Modell liefert ein Spektrum, welches nicht von dem Transversalimpuls QT,  son- 
dern nur von der transversalen Masse des Leptonenpaares abhängig ist. Dies wird als 
MT-Scaling bezeichnet, siehe Gleichung (3.20). Im Gegensatz dazu begrenzt die endliche 
Quarkmasse das thermische S~ektriim bei 

Q; = ,/W mit M' := 2 min 
T(?.) 

Für große Transversalimpuise, QT > QT, ist die kinematische Bedingung (3.11) verletzt 
und es können keine Leptonen mehr gebildet werden. Die Aussagen des Modells für das 
zu erwartende thermische Spektrum sind dabei weitgehend unabhängig von der Wahl der 
I'-Parameter in der thermischen Masse, vergleiche Abbildung 3.8. 



Abbildung 3.7: Die thermische Dileptonenrate aus der QGP-Phase bei MT = 3 
GeV; als Anfangstemperatur wurde Tc = 100 MeV (obere Kurven) bzw. T. = 
250 MeV (untere Kurven) angenommen. Verglichen werden die Voraussagen des 
Bag-Modells mit Quarkmassen m, = 0 (Strich-Punkt-Linie) und die Rate mit 
thermischen Quark- und Glnonenmassen (durchgezogene Linie). 

F I I l i - 
I 

10-" TO = 400 MeV - 

Abbildung 3.8: Die Dileptonenrate aus dem QGP (.LIT = 3 Ge\-. So = 400 SieSi 
mit thermischen Massen ist weitgehend unabhängig von der TVahl der Masse-cupn- 
rameter T„ (Paranietcr wie in der Abbildung 1.24.1). 
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Wir stellen somit fest: 

1.) Die Annahme thermischer .Ilassen für Gluonen .und Quarks im QGP 
zterletzt die i1TT-Sca?ing-v0r~ '~~~age des thermischen Dileptonenspekbrrlrns iin 
Bag-Modell bei groJen Transcersatimpulsen QT N QS. Das Spektrum ist dabei 
weitgehend .unabhängig con der Parametrisierung der thermischen Massen. 

Bisher wurde davon ausgegangen, daß sich nach der Zeit lo ein thermisch äquilibrierter 
Znstand mit einer Anfangstemperatur Ta eingestellt hat. Es ist jedoch durchaus denkbar, 
daß nicht die Temperatur, sondern die Entropie die im Äcpi~ibrierungs~rozeß wesentli- 
che Größe darstellt, weil im Phasenraum die &uilibriertiug gerade das Zulaufen auf den 
Zustand mit minimaler En t ro~ ie  ist. Nehmen wir daher in der Biorken-Kühlung statt  - 
einer vorgegebenen Xnfangstemperatur eine gegebene Anfangsentropiedichte so  an, so 
erhält man bei verschiedenen Zustandsgleichungen des QGP unterschiedliche Anfaiigs- . 

temperaturen. Insbesondere liefert bei gegebenem so unsere Zustandsgleichung für das 
QGP eine etwas höhere Anfangstemperatur als das Bag-Modell. Da jedoch die Anfangs- 
temperatur einen sehr starken Einfluß auf die Rate hat, unterscheiden sich die Aussagen 
für das Spektrum beträchtlich. Da einige Gründe dafür sprechen, daß das einfache Modell 
des Abschnittes 3.5 geringere Raten, als experimentell zu erwarten sind, vorhersagt, lie- 
fern die Annahmen einer bestimmten Entropiedichte nach der Äquilibrierung und unserer 
Zustandsgleichung eine mögliche Erklärung für das Problem der 'fehlenden Dileptonen' 
bei den CERX-SPS-Daten [Mas]. Die Abbildnng 3.9 zeigt den Vergleich der beiden 
Modelle bei einer Anfangsentropie, die der Bag-Entropiedichte bei 400 MeV entspricht, 
s o  = ~ ~ ( 3 0 0  h1eV); die dazugehörigen ICühlungsliurven sind in der Abbildung 2.6 darge- 
stellt. Wir erhalten daher als weiteres Ergebnis: 

2.) Die Annahme, da@ sich nach der Äquilibriumszeit ro eine bestimmte An- 
fa.ngsentropiedichte s~ ei,nstellt, hat für das QGP mit thermischen Massen eine 
deutlich höhere Dileptone.nemission zur Folge, als ,nach dem Bag-Modell zu er- 
‘warten ist. 

Schließlich kann auch die im vorangegangenen Abschnitt gemachte Bemerkung, da8 die 
thermische Emission hauptsächlich durch die heißen Phasen der Expansion bestimmt wird; 
für das Plasma mit thermischen Massen quantitativ bestätigt werden. Insbesondere ist 
die Anzahl der in der gemischten Phase erzeugten Leptonen (mit Ail > 2m,(Tc)) relativ 
klein. Zur QGP-Leptonenprodiiktion trägt dann nur der Volumenanteil x ( r )  bei, der 
noch nicht tiadronisiert ist, siehe Gleichung (2.11), 

1 soro - s,(T,) r SOTO 
z ( r )  = - für _: , -C  ' _ < T  5 T,,:=- 

~ Q D P ( T ~ )  - s,(T,) SQGPJT,) sx(Tc) ' 
wobei s o  die A~ifangsentropiedichte ist, so = s(T(ro)). Weil die Temperatur in der Misch- 
phiise konstant ist, T(T )  = T„ erhält man die Rate 'Rm'" der QGP-Leptonen einfacher 
a,ls in Gleichung (3.16) durch Integration über den Anteil x ( r )  des Plasmas, 

,Y hängt von dem relativen Sprung der Entropiedichte bei T, ab und man erhält 



Abbildung 3.9: Die Dileptonenrate bei Annahme einer gegebenen Anfangsen- 
tropiedichte so = ~ ~ ( 4 0 0  MeV) statt einer für beide Modelle gleicheil Anfangs- 
temperatur To. Für das QGP mit thermischen Massen (volle Linie) entspricht 
die gegebene Entropiedichte einer Anfangstemperatur von T. = 448 MeV. 

Die Abbildung 3.10 zeigt die Rate der Dileptonen, die in dem Zeitintervall (70, rc] bzw. 
bei größeren Temperaturen als T, = T(-r,) produziert werden. hIan erkexint, da8 Oie 
Bildung von Dileptonen am effektivsten in den frühen und heißen Phasen der Espansiori 
ist, während die späten Etappen der Ausdehnung zwar eine längere I,eberisdaucr l i a l ~ i .  
allerdings nur in einem geringeren Maße beitragen. 



Abbildung 3.10: Die Dileptonenrate mit T0 = 400 MeV, die bis zu einer be- 
stimmten Eigenzeit i, bzw. oberhalb der Temperatur T(re) gebildet werden 
(ie = 2, 4 fm/c (gestrichelte Kurven), T, = T, = 20 Em/c [Beginn der Ha- 
dronisierung; volle Linie], i, = i h  = 12-1 fm/c [vollständige Hadronisierung; 
gepunktete Linie]). 



Es konnte anhanci existierender SU(3)-Gitterdaten gezeigt werden, daß das Gluonen- 
plasma als ein Gas freier Quasiteilchen mit einer thermischen hSasse m,(T) - g(T)T  
beschreibbar ist. Obwohl das Gluonenplasma stark nicht-ideal ist, steht die perturba- 
tive Voraussage niedrigster Ordnung für die thermische Gluonenmasse in guter 6berein- 
stimmung mit dem numerisch ermittelten Resultat. In einem heißen Plasma mit geringer 
Kopplungsstärlie, cu, « 1, verhalten sich Quarks ebenfalls wie freie Teilchen mit einer 
thermischen Masse m, - g(T) T. Indem wir annehmen, daß dieses perturbative Ergebnis 
wie im rein gluonischen Fall auf den Bereich kleiner Temperaturen estrapoliert werden 
darf, erhalten wir eine neue Zustandsgleichung für das QGP, clie sich substantiell von der 
bekannten Bag-Modell-Zustandsgleichung unterscheidet und beim Phasenübergang eine 
deutlich kleinere latente Wärme besitzt. 

Als wichtige Konsequenz dieser Zustandsgleichung ergeben sich Unterschiede zu der 
vom Bag-Modell vorhergesagten r-'/3-1<üh1ung eines QGP, welclies durch eine11 zentralen 
Stoß hochenergetischer Schwerionen produziert und dessen Espaiision nach der tliermi- 
schen Äquilibriernng durch die Bjorkeu-Hydrodynamik beschrieben wird. 

Dieser dynamische Effekt einerseits und andererseits die durch thermische Qiit~rli- 
massen modifizierten Wirkungsquerschnitte der Dileptorienproduktiori iin QCZ', die wir 
am Beispiel des Prozesses uiedrigster Ordnung studiert haben, liefern ein thermisclies 
Spektrum, welches für große Transversalimpulse QT nicht die bislier vorausgesagte U r -  
Scaling-Eigenschaft besitzt. Die Konsequenzen der thernlischen Massen solltc~i daher 
direkt im Experiment zu beobachten sein und könnten ein Signal zur Detekticruiig dw 
QGP in Schwerionenstößen darstellen. Gleichzeitig bietet die vorgescblagerie Zuutaii<ls- 
gleichung des QGP eine Erklärung für das derzeit diskutierte Problem der 'fclilencl(~ii 
Dileptonen' in Schwerionenstößen. 



A. Mat hernatische Nachträge 

A. 1 Relativistische Bose- und Fermi-Integrale 

A . l . l  Stefan-Boltzmann-Integrale 

Die im Zusammenhang mit dem Stefan-Boltzmann-Gas auftretenden Integrale können 
einfach ausgewertet werden. Zunächst wird der Bose-Fall betrachtet. Man entwickelt 
den Integranden in eine geometrische Reihe und erhält durch parametrische Ableitung 
eine Summe elementarer Integrale, 

m m 

= ~(--&)"li- '  = n! k-("+') = n! ((n + 1) (n 2 I ) ,  
k=1 k l  

die auf die Riemannsche (-Funktion, ( ( z )  := Cz, k-', fülirt. Die analoge Rechnung für 
die Fermi-Verteilungsfunktion, (exp{x} + I)-' = Czl (-l)k+l esp{-kz}, liefert statt der 
Potenzreihe der &Funktion die alternierende Reihe C&-I)~+'IL.-("+'). Da gilt 

Für geradzahlige Argumente hängt die (-Funktion mit den Bernoullischen Zahlen B, 
zusammen, 

Speziell gilt: ((2) = 7r2/6, ((3) = 1.202 ... und ((4) = 7r4/90 

A.1.2 Die Hochtemperaturentwicklung der Bose- und Fermi- 
Integrale 

Wir betrachten die zwei alternativen Darstellungen von f*(u) als Spezialfall ( I  = 2) der 
indizierten Funktion 

fj1(u) := .Lw dz xf L* mit L+ := *in [I -t esp {-iir?t}] 



und führen eine (naive) Taylor-Entwicklung nach Potenzen von a durch. Weil f* eigent- 
lich von a2 abhängt, verschwinden die Ableitungen ungerader Ordnung nach a,  und es 
gilt, wenn die Ableitung nach (a2) mit ' gekennzeichnet wird, 

Im folgenden wird die bosonische Funktion f-(a) untersucht und es werden die Koeffizi- 
enten cö, C;, C; bestimmt. 

Berechnung von cö = f-(a2 = 0) 

Nach Gleichung (A.1) ergibt sich 3c; = 6((4); mit ((4) = .ir4/90 erhält man 

Berechnung von CS = f i ( a2  = 0) 

Man nutzt die Eigenschaft 

aus und formt um 

Die Berechnung von 

liefert nach Gleichung (A.l) 

Berechnung von c4 = f"(a2) 

Die partiell integrierte Beziehung (A.4), 

liefert durch Ableiten nach (a') 

Für kleine a. X verhält sich der Integrand wie (r2 +aa?)-', J? ds(r'+n2)-' = J(2a). c1.h.. 
das Integral divergiert für a -+ 0 an der unteren Grenze in der führenden Ordnung isic « - I .  



Der Taylor-Koeffizient' C; ist also selbst a-abhängig, C; = O(a-I), und in der Taylor- 
Entwicklung' erhält man mit C; a" ein Glied der dritten (!) Ordnung statt der erwarteten 
Ordnung (7(at). Dies gilt allgemein für höhere Ordnungen O(aZn), n 2 1: Durch eine 
naive Taylor-Entwicklung kann man keine in gegebener Potenz von a konsistente Reihe 
bestimmen, da die .Taylor-Koeffizienten' C, divergieren, C;, = O(aP1) ,  und die Glieder 
C- = a2n-n' 

%I ( ) Terme niedrigerer Ordnung ergeben. In einer Potenzreihe in a müßten 
'Taylor-Glieder' verschiedener Ordnung entsprechend geordnet und anfsummiert werden. 
Um eine solche Reihe einfacher zu finden, bedient man sich einer anderen Methode und 
betrachtet die Funktionen (A.2) mit beliebigen Inclex 1 und macht sich die rekursive 
Eigenschaft 

= -a (1  + I)  f:(a) (für 1 > -3) (A.6) 

zunutze. Es ist gerade -4f" = fkZ1. Die gesuchte Entwiclilung der Funktion f- kann 
durch zweifache Anwendung der abgeleiteten Rekursion (A.6) aus der Entwicklung von 
fkZ1(a) bestimmt werden, d.h., durch die zweifache Anwendung des Operators (J da a) 
auf -fL-'](a). Die iluswertung von fkZ1 erfolgt vorteilhaft mit Hilfe der Relation 

Den Integranden in dieser Weise entwickelt, ergibt 

ergibt sich weiter 

Im Integral wurde X i 2srx snbstituiert. Nun wird die Wurzel in der Summe entwickelt, 



ii 
k ! !  := ( k  - 2m), K := i n t ( ~  2 ( k  - 1))) und eine 'nahrhafte' Ku11 eingefiigt, 

Die erste geschweifte Klammer ergibt die Eulersche Konstante C := lim 
k-lo 

= 0.577'2 ...; die nl-Summationen liefern Zetafunktionen ((1) und schließlich ist 

= M-- lim {in ( 
1l.I a/2a 

Man erhält 

Durch zweifache Anwendung der Rekursion (A.6) findet man schließlich 

wobei die zwei Integrationskonstanten so gewählt wurden, da8 die ersten beiden %er~tic 
mit den entsprechenden Termen (A.3, A.5) der 'Taylor2-Ent.\vicklt~rig übereiiisti~ii~rieri. 
Eine weniger elementare Entwicklung mit endlichen ciiemische~i Poteutialen ist in 11-Iab] 
airgegebeii. 

Die Entwickling der Funktion f+(a) für Fermionen kann in analoger tVcise erfolg~i. Der 
wesentliche Cnterschied zum bosonische Fall ist, da8 hier der Integrand ir i  f ; l (a)  fiir J. - O 
beschränkt ist und es somit im fermionische Fall kein Glied der Ordnung 0(a" gibt. 



A.2 Zur relativistischen Hydrodynamik 
Betrachtet wird die relat,ivistische H-drodpnamik einer idealen Flüssigkeit. Aus den vier 
Gleichungen der Energie-Irnpulsbilanz 

0 = i S , T p V  = i), [(e + p) ZLW' - pgliY] (A.8) 

erhält man dnrch die Projektion auf die 4-Geschwindigkeit U, eine skalare Gleichung, 

o = 21, &,TMv = 11, [(e + p)„ u" U" + (e + p) { i r l ,  uV + ~ u i L ~ t f v )  - p ,  g'"] - 
- - ( e + ~ ) , ~ ~ u " + ( e + p ) u < , - p , , u U .  

Hier wurde ausgenutzt, daß aufgrund der Normierung u,up = u2 = 1 der Term ZL,' U$ = - 
$ &u2 veschwindet; insgesamt erhält man 

0 = uVdw e + (e + p) d,uY . (A.9) 

Diese Beziehung kann im eindimensionalen Fall mit den im Kapitel 3 eingeführten Koor- 
dinaten T, q, 

z0 = rcoshq , uo = cosh q 8, - T-' sinhq 8, , 
X' = ~ s i n h q ,  81 = - sinh q 8, + 7-' cosh q 

und der Parametrisierung 

1 
% = (l,v,O,O) = (cosh y,sinhy,O,O) mit V = tanhp 1 - V  

einfach ausgewertet werden. Wenn 'und ' die Ableitungen nach r bzw. q bezeichnen, gilt 

8,uu = (cosh q 8, - T-' sinh 7 dq) cosh y + (- sinh 71 a7 + T-' cosh q d7) sinh y 

= (cosh I) - T-' sinh I) y') sinh y + (- sinh q j, + T-' cosh q C O S ~  y 

= y sinh(y - q) i- r-' cosh(y - 7) 

und ebenfalls nach Anwendung der Additionstheoreme 

u"8, = cosh y (cosh q 8, - r-' sinh q 8,) + sinh y (- sinh 7 8T + T-' cosh q d,) 

= cosh(y - q) 8, + T-' sinh(y - I)) 8,. (A.10) 

Diese Beziehungen in Gleichung (A.9) eingesetzt, ergeben 

-1 . 0 = cosh(y - q) i + 7 sznh(y - q) er + (e + p) [y sinh(y - q) + F' y1 cosh(y - T))] . 

Als Evolutio~isgleichung für die Energiedichte erhält man 

Durch diese Gleichung wird bei gegebener Zustandsgleichung p(T) der Temperaturverlauf 
e(T(r) )  in inipliziter Form bestimmt, wenn das 'Geschwindigkeitsfeld' y(r,q) bekannt ist. 
Wenn dagegen nur die Anfangsverteilung y(ro,q) gegeben ist, wird auch die Zeitentmick- 
1ung des Feldes y(r,91) durch eine Differentialgleichung festgelegt; diese kann aus (A.8) 



wie folgt gewonnen s~erden. Man betrachtet den allgemeinen Tensor zweiter Stufe, der 
unter l'erwendung der 4-Geschwindigkeit konstruiert  erden kann, u,u, + cg„. Durch 
die spezielle \Vahl der Konstanten C = -1, 

wird ein Operator mit den Eigenschaften 

definiert. P„ ist der (Pseudo-) Projektor auf einen zu ua orthogonalen Gnterraum. 
P; angewandt auf die Gleichung ( A S )  liefert 

Aufgrung der Projektoreigenschaften von P; und der Normierung der 4-Geschwindigkeit 
verschwinden die unterstrichenen Terme. Unter Verwendung der Gleichung (A.10) und der . 

Additionstheoreme ergibt sich für die (cu = 0)-Komponente des Operators -U, U"&, + Um 

-uO u " ~ ~  + a0 = - cosh y (cosh(y - 7) U7 + r-' sinh(y - 7) U",) 

+ cosh 7 UT - r-' sinh q U, 

= - sinh y [sinh(y - 7) & + T-' cosh(y - 71) &] ; 
[-u0 uuUu + U'] p = - sinh y [sinh( y - 1)) $ + T-' cosh(y - 71) $1 . 

Mit z1"U, n0 = [cosh(y - 7) Ur 4- T-' sinh(y - 7) U,] cosh y findet inan 

0 = P,OU"TG" 

= - ( e  + p) [cosh(y - 7) + T-' sinh(y - 7i) yl] sinh y 

- sinh y [sinh(y - 7) + 7-' cosh(y - 7) p'] . 

Das 'Geschwindigkeitsfeld' y ( ~ ,  71) entx~ickelt sich also nach der Gleichlirtgi 

Das System der Differentialgleichungen (i1.9, A.12) bestimmt bei gegehtincn Anfangsver- 
teilungen die Evolution e(r, 7)' y(r.11). Insbesondere wird die bereits in Iiiipitcl 2 frstge- 
stellte Tatsache bestätigt, da8 unter der Scaling-Voraussetaurig ?/(T, 11) = 11 Lösnngen mit 
der speziellen Anfangsbedingurig pl(ro, q) E 0 für alle Zeiten q-unabhängig sind. Geriaitcr 
erzwingt die Scaling-Forderung y(r, 7) 11 V7 sogar verscliwirideritlri 'Druckgra11irri:t:It'. 
p )  0 Andererseits erkennt man, daß die 'Scaling'-Vorairssetlz~~~lg al>goscli~vädtr 
werden kann: Aus der Gültigkeit von !/(T, 71) = 71: pf(,r, 11) 0 für einen Zeitpmikt (%.B. - 8 - - ro) folgt die Gültigkeit dieser Beziehung für alle Zeiten. 

'Die (a = I)-Komponente fuhrt auf dassclbe Ergebiiis. 



A.3 Anhang zum Kapitel 3 

A.3.1 Zur Streutheorie 

In diesem Kapitel ist die Plancksche Konstante h = 1 gesetzt. Eine Streuung läßt sich 
durch die Angabe der Streumatris (C-Matris) beschreiben. Deren Elemente S' j ,  sind die 
Amplituden für einen Übergang aus einem gewissen Anfangs- (bitialen) Zustand mit I 
Teilchen in einen bestimmten End- (finalen) Zustand mit F Teilchen. Der Streuprozeß 
wird meist als stationäres Problem behandelt, alle Zustände sind zeitunabhängig. Da die 
End- wie auch die Anfangszustände, die in den Detektoren gemessen werden, quasifreie 
Teilchen sind, nimmt man als Wellenfunktionen ebene Wellen an. Ein Teilchen wird 
demnach charakterisiert durch seinen 4-Impuls p', seinen Spin s und eventuell clurcli 
noch weitere, innere Freiheitsgrade, 

I i > steht hier für die Wellenfunktion der Teilchen im Ansgangszustand und entsprechend 
I f > für die der Teilchen im Endzustand, 

Die Normierung der Einteilchen-Zustände wird folgendermaßen gewählt 

dies entspricht der Konvention 'ein Teilchen pro Volumen V'. Die Norm der Anfangs- 
bzw. der Endznstände ist 

Ohne Wechselwirkung gäbe es zwischen verschiedenen Zuständen keine Ubergänge und 
die C-Matrix wäre eine Einheitsmatrix. Die S-Matrix läßt sich daher in einen trivialen 
und einen für den Streuprozeß relevanten Anteil aufspalten, 

P, und PI sind die Gesamt-4-Impulse des Anfangs- bzw. Endzustandes. Die Wahl der 
Vorfaktoren und das Abseparieren der 6[T,iq-f;unktion sind zweckmäßige Konventionen; 
dcr Gesamt-4-Impuls ist ohne äußeres Potential natürlich eine erhaltene Größe und bis auf 
die Unschärfe aufgrund der endlichen Beohachtnngszeit T und des endlichen Volumens 
I' bestimmt. Mit den von Feynman aufgestellten Regeln läßt sich der Ausdruck für 
die invariante Streuamplitude Tl; aus dem Graphen eines gegebenen Prozesses einfach 
ableiten. 



Die Wahrscheinlichkeit für einen Übergang 1 i >i f > während der %it. T im Volumen 
V ist 

wobei das entstehende Quadrat der Sp,rl-Funktion im Grenzübergang T, V -+ oc zu 
verstehen ist als 

(4) - lim SIT,q(PI - Pi) - 
T,V-m 

/ d'z exp{i(Pf - P;) T) 
( ' 5 ~ ) '  T,V 

TV 
= S("(Pf - Pi) - 

( 2 ~ ) "  . 

Die Nicht-Diagonalelernente der C-Matrix beschreiben Übergänge in Endzustände, die 
von den Anfangszuständen verschieden sind. Diese Übergän6? im eigentlichen Sinne sind 
von Interesse, für diese ist die physikalisch relevante Größe 'Ubergangswahrscheinlichkeit 
pro Zeit' 

d Wi -- 1 

T - lliIl2 llfl12 
V ( 2 ~ ) ~  6 ( " ( ~ ~  - Pi) ITf;I2 falls f # i . 

Die Größe dWfi/T in Gleichung (A.14) ist noch von der konkreten physikalischen Situa- 
tion abhängig; je größer der Strom der einfallenden Teilchen ist, desto größer wird die 
Übergangswahrscheinlichkeit sein. Um eine charakteristische Größe zu finden, die die Na- 
tur der Reaktion beschreibt, muO man also die Wahrscheinlichkeit pro Zeit dI.tji/T noch 
auf die Stromdichte beziehen. 

Gleichzeitig lautet die Fragestellung oft: 'Mit welcher iValirscheiillichkeit liegen die 
Teilchen fk in irgendwelehen Endzuständen vor?' - Dann müssen die Wahscheinlichlieiten 
sämtlicher in Frage kommenden Endzustände aufsummiert werden, zu beriicksichtigen 
sind also Impulse und Spins, sowie weitere, innere Freiheitsgrade der F auslaufencleri 
Teilchen. Auch kennt man häufig nur die Impulse der einlaufenden Teilchen, weiß aber 
nichts über deren Spins. In bestimmten Fällen kann man von einer Glcichverteiliing 
ausgehen und über alle möglichen Spinzustände der einlaufenden Teilchen mitteln. 

Diese Überlegungen führen auf die Größe des N'irkungsquerschnitts bzw. des spingc- 
mittelten Wirkungsquerschnitts, 

Da als End- wie auch als =tnfangszustände oftmals ebene Wellen ariceiiommen tvcrdcri. 
wird der Endzustand durch die Angabe der Impulse und der Spins (und evenfuell wcirt.:.er 
Quantenzahlen) aller F Teilchen bestimmt. Großes Volumen I" des Kastens vosa,usgesetW. 
kann die Summation über die Inxpulse der Teilchen durch Integrationen ersetzt ~tvttrclcn. 



IVährend die bisherigen Betrachtungen für Anfangs- und Endzustände mit beliebig lrielen 
Teilchen Gültigkeit hatten, interessieren mir uns imfolgenden nur für Reaktionen mit zwei 
Teilchen im Anfangszustand, d.h., I = 2. Die Berechnung des Teilchenflusses 3 erfolgt 
zunächst im Ruhesystem eines Teilchens; das Ergebnis wird anschließend verallgemeinert. 

Der Fluß der Teilchen i2 im Ruhesgstem Cl der Teilchen il ist mit der gewählten Nor- 
mierung 'ein Teilchen in V' 

In SI sind die 4-Impulse der Teilchen 1 und 2 

P1 = (mi,Ö), P2 = (P;,& 1. 
hIit := (mi + pZ)'Iz, p := ergibt sich die Lorentz-invariante Größe 

2 0 2 s := (pi + p2) = ( m l +  p,) - p2 = m: + 2 m i 4 G - +  (m2 - $ . 
Wie üblich wird mit s die erste Mandelstam-Variable bezeichnet. Somit gilt weiter 

Durch Anwendung der binomischen Formel a2 - b2 = (a + b)(a - 6) ergibt sich für den 
Relativimpuls 

!Van erhält also für den Fluß der Teilchen i2 im Ruhesystem Cl der Teilchen il 

Die Verallgen~einerung auf ein beliebiges Koordinatensystem C erfolgt dadurch, daß man 
rnl im Nenner durch ersetzt. Das ist im System Cl natürlich erlaubt lind liefert 
gleichzeitig in jedem anderen System einen Lorentz-invarianten Ausdruck, in den die 
beiden Teilchen gleichberechtigt eingehen (wie es sein muß), 

1 J ( s , m i , m a )  j=v 
Hier wurde die wichtige Größe 

eingeführt. Die Ausdrücke (A.13), (Al-t), (A.16) sowie (11.17) zusammengefaßt: ergeben 
für den Wirkungsquerschnitt 



oder umgeformt 

Dieses Ergebnis ist relativistisch invariant. Betont werden muß, daß hier noch nicht über 
clie Spins der Teilchen it und iz gemittelt wurde. 

Es wird nun der Fall von je zwei Teilchen im Anfangs- und Endzustand betrachtet. 

Die Eingangsimpulse werden hier mit pl,pz 
P41 S4 und die Ausgangsimpulse mit p3, p4 bezeich- 

net. 

Im Schwerpunktsystem verschwindet der Gesamtimpuls, 6 + pZ r 0; die Mandelstam- 
Variable s ist daher das Quadrat der Gesamtenergie s = (pl + p2)2 = (el + ez)2. Im 
Schwerpunktsystem ist der Wirkungsquerschnitt (A.19) demnach gegeben als 

Die Integration über p3 ist wegen der Impuls-&Funktion trivial, man muß nur überall 
F. 4 -F3 ersetzen. Es gilt natürlich = e4(&), so daß man mit p := weiter 
schreiben kann 

Die (Energie-)&Funktion wird wie üblich integriert. Dazu benötigt man clie Siillstclle" 
p* der Funktion F(p), für die gilt 

e3(pf) + 4 p * )  = h, 
sowie deren Ableitung 

p* ist der Betrag des Relaticimpulses (im Schwerpunktsystem). Somit ergibt sich 

oder, wenu die Winkelintegration nicht ausgeführt wird, 

I Ls kann nur eine Yullstelle geben, da die 4-Inipulserhalturig die Impulsheträge eiiideatig Ecstlcgt. 



Der hier eingeführte differentielle 'Ifirkungsquerschnitt (im Schwerpunktsystem) hängt 
noch von p' ab. Der invariante Ausdruck für den Relativimpuls lautet3 

Als differentiellen Wirkungsquerschnitt (summiert über die Spinzustände der auslaufen- 
den Teilchen, jedoch nicht über die Anfangsspins gemitteit) für die Streuung von zwei 
Teilchen erhält man das einfache Resultat 

du 1 J ' ( s ,m,m4)  -=- L ITiiI2 (A.21) 
d 64r2s J ( s ,  m1,mz) „,,4 

iVie aus der Herleitung ersichtlich, sind natürlich in ITl;j die 4-Impulse so zu \~ählen, da8 
Energie- und Impulssatz erfüllt sind. 

A.3.2 Auswertung der Spinsumme 

Zur .Auswertung der bei der Berechnung des Wirkungsquerschnittes in1 Abschnitt 3.2 
benötigten Spinsummation formt man unter Verwendung der Feynmanschen Dagger- 
Schreibweise um 

hIan erhält ein Produkt einer hyonischen Spur' mit einer 'elektronischen' Spur. Die 
Berechnung der ersten Spur führt auf 

%s sei bemerkt, daß das gleiche Problem (die Bestinimung des Schwerpunktsimpulses bei gegebe- 
nein 8) schon bei der Berechriung der Stromdichte auftrat. Der dort auf 'tieuristischern' Wege gefundene 
Ausdruck wird jetzt streng bewiesen. 



Analog ergibt sich für die 'elektronische' Spur 4 kI,jpZp + plpp2.j - (m: T p ~ p ~ ) g ~ ~ ] .  Für 
C' als Produkt beider Spuren folgt daher 

Beachtet man die Symmetrie der Indizes sowie y\~g,,\ = 4, erhält man 

+ 
Dieser Ausdruck wird wieder im Schwerpunktsystem $1 = -& =: $, $4 = -p3 =: yl 
berechnet. Wird mit B der Streuwinkel im Schwerpunktsystem bezeichnet, so gilt 

Hier findet die Beziehung (A.20) Verwendung, die den Zusammenhang zwischen den 4- 
Impulsbeträgen p bzw. p' im Schwerpunktsystem mit der Invarianten s und den Massen 
der Teilchen herstellt. pp' ist nach Gleichung (A.20) 

Somit erhält man im Schwerpunktsystem für 2 den Ausdruck 

Insgesamt ergibt sich für den gesuchten Ausdruck 



A.3.3 Auswertung des Integrals Z 
Zur Berechnung von Z wird die vierdimensionale Impulsbilanz im Integranden in den 
Zeit- und Raumanteil separiert und die Integration über p2 ausgeführt, 

Hier bezeichnen E und die Energie- bzw. die Impulskomponenten des Gesamt-4- 
Impulses, Q = (E, G). Wird der Winkel zwischen $1 und G mit B bezeichnet, so kann 

+ - 
man wegen gz2 = Q2 + $: - 2 ~ Q ~ l ~ l ~  cos B schreiben 

In einer ruhenden homogenen QGP-Phase ist keine Richtung ausgezeichnet, so da8 f (G) 
2 nur vom Betrag / $ I  abhängen kann (isotrope Impulsverteilung). Wegen el,2 = (m, + 

$:;i)1/2 läBt sich J dann als Funktion der Energie ausdrücken, 

J($) -- f (e) .  

Die verbleibende Integration wird dann zweckmäßigerweise über el und X := cos ll geführt. 
316 I 

Es gilt d/$l = lz del = del. Weil der Integrand nicht $-abhängig ist, wird 

Mit diesem neuen Integrationsmaß ist 

mit F(X) := E - el - e2(z) = E - el - ( eZ l + ~ 2 - 2 / ~ l l & l z ) 1 1 2 .  

Hier wurde für e2(x) die Beziehung (A.23) eingesetzt. Falls die Nullstelle X* der Funktion 
F(x) in1 Intervall [-I, 11 liegt, ergibt das Intergral 2, über X 

fq (E  - e,) 
G =  xa2 C. 1 

sonst. 

Die Kullstelle X' selbst kann man einfach bestimmen, 



- 
X' ist bei gegebenem 4-Impuls Q = ( E ,  Q) eine Funktion von el. Der el-Integrationsbe- 
reich wird durch die Forderung 

eingeschränkt. Das ist der formale Ausdruck der Tatsache, daß bei gegebenem Ablenk- 
winke1 @ = arccos(x) aus kinematischen Gründen nur Teilchen mit bestimmten Energien 
für die Streuung zu einem Gesamt-4-Impuls Q in Frage kommen. Die kinematischen 
Grenzen werden durch die Bestimmungsgleichung x*'(e) = 1 festgelegt. Ausgeschrieben 
und unter Verwendung der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung umgeformt, 

liefert die Bestimmungsgleichung mit &I2 = E2 - 6 die Lösungen 

Es können nun folgende Situationen vorliegen: 

Man sieht leicht, daß hier Situation 1) vorliegt, wenn man xV(eI) z.B. in der Mitte des 
Intervalls [e-, e+] bei el = E/2 berechnet, 

Der Ausdruck ist kleiner als 1 wegen der Bedingung (3.11); die el-Integration ist dso 
nur über ein endliches Intervall zu führen. (Das war auch von vornherein zu erwartcxi, da 
die Gesamtenergie E des Prozesses endlich sein miiß.) Daniit ist. das Iiitcgra:ionsi~~teisa~! 
gerade [e-, e+], denn es wurde von vornherein e- = (ml + j?:i'):i2 2 m, angenommen. Mit - 
den vorangegangenen Cberlegungen vereinfacht sich das Integral (r\.24) zu 



Das verbleibende Inkgral 

die Faltung der Fermi-Verteilungsfunktionen (1.12) für Quarks bzw. Antiqnarks 

kann durch eine Variablensubstitution esp{el/T) = z einfach ausgewertet werden, 

'iach Einsetzen der Integrationsgrenzen und einer kurzen Umformung erhält man 

Das Verhältnis des zweiten Summanden in der Iilammer zu dem ersten ist, wie man leicht 
abschätzen kann, für M t E ,  e+ - e- = l&@- « T in der Größenordnung 
O(esp{-E/(2T)}). Weil in den uns interessierenden Fällen mit E 2 10T auch der Vor- 
faktor gut durch Texp{-E/T} abgeschätzt wird, kann IFer in diesen1 Falle durch die 
Faltung (X.26) von Boltzmann-Verteilungsfunktionen approximiert werden, 

Für 2 m, < M - 0 ,  e+ - e- - E ist das Verhältnis der Summanden von der Ordnung 
O(T/E). Es zeigt sich jedoch, daß insbesondere für höhere Quarkmassen m, die Appro- 
ximation von IFer durch I B , , ~ ~  nicht nur für &I t E,  sondern für beliebige 1l.l möglich ist. 
Für die uns interessierenden Größenordnungen von E, T und m, ist der Fehler kleiner als 
I%, siehe Abbildung Al. Mit e+ - e- = I& I,,/- erhält man in dieser Näherung 

Insgesamt ergibt sich mit der hier möglichen Vernachlässigung der quantenstatistischen 
Eigenschaften der Quarks als Resultat 

Z = 2ii 4- exp{-E/T}, (A.27) 



Abbildung Al: Die Approximation der Funktion Ircr durch Iß0ltz 

bei E = 3 GeV, T = 170 MeV und verschiedenen Quarkmassen als 
Parameter (m, = 100, 200, ... 600 MeV, voii oben nach unten). 
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