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Kurzfassung

Es wird gezeigt, da die reinen SU(3)-Eichfeldtheorie~-Gitterdaten mit einem
Quasiteilchenmodell nicht-wechselwirkender Gluonen, die eine efiektive ther-
mische Masse m*(T) = ['™? g*(T") T tragen, reproduzierbar sind. Wir finden
mit g* = 1677 {11 In {7+ Ts)/ Tc}?r1 aus einern Fit der Gitterdaten fiir das
Gluonengas I' = 3.3 und 7, = 0.023 7. Dieses Modell von Quasiteilchen mit
thermischen Massen wird auf das Quark-Gluon-Plasma (QGP) ausgedehnt.
Wir erhalten eine neue phinomenologische Zustandsgleichung fir das QGP
mit einer im Vergleich zu der bekannten Bag-Modell-Zustandsgleichung redu-
zierten latenten Warme. Als Konsequenz dieser Zustandsgleichung finden wir
im Bjorken-Bild eine langsamere Abkiihlung der zentralen Region in Schwer-
ionenstoBen sowie eine verkiirzte Lebensdauer der Mischphase. Da die Quarks
eine thermische Masse in der Grofenordnung von 300 MeV erbalten, wird die
Mrp-Skalierungseigenschaft des Dileptonenspekirums dN/dM?dQ%dY in typi-
scher Weise verletzt, was ein mogliches Signal zur Detektierung des QGP in
Schwerionenstd8en darstellt.

Abstract

The pure SU(3)-gauge field lattice data are shown to be reproducible by a
quasi-particle model of non-interacting gluions with an elfective thermal mass
m¥(T) = I g¥T)T%. Using ¢* = 1622 [11ln {(T + T,)/T.F]  we find
I' = 3.3 and T = 0.0237, by a fit to the numerical data for the gluon gas.
This concept of quasi particles with thermal masses is then generalized to the
quark-gluon plasma (QGP). We obtain a new phenomenological equation of
state for the QGP with a reduced latent heal as compared to the well known
bag-model equation of state. In the Bjorken-picture of heavy-ion collisions
this equation of state results in a modified cooling behavior of the central
QGP region as well as in a shorter life of the mixed phase. The effective
thermal quark masses which have the order of magnitude of 500 MeV violate
the Myr-scaling property of the dN/dM?dQ%dY dilepton spectrum which seems
to provide a typical signal for the detection of the QGP in heavy-ion collisions.
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Einleitung

Nach heutigen Vorstellungen besteht Materie aus den elementaren Leptonen sowie aus
Hadronen, d.h., Mesonen und Baryonen. Die Wechselwirkung zwischen den Baustei-
nen der Materie wird ohne Widerspruch zu bisherigen Experimenten durch Quanten-
Fichfeldtheorien beschrieben {nur die Gravitation ist vorerst nur als klassische Theorie
verstanden, ihre Quantisierung scheint jedoch nicht unmédglich zu sein). Die Eichtheorie
der elektromagnetischen Erscheinungen, die Quantenelektrodynamik (QED), gilt als die
am genauesten bestatigte physikalische Theorie iiberhaupt. Die QED stand auch Pate
bei der Entwicklung der Theorie der starken Wechselwirkung, die anfangs hauptséchlich
durch die Suche nach einer Erklirung des ‘Periodensystermns’ der Hadronen motiviert war.

In den 60er Jahren wurde von Gell-Mann, Zweig, Ne‘eman u.a. unter Annahme elemen-
tarer Bausteine der Hadronen, der Quarks, ein Schema vorgeschlagen, in das sich nicht nur
alle damals bekannten Hadronen einordnen lieflen, sondern welches auch die Vorhersage
eines neuen Teilchens {) erlaubte, das bald darauf gefunden wurde. Der Einwand, dafl
Quarks nie frei beobachtet wurden, stellte sich spater als Argument zugunsten der heute
etablierten Theorie der starken Wechselwirkung, der Quantenchromodynamik (QCD),
heraus. Es konnte namlich gezeigt werden, da8 eine nicht~Abelsche Eichtheorie vom Yang-
Mills-Typ renormierbar ist und eine mit wachsendem Abstand zunehmende Anziehung
zwischen Quarks vorhersagt, so daf zwei Quarks nicht beliebig weit separiert werden
konnen. Andererseits verhalten sich Quarks nach dieser Theorie bei hohen Energien wie
fast freie (punktformige) Teilchen, was experimentell in tief-inelastischen Elektron-Kern—
StoBen bestatigt wurde. Diese Eigenschaft der asymptotischen Freiheit ist eine direkte
Folge der Tatsache, daf die Eichbosonen der nicht-Abelschen QCD, die Gluonen, selbst
eine Ladung tragen und somit direkt miteinander wechselwirken kénnen. Dies stellt eine
wesentliche Verkomplizierung der Theorie im Vergleich zu Abelschen Eichfeldtheorien wie
der QED dar und ist der Grund dafiir, da man bis heute bei der analytischen Behandlung
der QCD fast ausschlieBlich auf das perturbative Regime beschrénkt, bzw. aullerhalb
dessen auf phanomenologische Modelle oder numerische Simulationen angewiesen ist.

Wahrend auf groflen Lingenskalen die Hadronen als ‘elementar’ {(d.h., ohne innere
Struktur) angesehen werden kdnnen, sollten bei hohen Baryonendichten np die ausge-
dehnten Hadronen einander iiberlappen und ihre inneren Strukturen daher wesentlich
werden. Aufgrund der asymptotischen Freiheit erwartet man, daB sich die Quarks bei
derart kleinen Abstdnden wie quasi—freie Partikel verhalten. was einer Zunahme der Zahi
der Freiheitsgrade entspricht. Diese Uberlegung stellt ein einfaches Argument fiir die
Annahme dar, daf bei hohen Teilchendichten ein Ubcrgang der stark wechselwirkenden
Hadronenmaterie in einen Zustand mit neuen Eigenschafien stattfindet, in dem auch die
in Hadronen in einem Kondensatzustand vorliegenden Gluonen thermisch angeregt sind.
Dieser Zustand wird als Quark-Gluon—Plasma (QGP) bezeichnet.



Betrachtet man z.B. ein Modell-System der leichtesten Hadronen, der Pionen, so stellt
sich im thermodynamischen Gleichgewicht bei einer Temperatur T eine Pionendichte’

N 33y sT SN Ty
- 350 (2 o (2
ein. Demnach wiirde bei einer Temperatur von " ~ 200 MeV das gesamte Volumen von
Pionen, welche eine Ladungsradius von etwa 0.8 fm besitzen, ausgefillt sein. Auch bei
kleinen Temperaturen, aber groflen Driicken, d.h., wenn die Baryonendichte die Grofen-
ordnung der 10fachen Kerndichte ng erreicht, ist es denkbar, dafl die Hadronen ihre Iudi-
vidualitdt verlieren und in Quarks und Gluonen dissoziieren.
Qualitativ hat man von dem Ubergang von Hadronen zu Quarks und Gluonen eine
Vorstellung, wie in der Abbildung 0.1 dargestellt. Der Einfachheit halber wird im folgen-

n/ng Neutronen-

sterpe ?

kosmologischer
Phaseniibergang

200 MeV T

Abbildung 0.1: Schematisches Phasendiagramm stark wechselwirkender Ma-
terie; die kritische Baryonendichte ist von der Gréfienordnung der 10fachen
Kerndichte no und die kritische Temperatur betrigt etwa 200 MeV. Jenseits
der Grenzlinie liegt die stark wechselwirkende Materie als QGP vor.

den die Grenze zwischen Hadronenmaterie und dem QGP als Phasengrenze bezeichnet,
obwohl noch unklar ist, ob es sich um einen Ubergang erster oder zweiter Ordnung, bzw.
iberhaupt um einen Phaseniibergang im thermodynamischen Sinne handelt. Diese Gren-
ze liegt weit auBerhalb dessen, was alltiglicher Frfahrung vertraut ist. Es gibt jedoch
Abschétzungen, daB im Inneren kompakter Neutronensterne derart extreme Bedingungen
herrschen kdnnten, daB die Materie als kaltes QQP oder Quarkmaterie vorliegt. Weiter
deuten viele Tatsachen darauf hin, daB das Universum in den ersten Mikrosekunden der
Evolution nach dem Urknall einen Phaseniibergang QGP - Hadronen durchlaufen hat.
In manchen Modellen, wie z.B. zur primordialen Elementsynthese oder zu dem Problem
dunkler seltsamer Materie im All, scheint die Annahme einer QGP-Phase und eines kos-

mologischen Phaseniiberganges sogar notwendig zu sein, um gewisse astrophysikalische
Beobachiungen zu erklaren.

Ly ' . . . . - v . - . .
Dlel Pxorfen werden hier als freie Teilchen idealisiert; fiir Temperaturen T > m. kann in einer guten
Approximation auch die Pionenmasse vernachldssigt werden,
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Die einzige Moglichkeit, das QGP unter Laborbedingungen direkt zu studieren, scheint
durch Kollision von schweren und hochenergetischen Atomkernen in grofien Beschleuniger-
anlagen, wie AGS in Brookhaven und SPS am CERN, gegeben zu sein. Auch die geplanten
Anlagen RHIC (Brookhaven) und LHC (CERN) mit Schwerpunktsenergien von 100 GeV
bzw. 3 TeV pro Nukleon sollen der Suche nach Anzeichen des QGP sowie der Erforschung
seiner Figenschaften dienen. Diese Experimente werden die einzigartige Moglichkeit bie-
ten, Materie unter Bedingungen ahnlich denen des heiflen frithen Universums zu unter-
suchen und dadurch eine Reihe von Prozessen zu verstehen, deren Konsequenzen heute
nur noch indirekt zu beobachten sind. Ebenso wie in der QED, wo hochgenaue Beobach-
tungen die Entwicklung der Theorie stimulieren, erhofft man auch durch die RHIC- und
LHC-Experimente Hinweise fiir die Entwicklung neuer theoretischer Konzepte der QCD
und einen Beitrag zum Verstindnis dessen, ‘was die Welt im Innersten zusammenhalt’.

Beim jetzigen Stand der Erkenntnis sind zum einen Modelle zur Beschreibung des QGP
auszuarbeiten und andererseits Methoden zu finden, die einen eindeutigen Nachweis einer
kurzzeitigen Existenz des QGP in Schwerionenstdfen durch sogenannte QGP-Signale er-
lauben. Die vorliegende Arbeit nimmt Bezug auf beide Fragestellungen und ist wie folgt
gegliedert.

1) Im ersten Kapitel wird zundchst das Fundament der Gleichgewichtsthermodynamik
abgesteckt, auf dem die folgenden Betrachtungen beruhen. Im Vergleich mit numer:-
schen Ergebnissen zeigt es sich, daB das Gluonenplasma durch eine einfache Bag-Modell-
Zustandsgleichung bzw. durch eine Stdrungstheorie niedrigster Ordnung nicht adaquat
beschreibbar ist. Wir finden jedoch, daf ein Quasiteilchenmodell mit thermischen Gluo-
nenmassen, m ~ g{T) T (g(T) ist die temperaturabhingige Colorladung) die Gitterdaten
reproduziert. Das Konzept der thermischen Masse auf Quarks erweiternd, erhalten wir
eine neue phanomenologische Zustandsgleichung fiir das QGP.

2) Im Kapitel 2 wird die Dynamik zentraler Schwerionenstofe im Bjorken-Bild (d.h., in
der Naherung der eindimensionalen Hydrodynamik) dargestellt. Es werden die Abkiihlung
eines Plasma-Schlauches mit der hier vorgeschlagenen Zustandsgleichung bei longitudi-
naler Expansion untersucht und Unterschiede zur bekannten Bag-Kihlung T'(7} ~ i
{7 ist die Eigenzeit) diskutiert.

3) Im dritten Kapitel wird die Emission von Leptonen aus dem QGP am Beispiel des
Prozesses q§ ~+ i, d.h., der Umwandlung eines Quark-Antiquark-Paares in ein Lepto-
nenpaar, in niedrigster Ordnung der starken Kopplungskonstanten berechnet. Mit dem
vorgeschlagenen Modell der thermischen Partonenmassen erhalten wir ein thermisches
Spektrum, welches sich von bisherigen Voraussagen in charakteristischer Weise unter-
scheidet. Die in diesern Spektrum zum Ausdruck kommenden nicht-perturbativen Eigen-
schaften des QGP werden als mégliches Signal zur Detektierung dieses Materiezustandes
in hochenergetischen Schwerionen-Stofiprozessen diskutiert.

4) In dem kurzen Kapitel 4 werden die in der vorliegenden Arbeit gefundenen Ergebnisse
in einem Resumé zusammengefabt.

A) Im Anhang sind einige Ableliungen erlautert.

Einige der in dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse sind in [Peil. [Pe2] und [Pel) publiziert.



Einige Einheiten und Konventionen

Die angepaBte Finheit der Lange ist in der hadronischen Physik
1fm = 1 Fermi = 107"° Meter.
Als charakteristische Zeitskala ergibt sich bei relativistischen Geschwindigkeiten v ~ ¢
Hm 1
c | 299792458
Die Energie wird zweckmafig in Einheiten von

1MeV = 10% - 1.60218 107° AsV = 1.60218 10~ Nm

10-%* Sekunden .

gemessen. In allen thermodynamischen Beziehungen ist die Boltzmann-Konstante
kB =1
gesetzt. Damit erhdlt die Temperatur die Dimension der Energie,
. 1MeV 160218 107 Nm
1 MeV = = 1.16044 10"° K.
¢ Fs 133066 10-BNm/K o044 10

Auch die Lichtgeschwindigkeit wird im weiteren

c=1
gesetzt. Das Wirkungsquantum ist in diesen ‘Energie-Linge’-Einheiten

1 MeV I1im/c
1.60218 10~* Nm 10~ m/c
In dem Gauf}’schen Mafisystem der Elektrodynamik gilt fiir die Dielektrizititskonstante
dor ey = 1.

Die Komponenten von 4-Vektoren werden mit griechischen Buchstaben indiziert, wih-

rend (3-) Vektoren durch lateinische Indizes gekennzeichnet werden. Es ist somit zu
unterscheiden zwischen dem Ortsvektor z; == (1, %2,72) = z* und dem (kontravarian-

ten) 4-Vektor 2% = (wo, Z1,22,23) = (t, 21, T2, 23). Der kovariante metrische Tensor des
Minkowskischen Raumes ist diagonal,

G i= Diag (1, ~1, =1, ~1) = (g, )" =

und zu sich selbst invers und damit gleich dem zugehérigen kontravarianten metrischen
Tensor g*”. g, transformiert kontravariante 4-Vektoren in die kovariante Darstellung,

3
x, = Zg#,,x”.

u=0

ko= 1.05457 107 Nms = 197.327 MeV fm..

Durch die Einsteinsche Konvention, iiber zwei gleiche obere und untere Indizes automa-
tisch zu summieren, werden I\ontrakt:anen wie die obige und Produkte in kurzer Schreib-
weise dargestellt,

ab:= a b = g, a"b".

Die partielle Ableitung einer Grofle ¢ nach z# wird wie folgt bezeichnet

p O =:0,0 = @,,=q,06.




1. Thermodynamische Modelle

1.1 Thermodynamik

Der Apparat der Thermodynamik von Systemen im thermodynamischen Gleich-
gewicht wird wiederholt und der Begriff der Zustandsgleichung eingefiihrt. Die
Zustandsgleichung freier Teilchen wird angegeben, und es werden die Grenzfille
leichter und schwerer Teilchen untersucht.

1.1.1 Allgemeine Beziehungen

Es wird ein Gas von Teilchen im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht {thermisch,
chemisch, mechanisch) betrachtet. Ein solches System 148t sich durch die Angabe eines
thermodynamischen Potentials beschreiben. Zur Behandlung von Systemen mit variabler
Teilchenzahl und gegebener Temperatur ist es glinstig, als Potential die Gibbs’sche Freie
Energie J zu wahlen. Dieses Potential wird auch oft als groBkanonisches Potential {2
bezeichnet; in vielen Abhandlungen ber Thermodynamik findet auch die Bezeichnung
Landau-Potential Verwendung. J steht im Zusammenhang mit der inneren Energie F,
der Entropie S sowie der Teilchenzahl N des Systems; die unabhingigen Grofen sind das
Volumen V, die Temperatur T und das chemische Potential g,

JV,T,p) = E(V,T, )= SV, T, )T — NV, T, u) ps.. {1.1)
Das vollstandige Differential von J lautet
dJ = (6Q — pdV + pdN) —(T'dS+ SdT) — (Ndp + pdN).

Die innere Energie E kann sich durch die Zufuhr von Warme, durch Verrichtung von
Arbeit gegen den inneren Druck p und schlieBlich durch Hinzufiigen von weiteren Teilchen
zum System &ndern. Weil reversible Entropieinderungen durch die zugefithrie Warme 8¢
bestimmt werden, dS = 8@ /T, erhilt man

dJ(V.T, ) = —p(V.T. 0} dV — S(V, T, p1)dT" — N(V. T, p) dpz. (1.2}

Handeli es sich bei den betrachteten Teilchen um Photonen {aligemein um Teilchen,
die beliebig erzeugt und vernichtet werden kdnnen, d.h., deren Teilchenzahl N keine
erhaltene Grofe ist), muB das chemische Potential x im Gleichgewicht Null sein, denn
sind Volumen V und Temperatur T vorgegeben. so ist J nur von NV allein abhangig:
J = J(N); die Extremaliorderung J — Extremum Hest sich dann —p = 8J/0N = 0.
Der Allgemeinheit halber schreibe ich jedoch weiter u und setze gegebenenfalls 2 = 0.
Kennt man die Einteilchenzustinde eines wechselwirkungsfreien Systems, so kann man



J leicht aufschreiben; es ist zwischen Bosonen und Fermionen zu unterscheiden (oberes
Vorzeichen fir Bosonen, unteres fiir Fermionen),

J(V,T,;u)zii”?ln [1¥exp{p;€i}] . (1.3)

Hier wird iiber alle Einteilchenzustinde des Systems summiert; ¢; bezeichnet die Energie
eines Teilchens im Zustand i. Durch das chemische Potential g wird eine konstante
Verschiebung aller Energieniveaus beschrieben.

Ein Quantenzustand 7 nimmt im klassischen Phasenraum I' das Volumen (27A)? ein;
geht man daher von der diskreten Verteilung der Zusténde zu einer kontinuierlichen iiber
(thermodynamischer Limes), so entspricht dies der Ersetzung

g
5 (%ﬁ)afrdi‘,

i

wobei dI" das Phasenraumvolumen d°q d°p ist und der Faktor g die Entartung des Systems
(Spin, ...) angibt. Unter der Voraussetzung ‘wechselwirkungsfrei’ ist die Energie ¢; eines
relativistischen Teilchens allein eine Funktion des Impulsquadrates,

e — &(F) = /m? + 52,

Die Ortsintegration [, &g 138t sich fiir homogene Systeme allgemein ausfiihren und ergibt
einen Faktor V. Die Winkelanteile der Impulsintegration in Kugelkoordinaten liefern fiir
isotrope Verteilungen noch einen Faktor 47 und man kann ersetzen

ZMQ*L /mdppz
: 2725 Jo )

Aus dem jeweiligen Kontext heraus wird immer klar, ob p den Iinpulsbetrag || oder den
Druck p(V, T, u) bezeichnet. Die Gibbs’sche Freie Energie 148t sich somit schreiben als

; 4 . p—=mE
JV, T p5) =+ g o—e / 2 LN St A 9 B 1.4
{ #) .927{2}_&3'1“ A dpp” In [1 ?exp{ 7 (1.4)
Aus der Gleichung (1.2) fiir das vollstindige Differential von J ist ersichtlich, daf8
., oJ(V.T
p(ViT,p) = — ﬁ%’i}iﬁl
Top

gilt. Die Abbéngigkeit p(V, T, 1) des Druckes von dem Volumen, der Temperatur und
dem chemischen Potential heift, Zustandsgleichung. Aufgrund der vorausgesetzten Wech-
selwirkungsfreiheit der Teilchen ist J im thermodynamischen Limes jedoch eine extensive
Grofle, J ~ V', und man kann ebensogut schreiben
JV, T, )

v P

J(V.To) = —=p(T ) V. (1.5)

p(2‘~ #) =

Die Zustandsgleichung ist unter den gemachten Voraussetzungen volumenunabhéngig,
p = p{T, 1), und stellt gleichzeitig ein thermodynamisches Potential dar: Alle relevanten




GrofBern kénnen aus p{T, u) abgeleitet werden. Explizit lautet die Formel fir den Druck
mit der Ersetzung ¢ := p/T und der Abkirzung o := m/T

- p—m?+p?
p(T, ) == 2%’31—'[ dpp*In l:liFeXp{Wm—}]
= :F——g'_———/ dzz?ln |l Fex ﬁw\/azﬁwxz (1.8
- c)ﬁ,g 53 P T ',)
g ™ 1 .
ey . (l()
6x* 7’”3/ Ae*‘:p{ .%}4:1

Bei der zweiten Umformung wurde partiell integriert {die Integrationsgrenzen sind hier
und im folgenden weggelassen); auerdem wurde die Abklrzung

A= vVe+ 22 mit a=m/T (1.8

eingefiihrt.
Die Entropie S ist die negative Temperaturableitung der Gibbs’schen Freien Energie;
die Entropiedichte s := S/V erhalt man wegen J = —p(T, )V als Ableitung des Druckes,

_S(WT,p) _ Op(T,p)

n

Aus der Gleichung (1.6} fiir den Druck ergibt sich

o g T4 2 a da p

(hp) = mrhm -5 #/d’”exp(A—w/T)?i(E o " I
¢ T° ’ (4 .. da Aﬂ) !

TR e e d$‘"‘”’““ PRl L B o ’

2?{273,3/ A \3 or T exp{ ;}:Fl

(1.9)

Im zweiten Schritt wurde p(7', p) nach Gleichung {(1.7) und a laut Definition eingesetzt.
Neben dem Druck p und der Entropiedichte s ist die Energie E des Systems oder als
intensive, d.h., vom Volumen unabhingige Gréfle, die Energiedichte ¢ von Interesse,

E_J+ST+Np 1 L ApY) a(pV)]
t’i(T #) I/ v "7 "‘PI' + aT . T + 8[.{ 1 - o #
Vi wr
_ c}p Op| _ e o ‘1.1
= —p+ o= g5l T+ Bl p=-pT )+ (T )T+ n{T,p)p.  (1.10)

Diese Relation ist als Gibbs'sche Fundamentalgleichung bekannt. Der letzte Term in der
Gleichung (1.10), die Ableitung des Druckes nach dem chemischen Potential g, liefert,
wie aus {1.2) und (1.5) hervorgeht, die Teilchendichte
N _ aJ(V,T, )
mTup) = =g
9 f
= dz z*

-2 B3 .

2 h exp { A~ E—} F1

i,
fomd
.
e
pnet
e

-1



n(T, pt} ist das Phasenraumintegral iiber die Bose- bzw. die Fermi-Verteilung

1 Fiir Bosonen
exp{(e — p)}/T}F1 Fermionen.

Mit zunehmender Teilchendichte n(T', #) wachst auch der Druck des Systems, es gilt
(T, p) ~ n(T,p) T, siche Gleichung (1.7). Die Ausdriicke fiir den Druck, die Entropie-
und die Teilchendichte in Gleichung (1.10) eingesetzt, ergeben die Energiedichte

, g T¢ z? f , da 1 .
e(T,p) = m_————fda: — (m — Mo . (1.13)
3215 A ) (A= B 51
exp ¢ A T F

fle) =

(1.12)

Der Zusammenhang ¢(T, u) wird manchmal auch als kalorische Zustandsgleichung be-
zeichnet; es sei aber darauf hingewiesen, daB e(T, 1) kein thermodynamisches Potential
darstellt, da daraus nicht alle thermodynamischen Gréfen eindeutiz abgeleitet werden
kénnen.

Bemerkung: Fir masselose Teilchen ist die Energiedichte e gleich dem dreifachen
Druck des Systems. Dies ist eine Folge der Energie-Impuls-Relation ¢{(§F) = |F|:
Y4 - Y3 aller Teilchen bewegen sich in Richtung einer gedachten Wand und iibertra-
gen bei einem elastischen S5tof auf diese Wand ihren doppelten Impuls.

Allgemein wird fiir alle thermodynamischen Systeme (unabhingig von der zugrunde
liegenden Wechselwirkung) der Zusammenhang

d3p <L e

vermutet {LL5, §27). Nach dieser Hypothese muB daher
% ¢ 0 mit a=T

aT T

gelten; dies ist insbesondere im Fall konstanter Teilchenmasse erfillt.

1.1.2 Zwei wichtige Grenzfalle

Die abgeleiteten thermodynamischen Beziehungen sollen hier fir die zwei wichtigen Spe-
zialfille diskutiert werden, daB zum einen die Teilchenmasse sehr klein und zum anderen
sehr groB ist; die physikalische Skala ist dabei die betrachtete Temperatur. In diesen Be-
trachtungen ist natiirlich der Fall verschwindender Masse {Stefan-Boltzmann—Gas) einge-
schlossen. Der Einfachheit halber wird in diesem Abschnitt g = 0 gesetzt.

Im Falle eines verschwindenden chemischen Potentials ist der Druck nach den Gleichungen
{1.6, 1.7) bis auf einen dimensionsbhehafteten Faktor durch das Integral

fela) o= %/:0 drzln (1 Fexp {wm})
1 == z? 1
- 3./r; da Vx4 a® exp{Vz? + ) F1

gegeben. Durch das obere Vorzeichen werden Bosonen beschrieben und durch das untere
Fermionen. fz(a) kann in den Grenzfillen kleiner bzw. groBer o ausgewertet werden.




(1) @ = m/T klein (Hochtemperatur~Naherung): Die Entwicklung der Funktion
f-(a) fur Bosoren nach kleinen Arguimnenten, siehe Anhang A.1.2,

a4 2 2 3
f*””‘”ﬁ““LE““L[}”(%) 3 6]37 (1-14)

enthilt einen nicht-irivialen Term der Ordnung O(a®), wahrend man in eimer maiven
Taylor-Entwicklung von f..{a) nur Potenzen von (a*) erwarten wiirde, vergleiche Defini-
tion von f_(a). C = 0.5772... ist die Eulersche Konstante.

Die Entwicklung der Fermionenfunktion f,{a) enthilt keinen derartigen nicht-analy-

tischen Term und lautet
a 3

1 2 < Gé
s —— 2 - ot
n(ﬁ) 2+..ec} S (1.15)

Mit den angegebenen Entwicklung fiiv fo erhalt man den Druck freier Bosonen bzw. freier
Fermionen bei hohen Temperaturen,

gm? T4 (m) (m>3 45 (m)2(m>4
=9 1115
(T) =55 ﬁ‘*{ o) T057) Tl thleT) | \&r) T

fiir Bosonen mit ep = 2C mgwlntlm ~-1.73, (1.16)
2 = 2 2 4
- lis Gor) -~ 3 () | o)
AT) =55 32 [8 2 \z7) "2 | R GT) [\eT) T
) . . 3 )
fiir Fermionen mit cp = 20 — ;+1n4m 1.04. (1.17)

Im Vergleich zu dem bosonischen Ergebms sind hier einige Vorfaktoren anders und es
fehlt das Glied der Ordnung O ((m )3/2). Fiir m = 0 erhalt man den Druck und die

Energiedichte eines masselosen freien Bose~ bzw. Fermi-Gases {Stefan-Boltzmann-Tall},

R
psa(T) = § %5
90 & I 1 fiir Bosonen (1.18)
g #2 T4 S K Fermionen | e
essll) =075 3

Fermionen komnen im Gegensatz zu Bosonen einen Zustand im Phasenraum héchstens
einfach besetzen; im Fermionendruck auflert sich diese Tatsache durch eine effektive, klei-
nere Entartung ger = /s g. Auch die Teilchendichie eines Stefan-Boltzmann-Gases bel
der Temperatur T IaBt sich mit den im Anhang A.l.1 angefihrten Gleichungen leicht
angegeben,

T3 poo 2 3
g T ] x g TF
nsp(l) = o573 ] @r—F—— =gy 5 53 (1.19)
(1) 222 5% Jo exp{z} F1 giz) 5.3 KT SV 4
mit § 1 fi Bosonen
4y = ‘ X . .

gt 34 Fermionen

Der Faktor jz) = ¥4 = 1~2-3-1) hingt mit der Dimension des Phasenraumes zusaimimen.



(2) a == m/T grofl (Ndherung fiir schwere Teilchen): Fir die Funktion
fzlz) = ;/c& z%n (1 F exp (.,_ x? 4 a-’f’))

soll in dem Fall @ >» 1 keine Entwicklung, sondern lediglich eine einfache Abschatzung
angegeben werden. Unabhdngig von dem durch die Statistik bedingten Vorzeichen kann
man wegen 1n(1 + u) = u + O(%®) und V22 + a? = a[l + 2%/(2a?)] + O (z*/a®) fiir grofie
a abschatzen

flz) ~ /{;m dz z* exp (—-\/3:2 + csz)

O xz
dz 2 el — —

~ f T r°exp o= :
) 2a

f:s
2

~ a’? exp(—a).
Der Druck von Teilchen der Masse m = a T 1aBt sich bei sehr kleinen Temperaturen daher
abschatzen als

‘ g T“\/? m\/2 m
PT)=5555\3 (‘f) GXP{‘T}- (1.20)

Die massiven Teilchen {iben nur einen geringen Druck aus und sind bei kleinen Tempera-
turen im thermischen Gleichgewicht wegen ihrer groen Energie ¢ > m > T' stark unter-
drickt, es gilt n{T") ~ p(T)/T. Das erhaltene Ergebnis gilt unabhangig von der Statistik
der Teilchen, weil aufgrund der endlichen Masse bei kleinen Temperaturen alle Zustande
nur ‘sehr diinn’ besetzt sind und Unterschiede zwischen Boltzmann-, Fermi- und Bose~
Verteilung keine Rolle mehr spielen. Bis auf den Exponentialfaktor ist dies gerade das Fi-
gebnis, welches man auch fiir nichtrelativistische Teilchen der Masse m erhilt, denn die bei
der Integration von f. gemachte Naherung stellt nichts anderes als die Entwicklung der re-
lativistischen Dispersionsrelation fiir kleine Energien dar, /52 + m? = m+52/(2m)+....
Wihrend in der nichtrelativistischen Thermodynamik die Ruhenergie m der Teilchen oft
mit in das chemische Potential eingeschlossen wird (g ~ m —+ p'), betrachten wir hier
den Fall g = 0.

Die Konvergenzen der Hoch— und Tieftemperatur-Entwicklungen fiir f=(a),a = m/T$ 1,
sind in den Abbildungen 1.1 und 1.2 dargestellt. Man erkennt, daB die abgeleitete Glei-
chung (1.20) trotz der groben Naherungen fiir m /T = a 2 4 eine brauchbare Abschitzung
der GroBenordnung erlaubt.
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Abbildung 1.1: Die Funktion f.{a) fiir Bosonen {durchgezogene Linie) und
ihre Entwicklung fiir kleine ¢ in verschiedenen Ordnungen (gestrichelte Linien)
sowie die asymptotische Abschatzung fiir kleine Temperaturen (gepunktet).

Abbildung 1.2: Wie Abbildung 1.1, aber die Funktion fi{a} fiir Fermionen.
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1.2 Das Bag—Modell

Im Rahmen des Bag-Modells beschreibt man den Unterschied zwischen dem pertuz-
bativen und dem nichi-perturbativen Vakuum durch eine konstante Energie— bzw.
Druckdifferenz. Fér Hadronen ergibt das Modell ein diskretes Energiespektrum,
wihrend man fiir ein ausgedehntes, asymptotisch freies Sysiem eine phinomenolo-
gische Zustandsgleichung zur einfachen Beschreibung des QGP erhils.

1.2.1 Das Bag—~Modell fiir Hadronen

Die QCD ist heute als Theorie der starken Wechselwirkung allgemein anerkannt. Obwohl
die Grundgleichungen seit den T0er Jahren bekannt sind, gibt es aufgrund der Kom-
plexitit der Gleichungen neben perturbativen und numerischen Frgebuissen nur weni-
ge analytische Aussagen der nicht-perturbativen Theorie. Parallel zur Entwicklung der
QCD wurden daher Modelle zur Beschreibung der subnuklearen Physik entwickelt, deren
Grundannahmen zumeist phianomenologischer Natur sind (und deren strenge Begrindung
durch die QCD vielfach aussteht).

Ein populdres Modell dieser Art ist das Bag-Modell, das neben Arbeiten von Bogulju-
bov in der Mitte der T0er Jahre vor allem am MIT entwickelt wurde. Das Modell basiert
unter anderem auf der Beobachtung, da8 trotz intensiver Suche keine freien Quarks ge-
funden wurden. Das Bag-Modell beschreibt diese Tatsache durch die Annahme, dafl die
Quarks im Volumen der Hadronen (‘Bag’) eingesperrt sind (Confinement der Quarks)
und sich innerhalb des Bags wie freie Teilchen verhalten [?]. Wenn diese Annahme des
Bag~Modells auch (noch) nicht aus den QCD-Gleichungen abgeleitet wurden, so kann
man sich diese durch folgende heuristische f}beriegung plausibel machen:

Bei kleinen Abstanden wie dem Bag-Radius verringert sich die Kopplung zwischen den
(3uarks durch die asymptotische Freiheit, siehe auch Gleichung (1.38), und eine pertur-
bative Beschreibung ist moglich. Das perturbative Vakuum nahe der Quarks hat ei-
ne andere Struktur als das nicht-perturbative in grofien Entfernungen, wo die Kopp-
lungsstarke nicht mehr klein ist. Die Druckdifferenz zwischen beiden Vakua ist negativ,
AP = Ppert = Prpet = —B < 0, und bindet die Quarks zu Hadronen, siche Abbildung 1.3.
Die Randbedingungen der Wellenfunktionen der im Inneren des Bags als (quasi~)frei an-

Abbildung 1.3: Durch die bei groflen Entfer-
nungen wachsende Kopplung {‘Bag-Wand’}
werden die Quarks auf ein Volumen (in der
einfachsten Betrachtung auf eine Kugel) be-
schrankt.

genommenen Quarks werden so gewahlt, dal der Quarkstrom durch die Bag-Wand ver-
schwindet. Der Bag-Radius hangt von der Druckdifferenz — B ab. Bei gegebenem Bag-
Radius bzw. gegebener Bag-Konstante besitzen die eingeschlossenen Quarks ein diskretes
Energiespektrum. Durch eine geeignete Wah! von B lassen sich die {Ladungs—) Radien, die

12




magnetischen Momente und die Massen von verschiedenen Hadronen, die als Anregungs-
zustande der eingeschlossenen Quarks interpretiert werden, in gute Ubereinstimmung mit
dem Experiment bringen.

1.2.2 Das Bag—-Modell des QGP

Durch eine Uberlegung, welche an die Ideen des Bag-Modells ankniipft, kann man zu einer
Zustandsgleichung gelangen, die ein wechselwirkendes System von Quarks und Gluonen
modellhaft beschreibt: Bei grofien Driicken oder hohen Temperaturen sollten sich die Ha-
dronen (-Bags) iiberlappen und ein zusammenhéingendes Volumen (‘einen groflen Bag’)
bilden, in welchem die Kopplung schwach ist, siche Abbildung 1.4. Wahrend in dem

Abbildung 1.4: Unterhalb der Ubergangstemperatur 7, sind die Quarks im

‘Hadronenbag’ eingeschlossen. Bei der Temperatur 77 &ndert sich die Struktur

des Vakuums (‘Schmelzen der Bagwand’) und die Quarks und Gluonen bilden

ein ausgedehntes System quasi-freier Teilchen.
endlichen Hadronen-Bag die (quasi-)ireie Bewegung der Quarks ein diskretes Lnergie-
spektrum ergibt, wird das Spektrum in einem ausgedehnten System quasi-kontinuierlich.
Im thermodynamischen Limes und fiir verschwindende Kopplung sollten die thermody-
namischen Eigenschaften der Quarks also durch ein ideales Fermi-~Gas (1.18) beschrieben
werden konnen, d.h., p{T} ~ T4, Nun ist noch die im vorangegangenen Abschnitt dis-
kutierte negative Druckdifferenz zwischen dem pertubativen Vakuum im Bag und dem
realen Vakuum zu berlicksichtigen; man ersetzt einfach p — p — B. Damit erhilt man
fir das Quark-Gluon-System eine phanomenologische Zustandsgleichung der Gestalt

-

TY=AT*—B mit A= gug .
p( ) mltA g,ﬂ'goﬁg

{1.21}

Die dimensionslose Konstante gog ist die effektive Zahl der Fretheitsgrade des QGP. Fir
i = 0 ergibt sich die Energiedichte

e(T) = 3p(T)/0T — p(T) = 3AT* + B = 3p(T) + 4B .
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Bemerkung: Zu einer Zustandsgleichung dieser Art kann man auch durch die
Annahme eines allgemeineren Potenzreihen—Ansalzes

p(T) =qaq+a; T + Ct.gT2 s L'I3T3 “+ G.4T4

gelangen, da aus thermodynamischen Uberlegungen a; = ag = a3 = 0 folgt: Aus
p(T) ergeben sich die Entropie- und die Energiedichte (fiir 4 = 0)

s(Iy = 0p(TY/0T = ay + 2027 + 3asT? + 4asT?,
e(T) = s(TYT—=p = —ag+a2T? + 2a5T° + 3a,T*
= 3p(T) ~ dap — 36, T% — 2a27% — a3T°.

Aus dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik, %imﬂ s(T = 0, folgt a; = 0. Ei-

ne positive Energiedichte bei T = 0 erfordert ag =: —B < 0. Schliefilich miissen
nach der allgemeinen Hypothese 3p < e (siche Bemerkung im Abschpitt 1.1.1) und
wegen s(T'} > 0 die Koeflizienten a; und a3 verschwinden. Es ist wichtig zn bemer-
ken, daB damit die Entropiedichte auch fiir endliche Temperaturen gleich der eines
Stefan-Boltzmann—Gases ist. Diesen Sachverhalt kann man auch folgendermafien
formmlieren: Das Bag-Vakuum besitzt keine Entropie.

Im folgenden sollen die thermodynamischen Beziehungen fiir dieses Modell unter Berfick-
sichtigung eines endlichen chemischen Potentials p abgeleitet werden. Dazu werden die
Beitrige der Gluonen und der Quarks getrennt betrachtet {dies ist wegen der zunachst
angenommenen Wechselwirkungsireiheit moglich); der sich ergebende Gesamtdruck wird
schlieBlich um B verringert.

Die N, = 3? — 1 = 8§ masselosen Gluonen der SU(3)-Eichgruppe werden im Rahmen des
Bag-~-Modells als freie Teilchen mit der Entartung

gy =2-N,=18 (1‘22)

betrachtet. Weil die Anzahl der Gluonen in einem System keine erhaltene Grofle ist,
muB ihr chemisches Potential verschwinden: p, = 0 (vergleiche Bemerkung auf Seite 5).
Mit den Gleichungen (1.18) fiir masselose freie Bosonen erhalt man den Druck und die
Energiedichte der Gluonen

ﬁ.? T4
PQ(T) =4y §5 F’
= T4 (1.23)
eo(T) =30,(T) = 95 55 35 -

Die Quarks mit einer im Vergleich zur betrachteten Temperatur kleinen Masse kénnen
in erster Naherung als ebenfalls masselos angesehen werden. Bei verschwindender Ruhe-
masse ergibt sich aus Gleichung (1.7) fir einen Quarkfreiheitsgrad

, 1 T e z*
pu(T, 1) = ]ﬂ dz z

A0 135 .
672 & cxp{x_%}ﬂ
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P! = —¢, [p%] =

""""" 8 __ 0 . P

pPr=—c—p|p|=ctp

Abbildung 1.5: Die chemischen Potentiale von Teilchen und Antiteilchen un-
terscheiden sich im Vorzeichen. Durch die Verschiebung aller Energieniveaus
entsteht eine Asymmetrie zwischen Teilchen und Antiteilchen.

Der Index an p; soll an die Entartung ¢ = 1 erinnern. Dieses Integral kann fiir 4 5 0
nicht in geschlossener Form ausgewertet werden, es gibt jedoch verschiedene Reihenent-
wicklungen auch fiir endliche Ruhemassen, siehe z.B. [Hab]. Das chemische Potential der
Antiguarks ist gleich dem negativen chemischen Potential der entsprechenden Quarks,
vergleiche Abbildung 1.5. Wihrend auch der Druck py(T, ) = p1 (T, ~u} des zugehdrigen
Antiquarks nicht in geschlossener Form darstellbar ist, kann man dagegen fiir den Ge-
samtdruck

7 ; ]m J / ll 1

T T

einen einfachen Ausdruck ableiten. Zunachst wird der Ausdruck in den eckigen Klammern
durch Umbenennung der Integrationsvariablen geschrieben als

[ [ Ly N A

-7 expi{z}+1 w7t exp{z}+1

Durch eine neue Aufteilung der Integrationsintervalle, (2, + ) + (f3rp + J3° ) kann
dieser Ausdruck vereinfacht werden, *

0 30 e TV e (o TV ir— /TR
U &y &+ 8T f gp /T «;_]*dmt-r%#fl; s — /T
wfT 13

T expla}+1 - exp{z}+1 expiz} +1

Im mittleren Integral wird jetzt 2 — —z substituiert. Durch die aquivalente Umformung
{(exp(z) + 1) + (exp{—=z} + 117! = 1 lassen sich die ersten beiden Integrale zusammen-
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fassen und man erhalt?

0 s, [ ﬁwﬂ%+h1:l@y+6@yiwﬂi;_
L/wujrdx (4 u/T) +j;; de exp{z}+1 4 \T T/ 12 315

Damit ist der Gesamtdruck einer Sorte Quarks und Antiquarks gegeben durch

. I I e N TE ut
(T =5 | o5 3+ i+ 5o

(1.24)

Frinnert sei noch einmal daran, daB hier weder die Spin— und Flavor—, noch die Color-
entartung mitgezahlt wurden.

Mit Hilfe dieser Herleitung ist es auch mdglich, die effektive Teilchendichte ny; und
die Energiedichte e;7 zu bestimmen. Die Teilchendichte ist die Ableitung des thermody-
namischen Potentials nach dem chemischen Potential. Aus der Summe der Partialdriicke
erhalt man die Nettoteilchendichte,

dpu(T, Opu(T, =)
nli(T7 ‘u,) = nl(T, ,U,) - ni(T; au) - pléﬁ‘ M) - (aﬂ T
T

O(T,p)| |, Op(Ti)| _ 2

e = = 5= (pull}
5 T+ o . o (Pu( 1))

[ Ei 1.25

e [T A Trz] . (1.25)

Fir 7' = 0 ergibt sich der bekannte Zusammenhang zwischen Teilchendichte und der
Fermi-Energie eines relativistischen, entarteten Fermi-Gases (die Fermi-Energie ist fir
T =0 gerade p, weil die Fermi-Verteillungsfunktion (1.12) fir T' — 0 in die Stufenfunk-
tion @(e — p) libergeht). In impliziter Form bestimmt diese Beziehung bei gegebener
Teilchendichte und Temperatur das chemische Potential. Es ist klar, daB die Netioteil-
chendichte n,1(T, i) eine ungerade Funktion von g sein muB, weil das chemische Potential
die Asymmetrie zwischen Teilchen und Antiteilchen beschreibt; der Druck und auch die
Energiedichte milssen dagegen gerade Funktionen von p sein. Die Energiedichte ist fiir
masselose Teilchen gleich dem dreifachen Druck, vergleiche Bemerkung im Abschnitt 1.1.1.
Als Energiedichte des Quark- Antiquark-Systems erhilt man daher |
Ta? 74 272 4

eri(T, 1) = 190 7% + %-g;— + —S—;r% =3p1(T, ). (1.26)
Die angenommene Voraussetzung (wechselwirkungsfreier) masseloser Quarks Ist in dem
interessierenden Temperaturbereich T > 100 MeV fir die leichten Quark-Flavors u und
d in guter Naherung erfiillt, da m, ~ 5 MeV bzw. ma ~ 10 MeV abgeschitzt wird; dies
entspricht in der Abbildung 1.9 Werten von a < 0.1. Die schwereren Quarks mit einer
Masse M sind bei Temperaturen T < M im thermodynamischen Gleichgewicht exponen-
tiell unferdriickt, siche Gieichung (1.20), und werden hier vernachldssigt. Das s-Quark
wird meist auch als *schwer’ angesehen und nicht mit in die Betrachtung aufgenommen.
Der Grund dafiir ist, daf die Berlicksichtigung der mit der Temperatur vergleichbaren
Masse m, ~ 150 MeV des s~Quarks die Gleichungen etwas uniibersichtlicher machen,

*Integrale siche Anhang A1)
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die physikalischen Beziehungen jedoch nicht qualitativ verindern wiirde. (Die Zustands-
gleichung miiBte dann numerisch ausgewertet bzw. als Reihe (1.17) mit Gliedern hoherer
Ordnungen dargestellt werden.) Im folgenden Abschnitt wird auch gezeigt, wie sich ein
zusatzlicher, masseloser s—Freiheitsgrad auswirkt; dies stellt eine Abschéitzung fiir den ma-
ximal méglichen Effekt eines freien massiven s~Quarks dar. In den abgeleiteten thermo-
dynamischen Beziehungen werden die Quarkfreiheitsgrade Spin, Color und Flavor durch
den Entartungsfaktor § = (2s + 1)N.Ny beriicksichtigt, wobei im weiteren stets Ny = 2
gesetzt wird. Eine gebrauchliche Definition des Quark~Entartungsfaktors ist jedoch

gy =2 (28 + INLN; = 12N, =24 fiir Ny=2. (1.27)

g, unterscheidet sich von § durch den Faktor 2. Diese Definition ist im Fall p = 0
(‘Materie-Antimaterie-Entartung’} zweckmaBig.

Unter Berucksichtigung des negativen Vakuumbeitrages erhilt man fiir den Gesamtdruck
der Quarks und Gluonen im Bag-Modell mit den Gleichungen {1.23) und (1.24)
22 7 4 % .
T Lo, B H1_B. 1.2

pB(T‘i ,U:) 90 [8 g‘? +gg] h3 +gq 24&3 [T + 2?,:,2 ‘B ( 8)
Die Summe der Energiedichten der freien Quarks und Gluonen ist das dreifache der Sum-
me der Partialdriicke. Zur Energiedichte des Quark-Gluon-Gases im Bag—Modell kommt
noch der Vakuumwert B hinzu, so dafl man fiir die Energiedichte des Quark-Gluon~
Plasmas im Bag-Modell

€B(T, ru‘) = g(pB(Tv e"‘) -+ B) + B = 3PB(T7 1“) + 4B (1"29)

erhalt. Diese Beziehung gilt unabhinglg vom chemischen Potential p und erfillt die
Gibbs’sche Fundamentalgleichung

dps  Jps
ep(T,p)=—ps+ T - 5T #*5;;-

1.2.3 Der Phasentbergang im Bag—Modell

Die in den abgeleiteten thermodynamischen Beziehungen enthaltene Bag-Koenstante er-
hoht die Energiedichte und verringert den Druck des Quark-Gluon-Systems, wodurch ein
Deconfinement-Zustand ‘QGP’ mit einer gréBeren Anzahl von Freiheitsgraden modelliert
wird. Der negative Druckunterschied zwischen dem realen und dem perturbativen Vaku-
um schrankt das Gebiet der Existenz des Quark-Gluon—Systems in der {p, #)-Ebene ein,
denn ein System mit negativern Druck ist mechanisch nicht stabil und kann als Gleichge-
wichtszustand nicht existieren. Die Gleichung pg(T, u) = 0 liefert in impliziter Form eine
Grenze fiir das Gebiet, in dem das Bag~QGP instabil ist,
=2 7 T4 2 _ 2
0=5 |59+ 9] o [Tufﬁ%] -5

o A5

Aufgeldst nach p wird die Grenzlinie durch die Gleichung

(-‘ff— ) N CU ) PP S (1.303
B 1 T2 ELiA ’

mit ¢ = o (ﬁ"‘}g‘)iﬁ

CU«E ~
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bestimmt. Diese Grenzlinie verschwindenden Druckes ist jedoch micht mit der Phasen-
grenze zu verwechseln; der Phaseniibergang erfolgt schon bei endlichen Driicken. (Wie in

.ﬂ’
(h‘iB)llla

(ﬁ‘o’B)l/ 4
Abbildung 1.6: Die Linie verschwindenden Druckes legt das Gebiet fest, in
welchem das Bag-QGP instabil ist. Der Phaseniibergang zu der Confinement-

Phase muff auflerhalb dieses Gebietes stattfinden. Die Anzahl der effektiven
Quark-Flavors hat keinen allzu grofien Einflufl auf den Verlauf der Grenzlinie.

der Abbildung 1.6 deutlich wird, dndert sich die Situation bei Hinzunahme des s—Quarks
nicht wesentlich: Durch die grofere Zahl der QGP-Freiheitsgrade dehnt sich das Existenz-
gebiet des QGP lediglich etwas aus, aber der Kurvenverlauf ist qualitativ unverdndert.)
Die eigentlichen Phasengrenze wird durch die Gibbs’schen Bedingungen fiir das thermi-
sche, chemische und mechanische Gleichgewicht festgelegt,

Thadron = TQGP s Hhadron = HQGP, Phadron ™ PQGP - (1.31)

Der genaue Verlauf der Phasengrenze hingt von den (nicht genau bekannten) Zustands-
gleichungen pradven(T, ) und poap(T, i) der hadronischen Materie bzw. des QGP ab. In
jedem Falle aber muB die Phasengrenze auflerhalb des Gebietes pogp < 0 liegen, in dem
das QGP mechanisch instabil ist.

Nachdem hiermit im nachhinein das in der Einleitung gegebene Bild des hadronischen
Phaseniibergangs bei sowohl endlichen Temperaturen als auch endlichen chemischen Po-
tentialen (d.h., bei endlichen Baryonendichten) etwas erlautert wurde, wird im folgenden
stets der Teilchen-Antiteilchen—symmetrische Fall angenommen, g = (. Diese Annahme
ist fiir das QGP, wie es in Schwerionenstdfien erzeugt werden kénnte, durchaus nicht sehr
einschrinkend, da nach Shuryaks ‘hot glue’-Szenario [Shy} in der zentralen heiflen Regi-
on des entstehenden Plasma-Schlauches die Teilchen durch die Antiteilchen wahrschein-
lich weitgehend balanciert werden. Auch der kosmologische Phaseniibergang von einem
Deconfinement~ zu einem Confinement-Zustand des Universums hat allen Frwartungen
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nach bei einem fast ausgeglichenen Verhiltnis von Materie zu Antimaterie stattgefunden,

siehe z.B. [Ka94b].

Der Phaseniibergang des Bag-QGP zu hadronischer Materie 1a8t sich durch eine einfache
Annahme @ber die hadronische Phase leicht studieren und stellt das Vergleichsmodell dar,
an welchem alle spiteren Aussagen gemessen werden sollen:

Der Druck der hadronischen Phase wird bei niedrigen Temperaturen durch den Parfial-
druck der leichtesten Hadronen dominiert. Die Pionen it einer Masse von m, = 140
MeV konnen in einer ersten Naherung im gegebenen Temperaturbereich T ~ 200 MeV als
masselos und frei idealisiert werden, wihrend im thermischen Gleichgewicht die anderen
Hadronen aufgrund ihrer groBen Masse (M 2 Mgz ~ 500 MeV) stark unterdriickt sind
und hier vernachlissigt werden, siche Gleichung (1.20).

Durch eine einfache Uberlegung kann man zeigen, daf zumindest die Vernachlissigung
der elektromagnetischen Wechselwirkung der Pionen gerechtfertigt ist. Die Teilchendichte
freier Pionen ist in der Hochtemperatur-Naherung (T 2 m, = 140 MeV) gegeben durch
die Gleichung (1.19),

(3 ° T

=~ 0.37 —

so daB der mittlere Pionen—Abstand von der Gréflenordnung

B
r ~ s Z

T T

ist. Demzufolge ist die typische Coulomb~Energie eines Pions

]

1 I

€o v €2 modah (w) ~dral
r T

@ = e?/(dxh) = Y37 ist die Feinstrukiurkonstante. Die typische kinetische Energie eines

Pions ist von der GrofBenordnung der Temperatur (‘relativistischer Gleichverteilungssatz’),

Cp m~ T .
Der Vergleich der Coulomb-Energie mit der kinetischen,
ee~val € T~eg,

zeigt, daf das Pionenplasma nicht sehr stark vom idealen Verhalten abweicht.

Genauer kann die Korrekiur zur Energiedichte eines Stefan-Boltzmann-Gases mit der Me-
thode von Debye berechnet werden, siehe z.B. {LL3, §78]. Man nirumt hierbei an, daff jedes
Teilchen der Sorte @ mit der Ladung e, = z,e von einer Ladungswolke der anderen Teilchen
umgeben ist, die das Coulomb-Potential abschirmt. Fiir ein als Ganzes neuatrales Plasma
miissen bei verschwindender Wechselwirkung die idealen Teilchendichten n{™ der Bedin-
gung 3, nl%z, == 0 geniigen. Bei ‘cingeschalteter’ Wechselwirkung und hoben Temperatu-
ren werden die Teilchendichten n, um ein z;—fach geladenes Teilchen durch die Boltzmana-
Verteilung bestimmt, n, = nl® exp{—z,eds/ T} = nd1~z,09:/T]. Well andererseits Aoy
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nach den Maxwell-Gleichungen mit der Ladungsdichte e ¥, n,z, = — 5, nl®22 &2, /T
verkniipft ist, wird die Potentialverteilung durch die Poisson—Gleichung

‘ . ool [@)Pha o (4%)ha 2¢(3) T°
Agy~ A" gy =0 mit A =TT ung)mm‘—fmwmﬁ"émmfé"
gegeben. Fir das betrachtete Pionengas erhilt man mit 22, = 22 =1, z,0 = 0 eine tem-

w
peraturabhangige charakteristische Lange A, die proportional zur Feinstrukturkonstanten

a = ¢ /(4nh) ist. Als Losung ergibt sich ein exponentiell abklingendes Potential um das
Pion mit der Ladung e = ze,

() = & ERETIN

Aufgrund der Comptonschen Beziehung A = %/m entspricht dieses elektrische Feld um
eine Ladung dem, welches durch Bosonen der Masse

m = ‘/(4?r)2ag—g-§~)n Tr~aT

vermittelt wiirde (‘massive Photonen’). Far Felder ¢ ~ 1/r wiirde die Coulomb-Energie
des im (Ganzen neutralen Plasmas verschwinden, durch die Abschirmung der geladenen
Pionen (Teilchen-Korrelation) ergibt sich jedoch eine endliche Korrektur,

Ekor ‘)C(S) 72 T4
€kor = = _\/_ ( 2 33
Das Verhaltnis zur Stefan-Boltzmann-Energiedichte,
Ly oY
—(8a¢(3)”
3x2/30

Ekor
CsB

P

~ 61073,

ist vernachlassigbar klein und (in unserer Naherung m. ST') temperaturunabhingig.
Die Pionen existieren in drei Isospin-Projektionen: =%, ™, x". Die geladenen Pionen
sefzen sich aus zwel u— und d-Flavors zusammen (ud bzw. Td), wihrend das neatrale =°
ecine Mischung von Quarks und Antiquarks beider Flavors ist. Durch die Vernachlissigung
der s-Quarks erhalt man also ein Modell ohne Seltsamkeitsfreiheitsgrade. Die Pionen als
Spin-0-Teilchen unterliegen der Bose-Finstein—-Statistik. Der Druck und die Energiedichte
dieses dreifach entarteten Stefan-Boltzmann-Gases folgen aus Gleichung (1.18),

. ol A
AT = g — —x it ga ==
Pr (T) B 90 ﬁS mit g 3'}
‘ 7',.2 T4
ATV = 3pAT) = gp o — .
o(T) = 3pe(T) = gu oo
Die Gleichungen (1.28) und (1.29) fir das Bag-Modell vereinfachen sich im Falle = 0,
i
pil) = gy a0 };“ﬁ“ - B,
- o . el
eg(T) = 3ppil)+4B = 903555+ B,
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wobei die effektive Entartung des QGP

o

7
Gqg = [g Gq T+ gg} (1.32)

ist. Die Phasentibergangstemperatur 7, wird durch die Gleichheit der Driicke der beiden
Phasen bestimmt, siche Gleichung (1.31),

p(Te) = pr(T1e) - (1.33)

Dies liefert eine Beziehung zwischen der Bag-Konstanten und T; {dab es eine solche Be-

ziehung geben muf, ist klar, denn wiirden alle Teilchen als ideales Gas beschrieben, gibe

es keine physikalische Skala, die T, festlegen kdnnte),

T = - 0 B, (1.34)
7{2([‘8“ gq + 99} - Qr)

Am ﬁbergangspunkt wandelt sich die Phase mit dem niedrigeren Druck in die mit dem
hoheren Druck um. Die Ableitung des Druckes bestimmt jedoch die Energiedichte der
jeweiligen Phase, so dafl sich die Energiedichte bei der Phasenumwandlung éndert,

Ae = ep(T.) — ex(T:) = 3pp(1,) + 48 ~ 3p.(T%) = 4B. (1.35}

Dieses unstetige Verhalten der ersten Ableitung des thermodynamischen Potentials, d.h.,
die endliche latente Wirme Ae, zeigt einen Phaseniibergang erster Ordnung an. In den
Abbildungen 1.7 und 1.8 wird der Einfluf der Zahl Ny der effektiven Quark-Flavors
dargestellt>. Wihrend der Druck des Quark-Gluon~Gases in der unmitielbaren Umge-
bung der Ubergangstemperatur nicht stark von N; abhingt, vergleiche Abbildung 1.7,
wird beim ‘Ausfrieren’ einer grofleren Anzahl von Quarks bei T, eine deutlich grofere
latente Warme Ae freigesetzt, siche Abbildung 1.8.

Die Aufeahme der seltsamen Quarks in die Betrachfung dndert im wesentlichen nur die Thermodyna-
mik der Deconfinement—Phase, da die seltsamen Hadronen aufgrund ihrer grofien Masse (M, £ 500 MeV}
thermisch unterdriickt sind {typische Korrekturen liegen in der Griflenordnung von 10%).

‘)1
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Abbildung 1.7: Der skalierte Druck P := p(T) [214/(90 53)}—1 des idealisior.
ten Pionengases (gepunktete Kurve) und des Bag-QGP mit Ny = 2 Quark—
Flavors bzw. mit Ny = 3. Unterhalb der ﬁberga,ngstempcmtm T, liegen im
Gleichgewicht Pionen vor, die bei T, in Quarks und Gluonen dissoziieren. Die
Anzahl der effektiven Quark-Flavors ist erst bei hohen Temperaturen wesent-

lich, nicht aber in der Umgebung von 7.

Cn
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i .Nf =3 e ]
N [ R
Pionengas -
............................... , l
1 2

T/T,

Abbildung 1.8: Die skalierte Energiedichte £ := (T) [#2T% /(30 *)]"" des Pio-
nengases und des Bag-QGP. Die latente Warme, die bei der Phasenumwand-
hung freigesetat oder verbraucht wird, hangt semsitiv von der Zahl N; der

Flavors ab.
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1.3 Das Gluonengas

Der thermodynamische Apparat fiir Quanteneichfelder wird skizziert. Die perturba-
tive Zustandsgleichung der Gluonen bei hohen Temperaturen urd ein phinomenolo-
gisches Modell werden mit thermodynamisch konsistenten Ergebnissen der SU(3)-
Gittereichtheorie verglichen.

1.3.1 Allgemeines zur Thermodynamik von Eichfeldern

Die thermischen Eigenschaften eines beliebigen physikalischen Systems werden durch die
Angabe der Zustandssumme Z beschrieben. Z ist die Summe der Haufigkeiten aller
moglichen Zustande des Systems im thermodynamischen Gleichgewicht. Fiir Quantenfel-
der ® kann die Zustandssumme als ein Funkiional-Integral {iber alle méglichen Feldkon-
figurationen ausgedriickt werden, siche z.B. [Ber],

Z0(8,V) = [ DO exp {~S.[9](5,V)} -

Die sogenannte Buklidische Wirkung Se ist ein Funktional der Feldkonfiguration ®(#*)
und eine Funktion der Temperatur T =: 8" und des Volumens V',

SBH(B, V) = /Gﬁdt jv Po £(0(3), (5,0)(7")) mit 2# — ¥ = (it, ).

Je nach der Statistik, der die Quanten des Feldes gehorchen, wird die Integration iiber
‘periodische’ oder ‘antiperiodische’ Feldkonfigurationen gefiihrt,

L W [ —®(8,5) . Fermionen
vE . ®(0,%) = {+@(g,§) far Bosonen .

Die Lagrangedichte der Eichfelder A%, a = 1...{N? ~ 1), der Gruppe SU(V,) ist wie in
der U(1)-Elektrodynamik eine Lorentz—invariante quadratische Form der Feldstirken®,

1
- R

4_;.«.110.

L= —

Die Feldstarke des Gluon—-Feldes mit dem Colorindex «

P2, = 0,4 — 0,45 + g [ AL A

Fry

unterscheidet sich von der elekiromagnetischen Feldstirke wm den quadratischen Term
g f%GAf;Aj. Die Strukturkonstanten f%. werden durch die Algebra der Generatoren 7

(7 =1...N2 ~1) der SU(N,) definiert,

[T 78} = 1 £570

Die Strukturkonstanten Abelscher Eichgruppen sind identisch Null. Der nicht-Abelsche
Term beschreibt eine Selbstwechselwirkung der Eichfelder mit der Kopplungsstarke g. Fiir
‘erofie’ Impulse L wird der EinfluB der Selbstwechselwirkung geringer,

DA s EAE) 2 glh)ATR)

Die Einsteinsche Summenkonvention ist hier sinngemil auch anf den Colorindex 2 anzuwenden: ob
ein Index oben oder unten steh:, hat allerdings keine Bedeutung.
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und die nicht—Abelschen Eichbosonen soliten den Photonen der Elektrodynamik ‘ahn-
licher' werden und daher durch perturbative Methoden beschreibbar sein. Da andererseits
die Abhangigkeit der Felder A vom Impuls durch die Bewegungsgleichungen gegeben ist,
stellt die Ungleichung eigentlich eine Bedingung fiir ¢(k) dar, unter der dies tatséchlich
der Fall ist. Eine Anwendung der Storungstheorie fiir groe Impulse ist nun insofern konsi-
stent, als daff im Rahmen dieses Apparates mit Hilfe der Theorie der Renormierungsgrup-
pen gezeigt werden kann, daf die ‘laufende’ Kopplungskonstante g{k) mit wachsendem
Impulsiibertrag kleiner wird. Dies wird als asymptotische Freiheit der nicht—Abelschen
Eichfeldtheorien bezeichnet.

1.3.2 Gibt es einen gluonischen Phaseniibergang?

In der Einleitung wurde versucht, den hadronischen Phasentibergang durch die Betrach-
tung des freien Pionengases plausibel zu machen, ohne in irgendeiner Form auf die Rolle
der Gluonen einzugehen. Da jedoch die Eichbosonen der QCD direkt miteinander wechsel-
wirken, ist selbst ein QCD-Phasentibergang im rein gluonischen Sektor durchaus denkbar.
Tatsachlich gibt es sowohl theoretische als auch erste experimentelle Befunde, die auf die
Existenz von gebundenen Gluonenzustinden, die die Confinement~Phase bilden kdnnten,
hindeuten. Aus numerischen Rechnungen wird geschlossen, dafi die Massen dieser so-
genannten Glueballs in der GroBenordnung von 1 GeV oder etwas dariiber liegen. Hier
soll ein eher formales Argument fir einen gluonischen Phasenilibergang angefiihrt werden

[Kap89l.

Aufgrund der Eigenschaft der asymptotischen Freiheit wird die impulsabhangige Kopp-
lungskonstante e (k) fiir groBe Impulse (oder kleine Abstande) kleiner und der Apparat
der Stérungsrechnung kann angewendet werden. Dies gili auch fiir ‘hohe’ Temperatu-
ren, denn im thermischen Gleichgewicht ist der mittlere Impuls k& mit der Temperatur
verkniipft, k& ~ T, und bei 2-Teilchen-Prozessen wird der iibertragene Impuls grof.
Daher kann durch die Berticksichtigung von Wechselwirkungsgraphen einer gegebenen
Ordnung die Zustandssumime oder der Druck (als thermodynamisches Potential) bei ho-
hen Temperaturen nach den Potenzen der Kopplungskonstanten o, entwickelt werden
(Hochtemperatur-Entwicklung),

pT)=p(T)+p(T)+ - . (1.36)

In niedrigster Ordnung ist das Gluonensystemn ein Gas freier masseloser Bosonen mit dem
Druck eines Stefan-Boltzmann~Gases, siehe Abschnitt 1.2.2
7% T4
pD(T)mgg—gEF mit gg=2nf\°g mlﬁ

Die Wechselwirkungsgraphen niedrigster Ordnung O{a,) liefern einen negativen Beitrag
zum Druck, was gewissermaflen durch die Bezeichnung ‘Gluonen’ suggeriert wird. Neben
den rein gluonischen 3~ und 4-Punkt—Wechselwirkungen gibt es in einem Gluonengas noch
endliche Beitrage der sogenannten Geist-Felder, siehe Abbildung 1.9. Die Quanten dieser
Felder sind als reale Teilchen nicht beobachtbar, treten aber sehr wohl in der Berechnung
von Schleifengraphen auf und kompensieren unphysikalische Freibeitsgrade der QCD.

Bei der Berechnung der héheren Ordnungen treten Probleme durch Infrarot-Divergenzen
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Abbildung 1.9: Die Feyman~Graphen, die mit der Ordnung O(a,) zum Druck
(zur Zustandssumme) des Gluonenplasmas beitragen. ‘ oo’ stellen (Gluonen
dar und ¢ ----- " sind Geistfelder.

auf. Einige der divergenten Graphen der Ordnungen Ofa?), n > 2, koénnen jedoch zu
einem endlichen Ergebnis aufsummiert werden?, siehe Abbildung 1.10, und liefern einen
Beitrag von der Ordnung O(e¥/?) [Kap79]. Dieser sogenanute Plasmon-Term zeigt, daB

o@e{o Do) o 37 5l

Abbildung 1.10: Der Beitrag der Ordnung O(a/?) ist eine unendliche Summe
von Termen der Ordnung O(a®), n > 2, die jeder fir sich divergent sind,
in der Aufsummation aber ein endliches Resultat ergeben. * T ist der
renormierte gluonische Polarisationstensor. (In einem reinen Gluonenplasma
fehlen die Quark-Schleifengraphen.)

anch bei relativ schwachen Kopplungen nichi-storungstheoretische Effekte von Bedeutung
sind. Bis zur Ordnung O(«®?) erhilt man (unter Beriicksichtigung der entsprechenden

oG bt
#In ahnlicher Weise kann die unendliche Summe Z («}l) = 1 [ ven bei ¢ = { divergenten
z I -
ne=l

Summanden formal in einen Ausdruck umgeformt werden, der *bei z = 0 endlich’ ist.



Geist—Beitrage) fir den Gluonendruck das Resultat

p(T0.) = potpr+payz+...

L 2 v 2 1.37
9555 77 |1 a(4r)+ 40(%‘) -%O(as)—i—...}. (1.37)

Es ist ebenfalls bekannt, siehe [Kap79], da8 in der folgenden Ordaung O{a?) ein Term
der Gestalt o In(«,) vorkommt.

Mir die laufende Kopplungskonstante o, kann das Resultat niedrigster Ordnung der
Renormierungstheorie eingesetzt werden, denn die folgenden Glieder liefern Terme, die
in der Entwicklung (1.37) bis zur Ordnung O{a%/?) ohnehin nicht mehr berficksichtigt
werden. Der Ausdruck fiir die Kopplungskonstante lautet [Kap79}

2 2
9 4r 1 _L_ ;
(k) = = T In [(A) } , (1.38)

wobei Ny als Zahl der effektiven Quark-Flavors im Gluonenplasma N; = 0 gesetzt wird.
A ist eine Renormierungskonstante. Im thermodynamischen Gleichgewicht ist der mittlere
Impuls & masseloser Teilchen direkt mit der Temperatur verkndipft,

. [k [exp(Be) = 7 [ kA [exp(8E) - 117
<k > = ==
[ &3k {exp(Be) — 1]-1 J &k [exp(Be) ~ 1]
5049 f @z 2 fexp(z) — 1]
8-3 f dBx exp(z) — 1]1
Unter Vernachlassigung von Beitragen héherer Ordnung darf hier die freie Energie-Impuls-
Relation ¢(k ) = |k | angenommen werden. Wegen & ~ T 1aBt sich daher nach Einfithrung

einer neuen Konstanten 7™ ~ A ein Ausdruck fir die temperaturabhingige Kopplungs-
konstante angeben,

o 9T ax alf Ty
(1) o T2 o g [(T” . (1.39)

~ T,

In der Abbildung 1.11 ist die Abhangigkeit des Gluonendruckes von der Temperatur nach
Gleichung {1.37) in den verschiedenen Ordnungen dargestellt. Der Druck (pq + p1) der
Ordnung Ofe,) wird fiir kleine Temperaturen

T <T i=exp{15/22)T" s 27" (1.40}

negativ. Dieses Resultat ist unphysikalisch und bedarf einer Interpretation, denn ein
System mit negativem Druck ist mechanisch instabil und und kann als Gleichgewichtszu-
stand nicht existieren. Der Beitrag psj» der Ordnung O(o®/?) kompensiert fiir Temperatu-
ren T < T exp(128/11) ~ 10° T den negativen Beitrag p;. Unterhalb dieser Temperatur
ist der Druck po + py + paje daher grofler (1) als der des freien Gluonengases und besitzt

auBerdem bei
a2 = exp{3/8) T =~ 15T

ein Minimum. Das impliziert, da die Entropiedichte 5 = 9p/0T bei T3/, verschwindet
und unterhalb von Thss sogar negativ wird, was ebenfalls ein unphysikalisches Ergebnis
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Abbildung 1.11: Der Druck eines Gluonenplasmas ist in nullter Ordnung pro-
portional zu T*. Bei Beriicksichtigung der Beitrage der Ordnungen O{q,) bzw.
O(/?) ergeben sich fiir Temperaturen in der Grofenordnung der Normie-
rungstemperatur T starke Abweichungen von dem Stefan-Boltzmann-Gesetz,

ist.

Beide Tatsachen zeigen, dafl die Extrapolation der stérungstheoretischen Ergebnisse zu
kleinen Temperaturen zu inneren Widerspriichen fiihrt, wihrend fiiv sehr hohe Tempera-
turen die Entwicklung (1.37) eine recht gute Konvergenz zeigt. Die perturbative Reihe
ist jedoch eine Entwicklung nach einer Basis freier Zustinde. Die physikalischen Inkon-
sistenzen sind somit ein Hinweis darauf, daB eine Entwicklung nach einer ‘freien Basis’
nicht der Physik bei kleinen Temperaturen und starken Koppluugen angepaBt ist.

In diesem Sinne sind die in den Entwicklungen po + py bzw. po +p1 + paje bei T ~ 17
auftretenden inneren Unstimmigkeiten als ein Hinweis auf die mogliche Existenz einer
anderen, stabileren Phase bei 7' < T* anzusehen sowie auf die Notwendigkeit, nahe 1~
nicht-perturbative Methoden anzuwenden.

1.3.3 Die Ubertragung des Bag-Modells auf das Gluonengas

Im Abschnitt 1.2.2 wurde zur einfachen nicht-perturbativen Beschreibunyg eines stark
wechselwirkenden Systems von Quarks und Gluonen das Bag-Modell vorgestellt. Die
dort eingefithrte Bag-Konstante B beriicksichtigte den Energieunterschied zwischen dem
realen und dem stdrungstheoretischen Vakuum. Es ist nun interessant zu fragen, wei-
che Gemeinsamkeiten zwischen dieser nicht-storungstheoretischen, phénomenologischen
Betrachtungsart und der im letzien Abschnitt diskutierten periurbativen Entwicklung
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bestehen.

Um diesen Vergleich vornehmen zu kénnen, muB die charakteristische Skala des Bag-
Modells, die Ubergangstemperatur 7} oder die Bag-Konstante, mit der ‘Renormierungs-
temperatur’ 7™ der temperaturabhéngigen Kopplungskonstanten (1.39) in Beziehung ge-
bracht werden. Eine natiirliche, wenn auch nicht zwingende Wahl ist die folgende: Die ‘Re-
normierungstemperatur’ T* wird so festgelegt, daB der Druck in der ersten Stoérungsord-
nung po(T) + p1(T') bei der Ubergangstemperatur T, des Bag-Gluonengases verschwindet
(siehe Gleichung (1.28) mit g = 0 und g, = 0); dies entspricht nach Gleichung (1.40)

T = exp(—15/22) T . {1.41)

Der Vergleich des Bag-Druckes mit po(7") + p1(T') in der Ordnung Ofes) zeigt das inter-
essante Resultat, siehe Abbildung 1.12, daB die nicht-perturbative, phinomenologische
Betrachtungsweise qualitativ &hnliche Vorhersagen macht wie die storungstheoretische in
niedrigster Ordnung. Der Druck po -+ py + pajz mit Beitrigen der folgenden Ordnung in

- i I ! -

o —
102 F Bag -
Potp1----

T/T,

Abbildung 1.12: Der Vergleich des Druckes in der ersten Strungsordnung (zur
Wah! der ‘Renormierungskonstanten’ siehe Text) mit dem Bag-Modell zeigt
den in beiden Fallen verringerten Druck nahe T*; fiir gréflere Temperaturen
miindet der Bag-Druck jedoch schneller in das Verhalten p ~ T des idealen
Gases ein.

der Storungsreihe zeigt offenbar gerade die entgegengesetzte Tendenz fiir den Tempera-
turbereich um 7, siehe Abbildung 1.11.

Sieht man die physikalische Intuition, die auf den Gedanken des Bag-Modells fihrte,
als zumindest qualitativ richtig an, so muB man aus dieser Tatsache folgenden Schluff
zichen: Das Resultat der ersten Stérungsordnung ist physikalisch plausibel. Die Beitrige
der folgenden Ordnung O(o?/?) liefern jedoch bei ‘kleinen’ Temperaturen ein Ergebnis,
welches nicht den physikalischen Erwartungen entspricht. Dies deutet noch nicht mit
Notwendigkeit auf den Zusammenhruch der Storungstheorie hin, ist aber ein Zeichen
dafiir, da die bisher nicht bekannten Terme hoberer Ordnung nicht vernachldssigbar

bng
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klein sein konnen. Um insgesamt ein vernunftiges Krgebnis zu erhalten, missen die Terme
héherer Ordnung beriicksichtigt werden.

1.3.4 Gitter~Daten und ihre Interpretation

Die Zustandssumme ist, wie im Abschnitt 1.3.1 beschrieben, ein Funktional-Integral
iiber alle Feldkonfigurationen des gegebenen Quantensystems mit der Lagrange-Dichte
L. Wahrend im Falle kleiner Kopplungsstarken eine Entwicklung der Zustandsumine der
(Hluonen nach Potenzen von a, mdglich ist, vergleiche Abschnitt 1.3.2, konnten die Ei-
genschaften ‘stark’ wechselwirkender Gluonen bisher nur durch numerische Berechnung
verlaBlich studiert werden. Hier kénren nur einige Ideen der numerischen Methoden zur
Behandlung der Quanteneichfeldtheorien umrissen werden; eine Einfihrung in die soge-
nannte Gitier-Eichfeldtheorie und speziell der Gitter—-QCD findet man z.B. in [Rot].

Durch eine Diskretisierung des Zeit-Raum-Kontinuums zu einem Gitter mit der Gitter-
konstanten a gehen die Funktionalintegrale in Summen iiber, die mit einem Computer,
wenn auch mit einem betrachtlichen Aufwand, ausgewertet werden konnen. Die Linge a
legt auf dem Gitter eine typische Impulsskala fest, k ~ o™, auf die alle relevanten Grofen
zu beziehen sind. Auch die impulsabhingige Colorladung g{k) wird durch den Gitter-
abstand reguliert, der Zusammenhang g{a) wird durch die sogenannte QCD-5F-Funktion
beschrieben, —adg/0a =: Bqon(g). Bei der praktischen Berechnung der Funktionalin-
tegrale macht man sich die frele Wahl der Fichung zunutze und summiert statt dber
die Feldkonfigurationen iiber die Elemente der Eichgruppe SU(¥,), siehe [Will. Um den
Rechenaufwand in Grenzen zu halten, werden zur numerischen Auswertung Monte-Carlo-
Methoden verwendet. Als Ergebnis hinreichend langer Iteration erhalt man die Zustands-
surnme als Funktion der Colorladung g bzw. der QCD-#~Funktion. Die physikalische
Interpretation dieser Daten ist aus zwelerlei Griinden recht schwierig.

(1) Es ist keineswegs offensichtlich, daB man von einem endlichen Gitter auf
ein unendlich ausgedehntes Gitter und im thermodynamischen Limes sogar
auf das Kontinuum schlieBen kann®. Zum einen ist auf einem endlichen Gitter
das Impulsspekirum diskret und beschrankt. — Die im Kontinuum auftreten-
den Divergenzen in bestimmten Graphen werden daher auf dem Gitter ‘au-
tomatisch’ regularisiert, wobei nicht von vornherein klar ist, welche Artefakte
die Wahl des Gitters liefert. Andererseits ist bekannt [En82], daB selbst das
wechselwirkungsfreie Gas auf einem endlichen Gitter einen anderen Druck und
eine andere Energiedichte als im thermodynamischen Limes besitzt; der Zu-
samnmenhang eg = 3pp behalt jedoch weiterhin Giiltigkeit. SchlieBlich kann ein
Phaseniibergang, den man zu finden hofft, auf einem endlichen Gitter im stren-
gen Sinne iiberhaupt nicht stattfinden, da alle Unstetigheiten in Abhdngigkeit
von der Gittergrofle ausgeschmiert werden.

(11) Wie bezieht man die errechneten Daten auf physikalische Gréflen, d.h.. wie
lautet der Zusammenhang zwischen der QUCD-3-Funktion und der Tempera-
tur? Verwendet man perturbative Resultate niedriger Ordnung {sogenannter

5Ein typisches, berechenbares Gitier ist von der GrdBe 4 16% und erscheint ‘recht kiein®. Die relevante
Zah! zur Beurteilung der Grofie eines Gitters ist jedoch die Zahl benachbarter Gitterpliitze {Linksy, In
diesem Sinne ist ein 4 x 16 Gitter mif ca. 85000 Links schon ‘recht groB’,
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weak-coupling Limes), so erhalt man thermodynamisch inkonsistente Aussagen
wie p < 0, e # T0p/0T — p, so daB dies keine geeignete Prozedur ist.

Eine Methode der Behandlung der sogenannten finite size-Probleme (i) ist die Verwen-
dung von verschieden grofen (iittern, auf denen nicht der Druck und die Energiedichte
als physikalisch bedeutsame GréBen angesehen werden, sondern deren Verhéltnis zu den
Werten eines Stefan-Boltzmann-Gases auf dem Gitter,

Pinen Ausdruck fiir die in (i) gesuchte S-Funktion kann man erhalten, indem das
analytisch berechenbare weak-coupling Resultat in geeigneter Weise verallgemeinert und
als ein Ansatz mit gewissen Koeffizienten verwendet wird. Die Koeffizienten konnen
jeweils fir ein bestimmtes Gitter aus (numerischen) nicht-perturbativen Berechnungen
ermittelt werden. Man erhalt die S-Funktion in Abhingigkeit der Gitterkonstanten a.
Weil @ als Lingenskala auch eine Energie- bzw. Temperaturskala vorgibt, a./a = T'/T,
mit gewissen Konstanten a. und 7Tt, kann man den Gitterabstand eliminieren und erhalt
die Kopplungsstarke als Funktion der skalierten Temperatur T/T;. Eine spezielle Wahl
von T, ist die Ubergangstemperatur bei dem vermuteten gluonischen Phaseniibergang.

Das Resultat einer in dhnlicher Weise interpretierten Gitterrechnung, vergleiche [En90],
ist in der Abbildung 1.13 dargestellt. Im Gegensatz zu den nicht-interpretierten Daten in
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Abbildung 1.13: Energiedichte und Druck des Gluonenplasmas in Einheiten
der entsprechenden Stefan-Boltzmann-Gréfen in Abhangigkeit von der skalier-
ten Temperatur. Die Gluonen~Gitterdaten sind thermodynamisch selbstkonsi-
stent: e = Tp'—p (gestrichelte Kurve), Daten aus Referenzen {Bro] und {En90].

[Bro] sind diese Ergebnisse thermodynamisch selbstkonsistent, d.h., die aus den Gitterda-
ten fiir den Druck berechnete Energiedichte T8p/87T -- p(T’) stimmt mit den Gitterdaten
e sehr gut iberein. (Bezieht man Druck und Energiedichte auf die Werte eines Stefan-
Boltzmann—Gases, so lantet die Gibbs'sche Beziehung efesp = 1 T0(p/pss)/dT +p/pss-)
Die Tatsache p/psp < e¢fesp ist in ﬁhereinstimmung mit der allgemeinen These 3p < e,
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siehe Abschnitt 1.1.1. Die skalierte Energiedichte steigt zunichst bei T' 2 T, stark an,
nahert sich aber fiir steigende Temperaturen (wie auch der Druck) nur sehr langsam
dem Verhalten eines Stefan-Boltzmann-Gases an. Die einfachen Zusammenhinge ey ==
3po, €o/ess = po/psp fir ein freies Gas auf dem Gitter sind durch das Gluonengas im
gegebenen Temperaturbereich offensichtlich nicht erfiilllt. Das deutet darauf hin, daB auch
bei T'/T, ~ 2 nicht-perturbative Effekte von grofier Bedeutung sind®.

Trotz dieser Feststellung ist ein Vergleich der perturbativen Ergebnisse mit den Gitter—
Daten recht interessant. Wie bereits im Abschnitt 1.3.3 bemerkt wurde, ist die Voraus-
sage fiir den Gluonendruck in erster Storungsordnung verniinftig {Absenken des Stefan-
Boltzmann-Druckes), wihrend die Beitrage der folgenden Ordnung O(a?/?) ein unphysi-
kalisches Ergebnis liefern (bei ‘kleinen’ Temperaturen und ohne die unbekannten Terme
hoherer Ordnung). Aus diesem Grunde verwenden wir bei dem anzustellenden Vergleich
als thermodynamisches Potential den Druck po(T') + p:(T") in erster Ordnung, siehe Glei-
chung (1.37). Die ‘Renormierungstemperatur’ 7* in Gleichung (1.39) wird wieder so
gewahlt, dall po(T)+p:(7) gerade bei der Ubergangstemperatur 7, verschwindet (auch der
‘Gitterdruck’ wird nahe T, sehr klein), siehe Gleichung (1.41}. Die so skalierten numeri-
schen und perturbativen Ergebnisse werden in der Abbildung 1.14 miteinander verglichen.
Die Energiedichte in erster Ordnung eg -+ €3 = 3(po + p1) fallt in der skalierien Darstel-
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Abbildung 1.14: Vergleich der nicht-perturbativen Gitterdaten mit den Ergeb-
nissen der Stérungstheorie. Der Druck (po + py) in erster Ordnung bestimmt
thermodynamisch konsistent die Energiedichte ., die Terme O{e?) enthalt.
Die Kurve fiir die Energiedichte eg + e; fill{ in dieser Darstellung mit der

Druckkurve zusammen.

lung mit der Druckkurve zusammen, erfiillt aber aufgrund der Temperaturabhingighkeit
von o, nicht die Gibbs'sche Fundamentalgleichung! Im Sinne einer korrekten Thermo-
dynamik vergleichen wir daher die Gitterdaten mit der thermodynamisch konsistenten

®In der ersten Stérungsordnung gilt es + €1 = 3(pg + 1) + €Ha?) {siche weiter unten).
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Energiedichte

e O po+p1)_ { ,(a,) L2 0 2
R 3T( 7 =egp {1 ~13 in +016W2a3]—69+31—i»0(a5).

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daf e, keine konsistente perturbative Entwick-
lung darstellt und daB der zusitzliche Term O(a?) keineswegs vernachlassigbar klein ist
(er macht gerade den Unterschied zwischen der Druck- und Energiedichtekurve aus).
Die auf diese Weise erhaltenen Kurven stimmen mit den numerisch ermittelten erstaun-
lich gut tberein, die Abweichung bei T ~ 27, betragt weniger als 10%. Diese gute
Ubereinstimmung muf jedoch eher als Zufall angesehen werden, da das Weglassen von
Termen O{a?/?), O{a?) im thermodynamischen Potential nicht durch die Kleinheit dieser
Terme begriindet werden kann.

Wie aus der Abbildung 1.15 hervorgeht, kann das Bag-Modell fiir Gluonen die Gitterda-
ten nicht reproduzieren: Der Druck im Bag-Modell erreicht das Verhalten eines idealen
(Gases wesentlich schneller als der Gluonendruck, wahrend die Bag-Energiedichte, im kras-
sen Gegensatz zu den Gitterdaten, sogar grofler als die des Stefan-Boltzmann-Gases ist.
Es zeigi sich allerdings, siehe [Pel], dafl es mdglich ist, den Zusammenhang p(e) fiir nicht
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Abbildung 1.15: Vergleich des Gluonengases als Bag—Modell mit den Gitterdaten.

zu kleine Temperaturen durch eine ‘Bag-Modell’'-Parametrisierung

ple) = ae ~ %B (1.42)
zu beschreiben, vergleiche Abbildung 1.16.
Das Anpassen der Konstanten an die Gitterdaten mit T > 1.4 7T, liefert

(° B) /i

7 = 1.03.

a = 0.297,
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Abbildung 1.16: Das Gluonengas in der Bag-Parametrisierung p(e) = ae—3 B.

Die Vorhersage des Bag~Modells ist ag = Y/3; ein davon abweichender Wert ist wieder ein
Hinweis darauf, da das Gluonengas auch bei 27, keineswegs ideal ist. Aus dem ermit-
telten Wert der Konstanten B erhalten wir bei der Annahme einer Ubergangstermperatur
T, ~ 100...200 MeV eine Abschatzung fiir die Bag-Konstante, die in der Grofilenordnung
anderer Voraussagen liegt.

Das Versagen des Bag-Modells trotz Beriicksichtigung des falschen Vakuums liegt dar-
in begriindet, daf die Gluonen als frei idealisiert werden, wahrend die bei kleineren Im-
pulsiibertragen wachsende Kopplung zwischen den Gluonen zu einer kleineren Zah! effekti-
ver Freiheitsgrade bei kleinen Temperaturen fiithren sollte. In [Ris] wird diese Verringerung
der Freiheitsgrade in phinomenologischer Weise durch ein Abschneidemnodell beschrieben:
Alle Gluonen mit einem kleineren Impuls als einem Abschneideimpuls, & < K, werden
als zu schweren Glue-Clustern gebunden angenommen (den Anteil der gebundenen Gluo-
nen bestimmt die Bose-Vertetlung), die nur wenig zu Druck und Energiedichte beitragen.
Durch die Vorgabe von K wird ‘per Hand’ die Grenze zwischen nicht—perturbativem und
perturbativem Regime vorgeschrieben; die thermisch angeregten Gluonen mit £ > K wer-
den als perturbativ (in erster Ordnung) beschreibbares Gluonengas angenommen. Durch
eing geeignete Wahl der Bag-Konstanten B, des Abschneideimpulses A und der ‘Renor-
mierungstemperatur’ 7™ kann man die Gitterdaten besser beschreiben als in den Abbil-
dungen 1.11 und 1.15, die Spezialfille des Modells in Referenz [Ris} darstellen.

Im folgenden Abschnpiti wird ein anderes phinomenologisches Modell zur Interpretation
der Gitterdaten vorgeschlagen und diskutiert. Dieses Modell stellt einen Schwerpunkt in
dieser Arbeit dar.
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1.4 Gluonen mit thermischer Masse

Der Schliissel fiir die Interpretation der Gluonen-Zustandsgleichung ist die Dis-
persionsrelation w{k). Die Gitterdaten kdnnen durch die Dispersionsrelation freier

Quasiteilchen Aiw(k) = \/m? + k2 beschrieben werden; m ~ g(T)7T ist die thermi-
sche Masse,

1.4.1 Die Dispersionsrelation der Quasi—Gluonen

Allgemein werden die Ausbreitungseigenschaften von Wellen durch die Dispersionsrela-
tion, dem Zusammenhang zwischen der Frequenz w und der Wellenzahl & /b, bestimmt”.
In einem Medium werden die Vakuum-Eigenschaften von Photonen (Eichbosonen der
U{1)-Elektrodynamik) durch die Wechselwirkung mit dem Medium modifiziert. Die
verinderte Dispersionsrelation der Photonen kann in phinomenologischer Weise durch
Groflen wie Polarisationstensor oder Brechungsindex beschrieben werden.

Im Gegensatz zu den Photonen, die nur mit elektrisch geladener Materie wechselwir-
ken, koppeln die Gluonen direkt aneinander. Gluonen in einem Gluonenplasma befinden
sich daher (im obigen Sinne) immer in einem ‘Auleren’ Medium (dem System der librigen
Gluonen), welches die Vakuum~Figenschaften der Gluonen modifiziert. Ebenso wie fiir
Photonen wirkt sich eine verdnderte Dispersionsrelation auf die thermodynamischen Ei-
genschaften des Systems aus. In die Ableitung der Stefan-Boltzmann—Formel fir den
Photonendruck geht die Dispersionsrelation (k) = Aw(k) = c|k| ein. Der Photonen-
druck

Wz T4
Pr =25 (Re)®

wird in einem Medium mit dem Brechungsindex n, ¢ — ¢/n, aufgrund der dichteren
Besetzung im Impulsraum uwm den Faktor n® gréfer als der Vakuumdruck.

Durch eine andere als die (asymptotisch) freie Dispersionsrelation fiir Gluonen soll-
te es daher mdglich sein, die Abweichungen des Gluonendruckes von dem eines Stefan-
Boltzmann~Gases in der Abbildung 1.13) zu erkliren. Wahrend die Energie eines Photons
mit dem Impuls % in einemn Medium mit dem Brechungsindex n kleiner als seine Energie
C1Ei im Vakuum ist (was eine ErhShung des Photonendruckes zur Iolge hat), mufB die
gesuchte Relation fiir Gluonen offenbar der Forderung

huw(k) > clk| (1.43)

geniigen, weil der Gluonendruck kleiner als der Stefan-Boltzmann—Druck ist. Die Aufgabe
der Interpretation der Gitterrechnungen besteht also darin, eine geeignete Dispersionsre-
lation der Gluonen im Plasma zu finden.

Auf der Suche nach der Gluonen—Dispersionsrelation lassen wir uns von der Idee des
Quasiteilchen-Konzeptes leiten. Es hat sich in vielen Gebieten der Physik als duBerst
fruchtbar erwiesen, wechselwirkende Teilchen durch freie Teilchen mit gewissen effektiven
Eigenschaften, welche den Einflu der Wechselwirkung beriicksichtigen, zu beschreiben.

"Das entspricht dem Zusammenhang swischen der Energie € = hw und dem Impuls E der Quanten
dieses Wellenfeldes.
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In der Physik der Festkorper kann man beispielsweise die mit dem Gitter wechselwir-
kenden Elektronen als freie Teilchen beschreiben, die jedoch mit einer impulsabhangigen
Masse behaftet sind. Ebenso lassen sich die Gitteranregungen eines Festkorpers als ein
Gas von Quasiteilchen (Phononen) interpretieren. Die Quasiteilchen sind nicht mit den
eigentlichen Teilchen identisch, sie stellen vielmehr ein kollektives Phanomen der wech-
selwirkenden Teilchen dar.

In einfachster Weise und motiviert durch das Ergebnis fiir das fast-ideale elektromagne-
tische Plasma, siehe Abschnitt 1.2.3, kénnen wir der Forderung (1.43) gerecht werden, in-
dem wir den (freien) Quasiteilchen eine Masse zuordnen und von der Dispersionsrelation®

ho(k) = \/mZ + k2 (1.44)

ausgehen; die Zustandsgleichung dieses Quasi~(iluonengases ist dann durch die Gleichung
(1.7) gegeben. Die Masse meg ist hier zunichst nur ein Parameter, dessen Einfithrung der
aligemeinen Forderung e > 3p, siehe Bemerkung im Abschnitt 1.1.1, sowie der Lorentz--
Kovarianz nicht widerspricht. Durch eine geeignete Wahl des Masseparameters (jeweils
fiir einen Datenpunki (7%, p(T3)) lassen sich die Gluonen durch ein freies Gas massiver
Bosonen beschreiben, wobei als Entartungsfaktor g, == 2 - N, = 16 beibehalten wird. Die
auf diese Weise gewonnene Abhangigkeit der effektiven Masse m.g von der Temperatur
ist in der Abbildung 1.17 dargestellt. Weil der Gluonendruck nahe der Temperatur 1.
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Abbildung 1.17: Die Abhangigkeit des Masseparameters von der Temperatur,
die sich aus der Anpassung des Druckes eines freien Gases mit der Disper-
sionsrelation (1.44) an die Gitterdaten ergibt.

sehr klein, aber nicht Null wird, muf die effektive Masse dort stark anwachsen, ohne zu

8Ab hier wieder = 1.



divergieren. Da weiterhin das Verhéltnis vor dem Gluonen— zu dem Stefan-Boltzmann-
Druck stetig zunimmt (und sich asymptotisch dem Werte 1 ndhert), muf meg/T monoton
kleiner werden, denn die Funktion p/pss (T') ~ f-(a) mit & = m/T ist monoton fallend,
siehe Abschnitt 1.1.2. Die effektive Masse selbst hat jedoch ein Minimum bei 7'/T, = 1.6
und steigt far grofie Temperaturen langsam wieder an.

Es sei hier noch einmal betont, daf es sich bei den hier eingefiihrten effektiven Massen
meg(1:) nur um einen Parametersatz handelt, der sowohl den Druck der Gittergluonen
reproduziert als auch, aufgrund der thermodynamischen Konsistenz der Gitterdaten, die
Energiedichte. Im folgenden Abschanitt geht es darum, einen analytischen Ausdruck fiir
die Masseparameter zu finden.

1.4.2 Thermische Masse fiir Gluonen

Gluonen sind als Eichbosonen der Color-SU(3}-Eichtheorie streng masselos — eine endliche
Masse wirde das Prinzip der lokalen Eichinvarianz verletzen. Andererseits kann man, wie
im vorangegangenen Abschnitt diskutiert, das Gluonenplasma endlicher Temperatur als
ein Gas freier Teilchen mit ciner Dispersionsrelation hw = \/m2; + k? verstehen, wobei
dem Parameter meg die physikalische Bedeutung einer Masse der Quasigluonen zukomumt.

Im perturbativen Regime in der Ordoung O{e,) kann analytisch untersucht werden,
in welchem Sinne die Plasma~Gluonen Eigenschafien massiver Teilchen annehmen. Die
Argumentation kann hier nur qualitativ wiedergegeben werden, fiir eine genauere Diskus-
sion muf auf die Literatur verwiesen werden, siche z.B. [Kal], [Gro], [Kaj]. Grundlegendes
zur Feldtheorie bei endlichen Temperaturen ist in Referenz (Ber| beschrieben.

Ebenso wie fiir verschwindende Temperaturen ist der Gluonenpropagator D zum einen die
Feldkorrelationsfunktion und zum anderen der inverse Greensche Operator der klassischen
Feldgleichungen,

Di(e) = < A(e)A0) >,
Dl (wa, ) = (@2 + B2) 8% 6 -+ T (w0, B)]

17

Im Unterschied zu T = 0 wird jedoch fiir endliche Temperaturen die Feldkorrelations-
funktion thermisch gemittelt und die Energiekomponente fiw, des 4-Impulses kann auf-
grund der Periodizitatsbedingung fiir die Felder und damit auch fir D nur diskrete Werte
annehmen. Aus der Periodizititsbedingung fiir Bosonenfelder, siehe Abschnitt 1.3.1, er-
geben sich die sogenannten Matsubara-Frequenzen w, = 27Tn. II** ist der bereits im
Abschnitt 1.3.2 eingefiihrte Gluonen-Selbstenergietensor,

a b
M = fm@mv

Die langreichweitigen Korrelationen im Plasma werden durch den ‘statischen’ Limes & -~ 0
bestimmt. Man kann zeigen, siehe z.B. [Kap89}, daB fiir die Gluonen-Selbstenergie

};m H#y(w = C!, k) - mfi 5,,,0 éyg )
R

~ i -
}Ein; Mou{w 5# 0, k) («3 m¥ + (D(w)] i Doy
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gilt, wobei die sogenannte elekirische Masse definiert ist als

1
2 =" -
my = 7

1
(Nc +5 Nf) gy, (1.45)
Aus dem Limes fiir w == 0 folgt, daB die ‘Coulomb’~-Komponente des Eichfeldes in groflen
Distanzen abgeschirmt ist,
< Ag(z)Ao(0) > ~ exp {— @ } mit Ly = B/mg -
th
Diese Abschirmung ist das Resultat thermischer Fluktuationen im Plasma. Sofern die
Gluonen—Selbstenergie auch einen Quarkanteil besitzt, tragen auch die Ny Flavors zar
elekirischen Masse und zur Abschirmung bei, siehe Gleichung (1.45). In diesem Sinne
ist eine endliche ‘Masse’ der Gluonen Ausdruck fir die Existenz einer charateristischen
Langenskala in dem wechselwirkenden Plasma. An dieser Stelle sei auf die Diskussion im
Abschnitt 1.2.3 verwiesen, wo ein analoges Ergebnis fiir ein elektromagnetisches Plasma
abgeleitet wurde; die ‘“Masse’ der Photonen war proportional der Temperatur des Plasmas
und der Wurzel der Kopplungsstirke, m ~ \/aT.
Plir w # 0 ist der Euklidische Propagator im statischen Limes von der Gestalt

6;18 5:1{} 6,11:' 61;1'
wh o wh— g md + ofw)]

m D, (w, l:cd) ~ o4 ;

k—0

o(w) ist ein Ausdruck, der fiir w ~» 0 (stirker als w®) gegen Null geht. Der Pol des
in~medium Propagators D(k — 0) bei

1
mi = Tu mi mit Tp=3, (1.46)

hat im Quasiteilchenbild die physikalische Bedeutung einer ‘Ruhemasse’ der transversalen
Anregungen des Gluonenplasmas, myp = \/wz(E) - 11:21_ . In Analogie zur QED wird

Mpy = M/ v/3 auch Plasmonenmasse genannt. =
Beide Uberlegungen weisen darauf hin, dafl durch die Wechselwirkung im Plasma die
Gluonen Eigenschaften massiver Teilchen annehmen, d.h.,

m?(T) = %g?(T)T'*’, (L.47)

wobei T" eine gewisse Konstante ist. Die effektive Colorladung ¢ ist eine Funktion der
Temperatur und in niedrigster Ordnung durch Gleichung (1.39) mit N, = 3, Ny = 0
gegeben,

Die Renormierungstemperatur wird im folgenden mit 7. bezeichnet, weil m(T) far T — T,
divergiert und somit auch der Druck von Quasiteilchen mit der Masse m{T) bei T =
T. verschwindet. Schlieflich sei noch erwihnt, daB eine Gluonen—Masse’ formal auch
bei perturbativen Entwicklungen erforderlich ist, um Infrarot-Divergenzen behandeln zu
kénnen {Kap79].
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Die vorangegangene Argumentation macht unsere Einfiihrung einer endlichen *Masse’ der
Gluenen fiir kleine Kopplungen baw. grofie Temperaturen plausibel, sagt aber nichts iiber
den Bereich grofer Kopplungen aus. Es gibt jedoch eine {(heuristische) {Uberlegung, nach
welcher man vermuten kann, daf zumindest der funktionale Zusammenhang m ~ g T
auch bel kleinen Temperaturen Giltigkeit besitzt.

Im Abschnitt 1.1.2 wurde die Zustandsgleichung eines freien massiven Bosonengases
flir hohe Temperaturen als Entwicklung nach der GréBe (m/T)? angegeben. Es wurde
festgestellt, dall die Reihe einen nicht-analytischen Term der Ordnung O ((m,%;)s/ 2) enthalt.
Auch in der perturbativen Hochtemperatur-Entwicklung (1.37) des Gluonendruckes nach
Potenzen von «, tritt durch Summation von Graphen héherer Ordnungen ein nichi-
analytischer Term O (czi/ 2) auf. Diese Analogie zwischen den beiden Hochtemperatur-
Entwicklungen ist ein Hinweis darauf, daB ein freies Bosonengas mit der temperaturab-
héangigen Masse

m? ~ a(T)T? ~ g*(T)V T

das Gluonengas auch iiber die niedrigste Ordnung und das perturbative Verhalten hin-
ausgehend beschreiben kann.

In der Tat kann die effektive Masse meq(T;) bereits durch den einfachen Ansatz (1.47),
(1.43) recht gut beschrieben werden, wenn wir I' = I = 3 setzen, d.h., wenn wir
die Quasigluonen mit freien Plasmonen der Masse my; identifizieren, vergleiche Abbil-
dung 1.18. Die temperaturabhingige Kopplungskonstante {1.48) divergiert jedoch fir
T — T, und damit auch die Masse m ~ g T, wahrend die effektive Masse bei T, selbst end-
lich bleibt, weil der Gluonendruck am Phaseniibergangspunkt nicht verschwindet, Durch
die Einfiihrung eines Shift~Parameters T, erhalten wir eine phinomenologisch ‘regulari-
sierte’ temperaturabhéngize Kopplungsstarke, die oberhalb der Ubergangstemperatur fiir
T - T, nur beschrankt wachst,

2 2 2
g _ PO+ (T+T.«) _ (1.49)
iz i 11 T.

Die funktionale Abhangigkeit der Masse der Quasigluonen von der Temperatur
G 1 <3
mA(T) = & ¢*(T +T,) T° (1.50)

bezeichnen wir im folgenden als thermische Masse. Passen wir I' und T,/7, an die Git-
terdaten des Stefan-Bolfzmann-skalierten Gluonendruckes an, so erhalten wir

I, =33, T9/T.=0.023. (1.51)

In der Abbildung 1.18 werden die effektiven Massen der Gluonen und die Quasiteil-
chenmassen verglichen; als thermische Masse wurde die Plasmonenmasse mit der nicht-
regularisierten Kopplungskonstanten bzw. die angepalBte thermische Masse mit den Pa-
rametern {1.51) gewahlt. Die Abbildung 1.19 zeigt den Druck und die Energiedichte der
Gittergluonen im Vergleich zu dem Gas der Quasigluonen mit den gleichen Parametern
der thermischen Masse wie in der Abbildung 1.18. Die gute Beschreibung der effekti-
ven Massen bzw. der thermodynamischen Groflen durch den einfachen Ansatz (1.50) ist
bemerkenswert. Es sei an dieser Stelle noch einmal hervorgehoben, dal wir in unserem
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Abbildung 1.18: Die effektiven Massen () und ihre Beschreibung durch die
thermische Masse Gleichung (1.50). Die thermische Masse mit angepafiten
Parametern stimmt in guter Naherung mit der Plasmonenmasse (gepunkiete
Linje) iiberein.
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Abbildung 1.19: Das Modell mit thermischen Massen im Vergleich zu den
Gitterdaten {Wahl der Parameter wie in Abbildung 1.18).

Modell nur zwei Parameter verwenden, um die Gitterdaten zu beschreiben, I'; und 7,/7%;
der funktionale Zusammenhang m(7) ist fest vorgeschrieben.

Ebenso bemerkenswert ist die gute Ubereinstimmung des gefundenen Wertes I', = 3.3
mit der Voraussage der Storungstheorie erster Ordnung fiir die Plasmonen, 'y = 3.
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Ahnlich wie in der Betrachtung im Abschnits 1.3.2 stellen wir anch hier fest, daf eine Ex-
trapolation von perturbativen Ergebnissen erster Ordnung auch bei tiefen Temperaturen
T ~ T. das Gluonenplasma recht gut beschreibt, wobei hier der Ansatz von vornherein
nicht—perturbativ ist und das perfurbative Resultat nur zur Festlegung der Konstante I
verwendet wird, auBlerdem ist die Kopplungskonstante ‘phinomenologisch regularisiert’.

Die ad hoc vorgenommene Regularisierung der Kopplungskonstanten (1.49) durch den Pa-
rameter T, /T, und inshesondere der gefundene Wert (1.51) erhalten im nachhinein durch
folgende Uberlegung eine Bestitigung: Die thermische Masse bei der Ubergangstempera-
tur T, ist grof; das Verhdltnis von m(T,) zu T, 1884 sich dann leichi abschatzen zu

a, = m(Tc) 1 _i_i’f_(’:@)mm»ugs
R RIS

Zur Abschitzung des Druckes bei T, kann die Naherung (1.20) fiir ‘schwere’ Teilchen
verwendet werden,

T 3,
Po(T) ~ 2 o5 [l efay).

Wenn wir annehmen, da8 die Confinement~Phase des Gluonenplasmas aus schweren, frei-
en Spin-0-Glueballs besteht, so kann in der gleichen Niherung der Druck dieser Phase
angegeben werden {ggg = 25 +1 = 1),

™2 [(1 4 2/ T2)7] ~

T _ Mgs
pap(Ts) = = 57 3 \/;a“gﬂ exp(—agp) mit agp: T
Die Gibbs’sche Bedingung fiir das Phasengleichgewicht, p,(T.) = pas{T:), legt das Ver-
haltnis agg der Masse der Glueballs zur Ubergangstemperatur 7T, fest,

alp exp(~agp) = 16a%/* exp(—a,) ~ 0.028 = agy ~ 6.4.
Bei einer angenommenen Glueball-Masse von Mgp = 1 GeV erhilt man fir die Uber-
gangstemperatur

T.= Mgp/aegs = 157 MeV.

Der Einfachheit halber wurde hier nur eine Glueball-Sorte betrachtet; beriicksichtigt man
auch die massiveren Glueballs und berechnet die Driicke numerisch und ohne Néaherung,
so erhdlt man ein um 5% kleineres Ergebnis. Der gefundene Wert fiir T, liegt in der
Grofenordnung anderer Abschitzungen fiir die QCD_f}'bergangstempera.tur; ein Parame-
terwert von T,/7. = 0.05 hingegen witrde 7. ~ 430 MeV liefern, wahrend fiir zu grofie
T,/T, tiberhaupt kein Phaseniibergang méglich wire.
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1.5 Das QGP mit thermischen Massen

Wie Gluonen erhalten Quarks in einem heifien Plasma Figenschaften massiver Teil-
chen. Durch Extrapolation des perturbativen Resultates erhalten wir eine Zustands-
gleichung des QGP.

Nachderm sich das Konzept der thermischen Masse fiir reine Eichfelder so gut bewahrt
hat, soll es nun auch zur Beschreibung des QGP, das sowoh! Gluonen als auch Quarks
enthait angewandt werden. Wahrend die Einfithrung von Quasiteilchen mit einer effekti-
ven Masse im reinen SU(3)-Fall hauptsichlich durch die sehr gute Ubereinstimmung des
Modells mit thermodynamisch konsistenten Gitterdaten motiviert werden kann, existie-
ren fiir die ‘volle’ QCD, d.h., einschlieBlich der Quarks, nicht gentigend Gitterdaten, die
als hinreichend verlaflich anerkannt werden. Das liegl einerseits daran, da Fermionen
mit einer endlichen Ruhemasse schwerer auf dem Gitter zu simulieren sind, andererseits
verkomplizieren sich auch die bereits im reinen SU(3)-Fall erwdhnten Schwierigheiten der
Interpretation der numerischen Ergebnisse. Es gibt jedoch Argumente, die uns moti-
vieren, die Erweiterung des Modells der thermischen Massen auf Quarks trotz der noch
offenen numerischen Bestatigung vorzunehmen.

Zum einen ist die starke Wechselwirkung universell, d.h., die Kopplungen zwischen
Gluonen und die zwischen Gluonen und Quarks werden durch dieselbe Kopplungkonstante
o, beschrieben, so daB man mit den Quarks ‘nur einige neue Ladungen hinzufiigt’, mit
denen die Gluonen wechselwirken. Im Bereich kleiner Kopplungen kann das Hinzufiigen
von Quarkflavors zu dem reinen Gluonenplasma stérangstheoretisch untersucht werden.
Bis zur Ordnung O(as) ist der Druck der Quarks der eines Gases freier Fermionen mit der
Entartung g, = 2-2- N,- Ny (Quark/Antiquark, Spin-, Color— und Flavorentartung), der
durch die ‘Wechselmrkung zwischen den N; Quarkflavors, vermittelt durch die Ny =
Gluonen, etwas redugiert wird. Der Partialdruck von N; sehr leichten Quarkflavors in

Tox* T . Bat Tt (as> w2 [

demn QGP lautet bis zur Ordnung Ofa,) [KapT9]
725 s
¢ tpl = — g, o = — NN =g o |~ N (—i)}
P+ 89{;9053 9°f Tqg" 3 ggggﬁii 8 6 4 \ix

Der Vergleich mit der Entwicklung (1.17) des Druckes eines freien massiven Fermionen-
gases bei hohen Temperaturen fordert zumindest fiir den Hochtemperatur-Limes wie im
rein gluonischen Fall thermische Quarkmassen

mg(T)
T2

-

~ 0, (T) ~ g(T).

Im Falle des Gluonenplasmas wurde weiter argumentiert, dafl dieses Resultat fiir schr
grofle Temperaturen auch bei starken Kopplungen und relativ kleinen Temperaturen
Giiltigkeit haben kéunte ~ die Gitterdaten zeigen, daB dies wirklich so ist -, weil ein der
nichi-perturbativen Gluonen-Selbstwechselwirkung der Ordnung O m:_ﬂ'f'b‘“@ entsprechender
Term auch in der Hochtemperaturentwicklung des Quasiteilchen—Modells anftritt. In der
Hochtemperatur-Entwicklung {1.17) fiir freie Fermionen fehlt, im Gegensatz su der Int-
wicklung fiir Bosonen, das Glied der Ordnung © féf 3372 \2 fur Quarks gibt es natiirlich
keinen Selbstwechselwirkungsterm. Durch die Anwesenh weit von Quarks wird lediglich dm
Gluonendruck pzj2 modifiziert, da in dem Selbstenergietensor {siche Abbildung 1.107 m
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auch das Quarkschleifendiagramm beitrdgt. In Verallgemeinerung von (1.37) erhalt man
bei Ny sehr leichten Flavors [Kap79]

AT

dre)? s\ 72 . N
‘pi/g = ( .3) N, T (%) 3"3/2 [1\'0 + Tf] mit Ny = Nf -1 (N.= 3).

Dieses Ergebnis 14t sich nicht als eine Summe von einem Gluonen- und einem analyti-
schen Quarkbeitrag interpretieren, sondern ist weiterhin Ausdruck der Selbstwechselwiz-
kung der Gluonen, deren elektrische Masse in der perturbativen Niherung bei Anwesen-
heit von Quarks in gleicher Weise wie p3 ,(1') modifiziert wird, vergleiche (1.45). Wie im
Falle des Gluonenplasmas kann man daher hoffen, durch einen Ansatz m, ~ ¢g{T) T die
Quarkeigenschaften auch bei grofen Kopplungsstarken zu modellieren.

Diese heuristischen Uberlegungen werden fiir hohe Temperaturen durch ein analyti-
sches Resultat der Storungstheorie gestittzt. In niedrigster Ordnung wird die Dispersions-
relation masseloser Quarks in einem SU(3)-QGP der Temperatur T' durch die implizite
Beziehung

N R R L R
b)) = [+ [‘t T 1(%““_‘;!)

mit m? = %‘— gH{TYT? und T, =6 (1.52)
7

bestirnmt [Wel]. Aus der Abbildung 1.20, der Darstellung der Dispersionsrelation der
Quarks im heiflen QGP {g <« 1), erkennt man die Bedeutung des Parameters m als
Ruheenergie, m = hw(k = 0). Durch die ebenfalls dargestellte Relation

huw(k) = m2+ k2, mit ml= % F{MYT* wnd T, =6 (1.53)
gq

128t sich die Dispersion der Quarks im Plasma annahernd beschreiben. - Dies entsprichi
aber gerade der Dispersion von freien Quasiteilchen mit der thermischen Masse my{T").

Wir beschreiben das QGP nun als ein Gas freier Quasigluonen und Quasiquarks mit ther-
mischen Massen, m, , ~ ¢(T)T. Wie im Falle der Gluonen ‘regularisieren’ wir auch hier
die Kopplungskonstante ¢*{1"}/4=, indem wir die Singularitit bei T, um 7, zu kleineren
Temperaturen verschieben, und erhalten damit eine bei T, endliche Masse der Quasiteil-
chen und auch einen endlichen Druck. Es ist nicht zwingend, daf 7, dem fir Gluonen
gefundenen Wert T¢ entspricht; ebensowenig muf T, fir Quarks und Gluonen gleich sein.
Der Einfachheit halber gehen wir hier jedoch von einem Parameter T, aus, d.h., wir neh-
men eine universelle Kopplung zwischen Gluonen und zwischen Gluonen und Quarks an.
Wir bestimmen T, so, daf der Ubergang vom QGP zu der Confinement-Phase bei der
Temperatur 7, = 170 MeV stattfindet, wobei wir als Confinement-Phase wieder ein freies
Pionengas annehmen,

Ti: pooe(TsTs) = p=(Tesma), (1.54)
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Abbildung 1.20: Die Dispersionsrelation von Quarks im QGP und die von
freien massiven ‘Quasiquarks’.

die endliche Pionenmasse m, = 140 MeV ist dabei die physikalische Skala. Die Zustands-
gleichung fiir das Quasiteilchen~-QGP lautet also

Par = Pyhpg, . )
1T T lq, -1
Pgyg = 99.9'6;{“5?]‘5{58 A, {GXP{Aq,g - }g} + 1] (#s =0},
m: (T

Aq,g bt ..7:2 "i" Q.Zg"z( ) 3

1 . y  (1.55)
m, = = F(IT? — = F#T+TH)T* mit T, =6,

I'q Iy

1 1 N .
m o= gmi=s () e — L p@iemyr,

3 3 A 6 Ty

mit T, = 1 fir N; =2,

S

Die I'-Parameter der Quarks und Gluonen wahlen wir entsprechend den Voraussagen der
Storungstheorie. Beachtet werden mufl, dall die Anzahl N, der effektiven Quarkflavors
sowohl in die elektrische Masse der Gluonen, siehe Gleichung (1.43), als auch in die
lanfende Kopplungskonstante eingeht,

2 s 2
POHT) 4y [(T-’r’fs)]. (1.56)
47 11 - Ny T;

Die statistischen Entartungsfaktoren sind g, = 2N, = 16 und im Quark-Antiquark-
symmetrischen (p, = 0) Fall g; = 2 (2s 4+ 1)N.N; = 12N, wobei wir im folgenden stets
N; = 2 setzen werden. Wie beim reinen Gluonenplasma verwenden wir auch hier keine
Bag-Konstante und beschreiben den Einflul wachsender Kopplungsstirke bei T' ~ T
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aur durch die Verringerung der Zahl der effektiven Freiheitsgrade auferund der dort stark
wachsenden thermischen Masse. Durch die Wah! des Parameters T,/ T = 0.07357 wird die
Uberﬂancrstempelatur auf To/my = 1.214, T, = 170 MeV fixiert. In der Abbildung 1.21
sind die thermischen Quark- und Gluonenmabaen dargestellt. Es ist bemerkenswert, daB

mg(TTs = 0) - |

mg{T;Ts) ~~-

n JT T, =0) ——

m/ T, 6 " (mq(T T

4l '""~-—~._':_’I:;‘:‘..:.“‘.':_':_'.:';:;T«'—‘“—“':
9 L ]

| H

1 I/, 2

Abbildung 1.21: Aufgrund der ‘regularisierten’ Kopplungskonstante bleiben
die thermischen Massen bei T = T. endlich. Uber einen grofen Temperaturbe-
reich sind sowohl die Quarkmassen als auch die Gluonenmassen fast konstant;
durch die ‘Regularisierung’ wird dies noch ausgeprigter.

in unserem Modell die thermischen Massen fir T' 21.3 T, fast konstant sind, inshesondere
gilt

137, <T < 2Tt my = (267 £0.08)7T.. (1.57)

Mit T, = 170 MeV ist m, & 450 MeV - dies ist in guter Ubereinstimmung mit den An-
nahmen von anderen phanomenologischen Modellen des QGP, die von endlichen, jedoch
konstanten Quarkmassen ausgehen, siche 2.B. [Kag4a].

Die in der Form P := p{T) [x*T*/(90 *)]~" skalierte Zustandsgleichung (1.55) ist in
der Abbildung 1.22 dargestellt. P ist ein Mafl fir die Zahl der effektiven Freiheitsgrade,
die zum Druck beitragen,

2.2.N,-N;=3T fir N;=2.

ol =1

iml’P-—gj—i—ég.,,zi-Ngwg—
Der Beiirag der Gluonen zum Gesamibdruck ist fiir T ~ T, sehr klein; fiir hohe Tempe-
raturen nihert sich das Verhiltnis dem Wert 16/37 an. Der zum Vergleich dargestelite
Druck in der Voraussage des Bag—Modells erreicht den Limes P, = 37 viel schneller als
der Druck des Quasiteilchen-QGP; die analoge Fesistellung fir das Gluonenplasma stand
im Widerspruch zu den Gitter-Daten.
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Abbildung 1.22: Der skalierte Druck P := p{T)[x*T*/(90%%)]"* des Qua-
siteilchen~QPG im Vergleich zum Bag-Modell. Als Parameter fix die
thermischen Massen wurden die Hochtemperatur-Werte I'; = ®/4 und
', = 6 gewahlt, der Shift-Parameter T, wurde so angepabt, daB die
Ubergangstemperatur 7} == 170 MeV ist.

Fiir verschwindendes chemisches Potential der Quarks folgt aus der Gibbs’schen Funda-
mentalrelation die Energiedichte

9 xq
eqap{l) =T %?ﬁ — poer(T). (1.58)
Die Energiedichte des QGP mit der Zustandsgleichung (1.55) ist deutlich kleiner als die
eines Stefan-Boltzmann-Gases, die des Bag-Modells ist dagegen wie im gluonischen Fall
grofler, siehe Abbildung 1.23. Inshesondere unterscheiden sich die Voraussagen fir die
beim Phaseniibergang freigesetzte bzw. zuzuflihrende latente Warme,

Aega, = 1.31 egp(Te),
ABQGP = .57 BSB(TC)'

Neuste Gitterrechnungen deuten darauf hin, daf die Energiedichte des QGP knapp ober-
halb der Umwandlungstemperatur 7. auf hdchstens 60% des Stefan-Boltzmann-Wertes
steigt. Dies ist in guter Ubereinstimmung mit dem Ergebnis, das wir mit unserem Modell
erhalten, wahrend die latente Warme im Bag-Modell zu groB ist. Die skalierte Gesamt-
energiedichte Egap = egep(T) (72T /(30 ﬁa)]"“1 ist fir Temperaturen etwas oberhalb von
T, nur schwach temperaturabhingig, £ ~ 25...26; dies entspricht etwa 70% des Stefan-
Boltzmann-Wertes fiir frele Quarks und Gluonen. Die (zur Zeit noch recht unsicheren)
Voraussagen der Gittertheorie fiir zwei leichte Quarkflavors [Got] sind efesp ~ 0.3 fur
Werte der QCD-3-Funktion leicht oberhalb des kritischen Wertes 3. = 8(1.). Der Ein-
fluB der I'~-Parameter in dem Modell (1.55) wird durch den Vergleich mit zwei anderen

435



40| Bag - S .

QGP e T
Gluonen -~
Piopen -~

20 - F*_'/”,’,’:

tn

——

Abbildung 1.23: Die skalierte Energiedichte £ = (T} [#>T*/(30 )] der
Pionen und des Quasiteilchen-QGP im Vergleich mit dem Bag~Modell (Para-
meter wie in Abbildung 1.22}.

Parametersatzen deutlich; eine willkiirliche Waht ist
r,=5, ng9/5 (2):

1.59
T,=7, T,= % (i) (1.59)

Gréflere T'~-Werte bedeuten kleinere thermische Massen, was wiederum grofiere Driicke
und Fnergiedichten zur Folge hat. Die Abbildung 1.24 zeigt den Druck und die Energie-
dichte des QGP mit den Parametersitzen (z), (27) im Vergleich mit den Parametern im
perturbativen Limes aus Gleichung (1.55). Bei I'~Werten nach dem Parametersatz (71}
ergibt sich nahe T, ein lokales Maximum der skalierten Energie, welches durch die in die-
sern Fall relativ kleine thermische Masse der Quarks entsteht. In der Abbildung 1.25 sind
die Beitrage der Quarks und Gluonen zu der Gesamtenergiedichte des QGP dargestelit.
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Abbildung 1.24: Der Einflul der I'-Parameter der thermischen Masse auf
Druck und Energiedichte des QGP. Obere Kurven: Parametersatz (it} aus
Gleichung (1.59), untere Kurven: Parametersatz (i), mittlere Kurven: Para-
meter wie in den Abbildunger 1.22, 1.23.
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Abbildung 1.25: Die Beitrage der Quarks und Gluonen zu der Gesamtenergie-
dichte des QGP bei verschiedener Wahl der '-Parameter. Parametersitze wie
in der Abbildung 1.24.
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Kurz vor Fertigstellung dieser Arbeit wurden neue Resultate von Gitterrech-
nungen mit zwei leichten Quarks verbffentlicht [Blu]. Ohne daf diese Eingang
in die vorliegende Arbeit finden konnten, zeigt unser Modell mit thermischen
Quarkmassen eine gute Ubereinstimmung mit diesen numerischen Daten fiir
den Druck und die Energiedichte der Quarks.
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2. Ein dynamisches Modell fur
Schwerionenstofle

2.1 Die Bjorken—Gleichung

Die eindimensionale relativistische Hydrodynamik einer idealen Fliissigkeit ist durch
die Forderung lokaler Energie-Impuls-Erhaltung und durch die Zustandsgleichung
vollstindig bestimmt und stellt ein einfaches Modell zur Beschreibung der Evolution
der zentralen Region in SchwerionenstéBen dar.

Auf der Suche nach dem QGP werden heute in groflen Beschleunigeranlagen schwere
Atomkerne mit Energien von E > 10 GeV pro Nukleon aufeinandergeschossen. Man
hat dabei die Hoffnung, daB sich beim Zusammenprall zweier ultrarelativistischer Schwer-
ionen die fiir die Bildung des QGP notwendigen grofien Teilchendichten und/oder hohen
Temperaturen einstellen. Nach der Diskussion in Kapitel 1 kénnte dann die Phasengren-
ze zwischen hadronischer Materie und dem Plasmazustand {iberschritten werden und die
Nukleonen wirden in Quarks und Gluonen dissoziieren.

Mit der zur Verfiigung stehenden Computertechnik ist man in der Lage, Schwerionenstdfe
im Rahmen komplexer Modelle wie dem Partonen-Kaskaden-Modell, siche z.B. [Geil,
zu behandeln. Die Ergebnisse dieser zum Teil numerisch sehr aufwendigen Rechnungen
deuten unabhingig von den verwendeten Modellen daraul hin, daB zentrale Schwerio-
nenstéBe {nur solche sollen hier betrachtet werden) nach folgendem Szenarium ablaufen:
Die Lorentz-kontrahierten Kerne prallen aufeinander, durchdringen einander' und bil-
den einen dichten heifien ‘Feuerball’ (Nichtgleichgewichtszustand), der thermalisiert und
in vorrangig longitudinaler Richtung expandiert, vergleiche Abbildung 2.1. Die Phase
der thermischen Aquilibrierung des QGP ist mit einer charakteristischen Dauer in der
GroBenordnung von 1 fm/c relativ kurz?, wobei die Gluonen etwas schneller als die Quarks
thermalisieren [Geil. Wir gehen hier davon aus, daff sich die Entwicklung nach dem
Feuerball-Stadium, d.h., die longitudinale Expansion des QGP, nahe dem lokalen ther-
modynamischen Gleichgewicht vollzieht. Diese Annahme geht als wesentliche Vorausset-
zung in die Bjorken-Gleichung (siehe unten) ein, die die Evolution der zentralen Region

'Im (egensatz dazu werden bei mittelenergetischen SchwerionenstoBen die Kerne im Schwerpunit-
systemn weitgehend gestoppt. Der Grad des Abstoppens in wltrarelaiivistischen StoBen wird heute intensiv
diskutiert. Um die Konsequenzen des oben beschriebenen Modells zu studieren, gehen wir hier von einer
relativ groflen Transparenz aus.

*Die Gleichungen der klassischen Chromodynamik sind chaotisch und Gebiete des Phasenraumes wer-
den schnell durchmischt {Miil]. Die kurze Einstellzeit fiir das Gleichgewicht ist wesentlich fiir die An-
wendbarkeit der Gleichgewichts~Thermodynamik {vergleiche auch Seite 64},
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Abbildung 2.1: Die Lorentz—verkiirzten Schwerionen kommen nach dem Zu-
sammentreffen durch starke Wechselwirkung schnell ins thermodynamische
Gleichgewicht und formen durch vorzugsweise longitudinale Fxpansion einen
Plasma-Schiauch.

in SchwerionenstdBen durch einen einfachen analytischen Zusammenhang beschreibt.

Man kann durch eine einfache Uberlegung abschitzen, daB durch einen StoB, der nach
dem beschriebenen Mechanismus abliuft, Temperaturen erzeugt werden kénnten, bei de-
nen Hadronen in den Plasmazustand ibergehen. Die typische Energie bei dem Stoff zweier
Tonen mit der Massezahl Ay ist £ = ymy Ay, v ist der Lorentz—Faktor; die Nukleonen-
masse ist my ~ 1 GeV. Der Kernradius hat die GréBenordnung r ~ A‘#a ro, wobei der
Nukleonenradius ro ~ 1 fm ist. Nach der Aquilibrierungszeit 7o ~ 1 fm/c nimmt der
expandierende Plasma-Schlauch ein Volumen V ~ #r?cry ein; die typische Energiedichte
betragt
) MmN AN

1
S AEEN L 10° MeVEm™? v AR
Vo mw A 0w eVim "y Ay

Diese Dichte, aufgeteilt auf die 37 Freiheitsgrade eines freien (N = 2)-QGP,

Tt E

ergibt fur die z&quiiibrierungstemperatur dieses QGP

an k3 Y
Ty ~ B%é— %—] ~ YA 100 MeV .
An dieser einfachen Abschitzung erkennt man einerseits, vor welchen prinzipiellen K-
fordernissen die experimentelle Hochenergie-Physik steht: die Erzeugung des QGP ist
namlich am wahrscheinlichsten in ultrarelativistischen Schwerionen—Beschleunigern. An-
dererseits wird deutlich, daB selbst eine Verdopplung der experimentellen Moglichkeiten
die Erfolgsaussichten nur gering erhéht. Allerdings darf man zuversichtlich sein, dafl mit
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den in Brookhaven und am CERN existierenden Anlagen die QGP~Erzeugung moglich
sein sollte, oder dafl man sich zumindest nahe der Schwelle befindet und diese mit den
geplanten Anlagen RHIC und LHC (v-Faktoren 2100, Ax ~ 200 £ Ty ~ 500 MeV)
erreichen kann.

Nimmt man das QGP zunachst in einfachster Niherung als ideale Flussigkeit an, d.h.,
ohne Dissipation, so wird die zeitliche Evolution bei vorgegebener Art der Ausdehnung
schon durch die Forderung der Energie-Impuls—Erhaltung beschrieben. Lokale Energie-
Impuls-Erhaltung bedeutet Divergenzireiheit des Energie-Impuls-Tensors. In der einfa-
chen Beschreibungsweise, die man mit der Annahme des QGP als ideale Flissigkeit wahit,
148t sich der Energie-Impuls—Tensor angeben als

T#(z*,T) = (e + p)utu” ~pg™. (2.1}

Hier sind ¢ die Energiedichte, p der Druck, u# die 4~Geschwindigkeit der Flissigkeit und
g*" der metrische Tensor. Alle Groflen werden im allgemeinen noch vom 4-Vektor z*
abhingen. p und e sind temperaturabhingige GroBen. Somit bestimmen sowohl die Ki-
nematik als auch die thermodynamischen Eigenschaften die Energie-Impuls-Dichte des
Mediums. Fiir eindimensionale Probleme sind auch umgekehrt bel gegebener Kinematik
durch die Energie-Impuls~Erhaltung der Druck und die Energiedichte und daher auch die
Temperatur festgelegt.

Die allgemeinen Evolutionsgleichungen der eindimensionalen Hydrodynamik einer idealen
Fliissigkeit werden im Anhang A.2 abgeleitet; aus diesen erhilt man dann die Bjorken-
Gleichung durch einige spezielle Annahmen. Wihrend die Bjorken—Gleichung eine lon-
gitudinale Expansion beschreibt, betrachte ich hier vorerst den Fall kugelsymmetrischer
Ausdehnung. (Die sich ergebende Gleichung steht in einer gewissen Beziehung zu den
Friedman-Gleichungen der Kosmologie.) Die Bjorken-Gleichung erh&lt man aus dieser
Betrachtung in einfacher Weise und gleichzeitig wird klarwerden, wie die Vorgabe der Art
der Expansion in das Ergebnis eingeht. Als angepaBte Koordinaten wihlt man Kugelkoor-
dinaten. In diesen nichtkartesischen Koordinaten mu statt partiell kovariant differenziert
werden. Fiir den kontravarianten Tensor zweiter Stufe 7 ist die Divergenz (Kontraktion
iber v), welche verschwinden soll,

o ) 22)

T, T8, T £ T3, 1% £0.

Az
Die letzten beiden Terme beriicksichtigen die nichtkartesischen Koordinaten.

Als erstes sind die Christoffelschen I'-Symbole fiir Kugelkoordinaten zu bestimmen.
Dazu und ebenso fiir den Energie-Impuls—Tensor bendtigt man explizit den metrischen
Tensor in Kugelkoordinaten z! :== (1,8, ¢), den man unmittelbar aus dem Ausdruck fir
das invariante Wegelement d&®s := g,, dz*dz” = d*t — (dr + r?d*6 + r?sin® 0 d%¢) ablesen
kann,

¢ = (gn)"" = diag [1,-1, w2, —(rsin 0)"2} .

Die Christoffel-Symbole I' konnen direkt aus g" oder aus der Geoditengleichung be-
stimmmt werden; da deren Berechnung elementar, aber fiir die Ableitung der Gleichung
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nicht wesentlich ist, gebe ich sie ohne Beweis an (siche z.B. [LL2}}):

3p=-—r, Tl = —rsin®é,
I3, =I%=1/r, I'%, = ~sin(8/2),
r§3 = Coté.

Erinnert sei an die Symmetrie der unteren Indizes; alle nicht aufgefiihrten Elemente sind
Null.

Man spezifiziert nun die Art der Expansion, indem man fiir die Geschwindigkeit ¢ des
Volumenelements bei 2% = (1, 7,6, ¢) nur eine radiale Komponente annimmt (Kugelsym-
metrie). Unter der zusitzlichen Annahme, daf sich die Volumenelemente vom Zentrum
r = 0 aus mit gleichférmigen Geschwindigkeiten v(¢,#) = ||/t bewegen (Scaling-Ansatz),
erhdlt man fir die 4-Geschwindigkeit

1

#{z%) = (,0,0) mit v=rft, u“:;Tfﬁumﬁﬁy (2.3)

Aus QGriinden der ZweckmafBigkeit fiihrt man jetzt neue Koordinaten ein,

T = V212

n := atanh(r/t):
T und 7 heiien Eigenzeit und Rapiditit. Bis auf die indefinite ‘pseudo-Euklidische’ Metrik
erkennt man die gewShnlichen Polarkoordinaten wieder; in der umgekehrten Darstellung
treten statt der Kreis- die Hyperbelfunktionen auf,

t = rcoshy,

r = rsinhn.
Formal liee sich der Ubergang zu Polarkoordinaten durch die Ersetzung r — ir, n — ip

vollziehen. Die Geschwindigkeit »{t,7) = 7/t ist in den neuen Koordinaten nur eine
Funktion von 7,

v(7,7) = tanhn = v(5) .

Unter der gemachten Annahme der Kugelsymmetrie treten bei der Divergenzbildung in
Gleichung (2.2) nur Ableitungen 8; und 9, auf. Diese werden jetzt durch die neuen
Koordinaten ausgedriickt,

d. o’ inh
313:-3:8,'}"3-:'8”::‘:0511?]8‘{”511:-TI@T“
- , & . cosh,
8,25:31.7533,,:“513}1178?«[— T’?é}n.

Man nimmt nun weiterhin noch an, daB die Evolution des Druckes und der Energiedichte
nur von der Iigenzeit 7, nicht aber von 7 abhingt,

p=plT(7)). e=¢e(T(r)): (2.4)

[}
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Abbildung 2.2: Die Forderung der Boost-Invarianz bedeutet, dafl die Hyper-
boloide konstanter Eigenzeit auch Flachen konstanten Druckes und konstanter
Energiedichte sind. Bei der Kollision zweier Kerne nimmt man an, da der
entstehende Plasma—Schlauch nach einer Eigenzeit 75 ins thermische Gleich-
gewicht bei der Temperatur T gelangt und durch lineare Expansion abkiihlt,
bis nach der Zeit 75, die Ubergangstemperatur T, erreicht ist und das QGP
hadronisiert.

mit anderen Worten: Man setzt die Evolution als ‘boost-invariant’ voraus®, d,p. d,¢ - 0,
vergleiche Abbildung 2.2. Man betrachtet nun die Zeitkomponente der Energie-Impuls-
Bilanz (2.2). Mit dem Ausdruck fiir die Impulsstromdichte 7’* in den neuen Koordinaten.
1
i T3 (¥ + e v(p+e),0,0)

= (e-+sinh®y (p+ ¢),sinhycoshy (p+€).0,0),

H

kann man den ersten Summanden der (g = 0)-Gleichung in {2.2) schreiben als

are . ) sinh ; ,
G = coshy [&+sinh®y (p+ &)] — el [2sinhn coshn (p + ¢}]
—sinh p [sitnh7ncoshy (p + €)] + coih 1 {(sinh® 5 + cosh® 7} (p + ¢)]
= coshy [é + ﬁéﬁ] , i2.5)

wobei der Punkt die Ableitung nach der Eigenzeit 7 kennzeichnet. Der zweite Summand
in (2.2} verschwindet, weil I'), = 0 fiir alle g, » ist. Es bleibt nun awr noch der dritte

3Diese Bezeichnung wird spiter klarwerden, siche Abschnitt 3.3.
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Summand. Weil T% nur fiir 7 = 0,1 von Null verschieden ist und auch I'j, verschwindet,
lautet dieser

2coshy

(p+e). (2.6)

2
F;yTO" = ’{VTm == sithycoshy (p+e¢) =

Mit den Gleichungen (2.5) und (2.6) kann man den gesamten Ausdruck fiir die Divergenz
des Energie-Impuls—Tensors auischreiben,
pte

aTOV
o + o, T + T4, 7% = coshr [e+m~;~—} +0+

Die Forderung (2.2) der Energie-Impuls-Frhaltung a8t sich damit formulieren als

2coshn

TDV;UZ (p+e),

i(r) = —3 Pelte (2.7)

Das ist die gesuchte Evolutionsgleichung fiir die Energiedichte: Ist die Zustandsgleichung
2(T) des Gases bekannt, so kennt man auch die Energiedichte e(T) = T 8p/8T —p(T}, und
mit der abgeleiteten Differentialgleichung ist das Kiihlungsverhalten T'(7) des Systems in
impliziter Form bestimmt, e(r} = e(T'(r)). Konsequenterweise miissen in (2.2} auch die
anderen Komponenten betrachtet werden, diese liefern jedoch entweder ein triviales oder
das gleiche Ergebnis (2.7). Das bedeutet aber, daff die die Losungsmannigfaltigheit ein-
schrankende Annahme (2.4) der Boost—Invarianz nicht widerspriichlich ist*.

Wie 188t sich aus der gezeigien Ableitung die Bjorken-Gleichung fir die rein longitudi-
nale Expansion in z-Richtung ablesen? Nun, wir miissen einfach ersetzen r — z. Die
Expansion in z-Richtung wird man natirlich nicht in Kugel-, sondern in kartesischen
Koordinaten beschreiben. Dann verschwinden samtliche Christoffel-Symbole und bei der
Divergenzbildung (2.2) bleibt nur der erste Summand (2.5) iibrig, der ohne Anderung
ubernommen werden darf. Die Bjorken—-Gleichung lautet also

o) = Plel ke (2.8)
2
Der einzige Unterschied zu Gleichung (2.7) ist der Vorfaktor auf der rechten Seite, der
folglich etwas mit der Anzahl der Dimensionen, in welche die Expansion erfolgt, zu tun
haben mufl. Da man durch eine Transformation der Figenzeit

dr' de(s') 37’ de(r'}
dr dr' ~ 1 dr'
die Gleichung (2.7) in (2.8) iberfiihren kann (d.h., bei der linearen Ausdehnung kilhit

das System langsamer ab als bei einer kugelsymmetrischen Expansion), braucht man nur
die eigentliche Bjorken-Gleichung (2.8) zu diskutieren. Es ist natiriich von vornherein

“’———)—T"“T’(i)s wegen d !
' -0 To g dr 6(1‘ (T)) -

*Ohne den Scaling-Ansatz »(v,7) = 77 und die Annahme der Boost-Invariang erhalt man ein System
von zwei gekoppelten partiellen Differentialgleichungen, die v{n, 7}, p(7, 7) bestimmen, siche Anhang A.2.
Die Tatsache, daB unter den Annahmen (2.3), (2.4) widerspruchsfrei die Gleichung (2.7) folgt, bedeutet
daher: Ldsungen, die der Forderung v(7, 7} == n und der speziellen Anfangsbedingung

p(n, 7o) = po = const

geniigen, sind auch fiir spitere Zeiten v > 1y picht von 7 abhangig.




klar, da im Falle der kugelsymmetrischen Ausdehnung die Energiedichte schneller ab-
nimmt als bei der linearen Expansion, da die erhaltene Gesamienergie auf ein grofleres
Volumen verteilt wird. Allgemein 148t sich daher feststellen: Gibt es auBer der longitu-
dinalen noch weitere Richtungen der Expansion, so wird das System schneller, als durch
die Gleichung (2.8) beschrieben, abkiiblen. Diese Aussage ist wichtig fiir die Bewertung
des Giiltigkeitsbereiches der Gleichung (2.8). Wihrend namlich die Annahme einer li-
nearen Ausdehnung in den ersten Stadien der Expansion recht brauchbar ist, macht sich
zu groferen Zeiten auch eine transversale Ausdehnung zunehmend bemerkbar, wie die
Frgebnisse numerischer Simulationen zeigen. Es wird sich allerdings weiter unten her-
ausstellen, daB die spiten Etappen der Expansion nur in geringem Mafle in die uns hier
interessierenden beobachtbaren Grofien eingehen, so dafi wir mit (2.8} eine einfache und
brauchbare Gleichung zur Beschreibung der Evolution der zentralen Region in Schwer-
ionenstdBen zur Hand haben.

Die Gleichung (2.8} 1afit sich durch eine kleine Umformung in eine neue Gestalt bringen.
Da gilt

sy = 20

o) = s(T)T —p(T),

kann man fir die Zeitableitung ¢ der Energiedichte schreiben

é:(ﬁq—mTw»=§T+sT~§TT_sT

Damit kann die Gleichung (2.8) als Differentialgleichung fiir s(T(r)) formuliert werden,

deren Losung mit den Anfangsbedingungen s(rp) = 3o

Ta

s(7) = 30 — (2.9)

ist. In dieser Gleichung kommt die angenommene Entropieerhaltung in einfacher Weise
zum Ausdruck; die Integration der Entropiedichte ther das zur Zeit ¢ eingenommene
Volumen [ dzdy 2t des Plasma~Schlauches ergibt die Gesamtentropie

sm_]@@jdriﬂ—mjd“e- /dul_ﬁﬁ

welche offensichtlich zeitunabhangig ist. Einfacher noch sieht man die Entropieerhaltung
im mitbewegten Volumen d'z ~ didz = wrdrdn; die Transformation des Minkowski-
Volumens dt dz in die ‘Pseudo—Fuklidischen’ Polarkoordinaten ist analog dem U bergang
von kartesischen zu Polarkoordinaten und wird spater bewiesen.

Eine wesentliche Eigenschaft der Gleichung (2.8) ist ihre Invarianz gegen eine Skalie-
rung der Zeit,

T o—ed 6T .

it
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Dies ist vollig klar, denn in unseren Voraussetzungen ging keine charakteristische Zeit
ein (auBer 7 = 0; die Gleichung (2.8) ist nicht invariant gegen 7 —+ 7 -+ 7’), welche die
Zeitskala oder a,uch die Anfa,nv'sbedm«rung festlegen konnte. An dieser Steile miissen des-
halb weitere Uberlegungen einflieBen: Fine chara,kterlstlsche Skala stellt die oben bereits
erwihnte Aquilibrierungszeit 7 dar, in der sich das thermische Gleichgewicht einstellt
und man iiberhaupt erst von Temperatur und Entropiedichte im Sinne lokal definierter
GroBen sprechen kann. Im Abschnitt 3.1 wird abgeschitzt, daB 7o in der GréBenordnung
der ‘nuklearen’ Zeitskala 1 fm/c liegen muB; im folgenden wird immer 7o = 1 fm/c ange-
nonimen.

Bag—Modell Kiihlung
Fiir ein System, dessen Zustandsgleichung durch das Bag-Modell beschrieben wird, d.h.,

oT) = AT*—B
S(T) = Op/OT = 4AT®
e(Ty = sT—p=3AT*+ B,

1aBt sich der Temperaturverlanf sehr einfach angeben. Wie schon im Abschnitt 1.2.2 disku-
tiert, liefert das Bag~Modell den gleichen Ausdruck fiir die Entropiedichte wie ein Stefan-
Boltzmann-Gas, weil in diesem Modell der Unterschied zwischen dem perturbativen und
dem realen Vakuum nicht zur Entropie beitragt. Unabhingig von der Bag-Konstanten B
und von der Konstanten A, d.h., von der Zahl der effektiven Fretheitsgrade, erhalt man
daher fiir diesen einfachen Fall aus Gleichung (2.9) sofort

T(r) =Ty (1) " (2.10)

To

2.2 Die Dynamik des Phaseniiberganges

Der Ubergang vom Bag-QGP mit u~ und d~Quarks zu einem Pionengas ist das
cinfachste Modell fiir den QGP-Phaseniibergang. Bei der Umwandlung der Phasen
sind drei Ftappen zu unterscheiden. '

Die Bjorken-Gleichung soll nun auf das einfache Modell angewandt werden, mit dem in
Abschnitt 1.2.3 der hadronische Phaseniibergang qualitativ diskutiert wurde. Die QGP-
Phase wurde dort als ein Stefan-Boltzmann-Gas freier Gluonen und freier masseloser
Quarks angenommen; die effektive Entartung des Plasmas mit Ny = 2 relevanten Quark-
favors war g;, = 37. Die Eigenschaft des Confinement wurde durch die Einfihrung der
Bag-Konstanten B modelliert. Die hadronische Phase war als masseloses freies Pionengas
mit der Entartung g- = 3 betrachtet worden. Die Gibbs’sche Bedingung p,,(T.) = p-(Te)
fiir das Phasenglelchﬂ‘emcht ergab eine Beziehung zwischen der Bag-Konstanten und der
Ubergannstemperatur T.. Die beim Phaseniibergang auftretende latente Wirme Ae zeigt
einen Phaseniibergang erster Ordnung an.

Im folgenden wird die Dynamik dieses Phaseniiberganges im Bjorken—Bild beschrie-
ben. Wir gehen zunéchst von einem Gleichgewichts—Phaseniibergang aus, d.h., die Skala
der Relaxationszeiten soll klein gegen die dynamischen Zeitskalen sein und das System sich
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wahrend des Uberganges stets nahe dem lokalen Gleichgewicht befinden. Wenn die An-
fangstemperatur Ty so grof ist, dafl die QGP-Phase vorliegt, muf man bei der Abkithlung
drei Abschnitte unterscheiden, siehe Abbildung 2.3. In der ersten Phase kihlt das QGP

Tyt

i
T. 1 e T

QGP- Misch-  Hadron—Phase

1 2. I3
T 3 it T

70 Te Th

Abbildung 2.3: In der ersten Etappe kithlt das QGP nach dem 7= s-(esetz
bis auf die Ubergangstemperatur T, ab. In der darauf folgenden Phase IJ
beginnt die Umwandlung des Plasmas in hadronische Materie; wahrend dieses
Abschnittes ist die Temperatur durch die Freisetzung der latenten Warme
konstant, T{r) = T, . Wenn die gesamte Materie hadronisiert ist, beginnt in
der dritten Etappe wieder die 7~ /s-Kiihlung.

nach dem Gesetz (2.10) ab,
7\~
T(r)="Ty (:—-) fir o<1 < 782,
o

bis nach der Zeit

e
c = Ta\ o
1.

die ﬁbergmgstempera.tur T, erreicht ist. Wahrend des zweiten Abschnittes liegen das
QGP und hadronische Materie in einem Gemisch gemeinsam vor. Der Volumenanteil z
der Plasmaphase nimmt im Zeitverlanf ab; entsprechend wichst der Anteil {1 — z) der
Hadronenphase. Die beim ‘Einfrieren der Freiheitsgrade’ freigesetzte latente Warme Ae
bewirkt, dafl wihrend dieses Abschnittes die Temperatur konstant ist, 7'{7) = T,. Zur
gesamten Entropiedichte, die weiter nach dem Gesetz von Bjorken abnimmt, tragen beide
Anteile 5,,(T,) und 5.{7;) bei,

8(7) = s0 2 = a(r) 54y L2) + (1 — 3(7)) 8+(T2) . (2.11)

$q45(T:) ist die Entropiedichte des QGP, auf welche die Anfangsentropie sg nach der Zeit
7. gesunken ist,

ng(TC) - 7o _ (Tc)3

&0 Te

=1
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Es gilt andererseits

ST(T‘:) == = =Ié.
39(72) Yqg

(2.12)

Mit dem so definjerten Verhaltnis der Entartungen erhalt man aus der Gleichung (2.11)
fiir den zeitabhéngigen Anteil des QGP in dem Phasengemisch

17, — &r .
:c('r)m;—c — fir ,<T< Ty,

Zu der Zeit 75 (und spater) liegt die gesamte Materie in hadronischer Form vor,

z(m) =0 mit 7= TZ

. . % e . . .
Nach 7, setzt wieder die 7= /*~Kithlung® ein, bis die Hadronen wegen zunehmender
Verdunnung den thermischen Kontakt zueinander verlieren.

Bisher ist davon ausgegangen worden, daf die Gesamtentropie wihrend der Expansion er-
halten bleibt. Wie bei Phaseniibergangen, die unserer Erfahrung unmittelbar zuginglich
sind, ist auch bei dem hadronischen Phaseniibergang eine Entropieproduktion durch den
Mechanismus der Unterkithlung denkbar: Nach Erreichen der Ubergangstemperatur geht
das System nicht sofort in den gemischten Zustand iiber, sondern kithlt als QGP wei-
ter ab. Dieser thermodynamisch metastabile Zustand geht erst nach einer gewissen Zeit
7, bel der Unterkiihlungstemperatur T, in den Zustand der Stabilitat dber, d.h., in die
Mischphase oder sogar gleich in die neue Phase, vergleiche Abbildung 2.4. Die dabei
ablaufenden irreversiblen Prozesse erzeugen Entropie.

Interessiert man sich nicht fur die Dynamik dieses Vorgangs®, so 1aBt sich die erzeugte
Entropie aus der Forderung bestimmen, daf die Energie beim Ubergang von dem un-
terkithlten QGP in das Gemisch mit der Temperatur T, erhalten bleibt,

39, AT + B = z*(3g, AT + B) + (1 ~ 27) 3¢ AT .
z* hezeichnet den Anteil des QGP im Gemisch, nachdem die Temperatur von 7, wieder
auf T gestiegen ist. Mit der Relation (1.34) zwischen T, und B gilt dann
T 4
342 (?) + (9as — 9x) = 2" [394g + (929 = 9=} ~ 39x] + 39- .
Mit Gleichung (2.12) ist

.1 3 (T —a
e L R Ty S

Man bemerkt an dieser Gleichung die interessante Tatsache, daB fiir & > /4 das System
nicht beliebig unterkiihlt werden und anschlieBend in den Mischzustand dbergehen kann.

$Das Kihlungsverhalten ist unabhingig von der Zahl der Freiheitsgrade, wenn diese nicht von der
Temperatur abhingt. _

SHaufig bendtigli man nur die GewiBheit, daB der Ubergang sehr schnell im Vergleich zu anderen
Prozessen abliuft. Wir nehmen dies mit Verweis auf die FuBnote auf Seite 49 an,
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Abbildung 2.4: Das Plasma kann sich nach Erreichen der Temperatur 7, wei-
ter abkiihlen, statt sich sofort in die hadronische Phase umzuwandeln. Dieser
unterkiihlte, metastabile Zustand geht nach einer Zeit 7, durch Nichigleich-
gewichtsprozesse sehr schnell (7% = 7,) in den stabilen Mischzustand dber.

Wenn namlich die Bedingung z* > 0 verletzt ist, geht das System gleich in die hadronische
Phase mit einer geringeren Temperatur als T, iiber.

Es soll nun die Entropieproduktion untersucht werden, wenn das Systern mit der
Anfangstemperatur 7, und der Entropiedichte so = s4(7:) in der Bjorken—Expansion
unterkiihlt wird. Nach der Zeit 7, ist die Entropie des auf T, unterkiihlten QGP auf

3
8{1y) =1 8y = Sq (%)

gesunken. Zur Zeitpunkt 7* nach dem Wiederautheizen (7*/7, — 1 < 1} ist die Entro-
piedichte des nun zweiphasig vorliegenden Systems

8*2$*50+(1w$*)&-30.
10

Das Einsetzen von z” und eine kurze Umformung ergeben

&= L;.ﬁ(&f
SRTTINT) |

Durch das plétzliche Wiederautheizen steigt die Entropiedichte also um einen Faktor

o ’ 3 ? .
s 1(3’) L35 T (2.13)

Ts
an. Bemerkenswert an diesem Ergebnis ist, daB nur die relative Unterkithlung 7.,/7; ei-
nen Einfluf hat, nicht aber die Entartungsfaktoren g,, und g... Die sprunghafte Erhéhung
der Entropiedichte hat die wichtige Konsequenz, daB§ die Dauer des gemischten Zustan-
des verlangert wird. Wie niamlich aus der Bjorkenschen Bezichung s(v}+ = const. sofort
folgt, wird die Lebensdauer des Mischzustandes um cben den Faktor =, linger, der auch
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die Entropieerzeugung beschreibt.

Nachdem oben bereits diskutiert wurde, daB die Abkithlung bei einer nicht ausschlieflich
longitudinalen Expansion etwas schneller ablaufen wiirde, als es die Bjorken-Gleichung
{2.8) voraussagt, findet man bei Einbeziehung irreversibler Prozesse auch den Effekt
gegenlaufiger Tendenz. Durch Aufnahme von zusiizlichen Parametern, wie z.B. dem
Verhaltnis von transversaler zu longitudinaler Expansion oder die relative Unterkithlung,
erhélt man ein Modell mit einem groferen Spielraum zur quantitativen Erklarung expe-
rimenteller Befunde. Hier seien diese mdglichen Erweiterungen jedoch nur angedeutet;
im folgenden wird der Einfachheit halber stets das urspriingliche Modell Bjorkens zur
Beschreibung der Abkiihlung der zentralen Region des Plasma-Schlauches verwendet,.

2.3 Die Kihlung mit thermischen Massen

Die Annahme thermischer Massen im QGP verzdgert im Vergleich zum Bag-Modell
die Abkiihlung des Plasma-Schlanches bei der Bjorken-Expansion und verkiirzt die
Lebensdauer der Mischphase.

Die longitudinale Expansion des Plasmas, wie nach einem Zusammenstof von zwei Atom-
kernen angenommen, wurde in den vorangegangenen Abschnitten durch die Bjorken—
Gleichung (2.8) beschricben, wobei als Zustandsgleichung des Plasmas der Bag-Modell
Druck gewahlt wurde. Unabhangig von der Bag~Konstanten und der Zahl der thermo-
dynamischen Freiheitsgrade ergab sich fiir das Kihlungsverhalten der Zusammenhang
T(r) ~ =1, Wie jedoch aus dem Abschnitt 1.3 deutlich wird, kann das Bag-Modell
die Eigenschaften eines stark wechselwirkenden Plasmas nicht in allen Punkien adiquat
beschreiben. Hier soll nun untersucht werden, inwieweit sich die Kithlung mit der im
Abschnitt 1.5 vorgeschlagenen Zustandsgleichung des QGP mit thermischen Massen von
dem 7™ /3—Kithlungsverhalten des Bag—Modells unterscheidet.

Die Lésung s (T'(7)) 7 = const. der Bjorken-Gleichung (2.8) liefert in impliziter Form die
Kiihlung T'(r). Die Unterschiede zu dem Kiiklungsverhalten eines Bag-QGP, welches dem
cines Stefan-Boltzmann—Gases mit entsprechender effektiver Entartung entspricht, wer-
den daher durch das Verhiltnis der Entropiedichte sggp = Opogp/0T des QGP zu der
Stefan-Boltzmann~Entropiedichte sgp bestinmt. Die Entropiedichte sgep(T) ist nicht
nur kleiner als die Stefan-Bolizmann-Dichte ssp, sondern fallt mit sinkender Temperatur
auch schneller ab, vergleiche Abbildung 2.5. Das hat zur Folge, daB das Plasma mit ther-
mischen Massen generell langsemer als das Bag-QGP abkiihlt. (Nach einer Zeit von z.B.
27 1st die Entropiedichte wegen s7 = const. auf die Hilfte des Anfangswertes gefallen.
Um die Entropie zu halbieren, mu8 beim Bag-Modell die Temperatur wegen s ~ T2 auf
'_"f’ﬁz = (1/2)"/2 Ty sinken, wahrend mit unserer Zustandsgleichung die Entropie schon bei
einer etwas hoheren Temperatur als Tf}z um die Halfte gesunken ist.)
Fiir kurze Zeiten 7 £ 57 1884 sich fiir Ty = 400 MeV die Kihlung durch den Zusammen-
hang T = Ty(7/76)"%*° approximieren; der charakteristische Exponent ist grofer als der
nach dem Bag-Modell zu erwartende Wert —1/3 und stimmt mit dem in {Gei] gefundenen
Exponenten im Partonen-Kaskaden—Modell Gberein.

Andererseits ist der Sprung der Entropie- und auch der der Energiedichte, siehe Ab-
bildung 1.23, bei T, kleiner als imm Bag—Modell. Da aber die Temperatur T, durch die
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Abbildung 2.5: Die skalierte Entropiedichte 8 = s(T') [4n*T3/(905%)}"" des
Plasmas mit thermischen Massen (durchgezogene Linie) ist kleiner als die des
Bag-QGP, die gleich der eines Stefan-Boltzmann~Gases ist. Inshesondere fithrt
die bei T, sehr grofie thermische Masse dazu, daB der Sprung in der Entropie
beim Phaseniibergang kleiner ist. (Wahl der Parameter wie in Abbildung 1.22).

bei der Phasenumwandlung freiwerdende latente Wiarme fiir eine Weile aufrechterhalten
wird, ist durch eine reduzierte latente Warme eine verkiirzte Lebensdauer der Mischphase
beim Phaseniibergang zu erwarten. Besonders deutlich wird dies durch den Vergleich
jener Kiihlungskurven, die nicht mit der gleichen Temperatur T, sondern mit der glei-
chen Anfangsentropie s starten und daher zur selben Zeit 7 in die hadronische Phase
iibergehen. Wird sp als die Bag-Entropiedichte bei Ty = 400 MeV gewahlt, so entspricht
dies mit unserer Zustandsgleichung einer Anfangstemperatur von 7y = 448 MeV. Die in
der Abbildung 2.6 gegeniibergestellten Kihlungskurven bestétigen die obige qualitative
Uberlegung.
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Abbildung 2.6: Das durch die Zustandsgleichung mit thermischen Massen
beschriebene QGP kiihlt langsamer als das Bag-QGP ab, allerdings wird
aufgrund der reduzierten latenten Warme die Lebensdauer der Mischphase
verkiirzt. Bei Vorgabe der Anfangsentropiedichte s(r) statt der Anfangstem-
peratur ist die Hadronisierungzeit 7, fiir beide QGP--Modelle gleich, wobei
die Lebensdauer der reinen QGP-Phase mit unserer Zustandsgleichung etwa
doppelt so lang wie fiir das Bag—QGP ist; die Mischphase ist entsprechend

kurzlebiger.



3. Thermische Emission von
Dileptonen

3.1 Thermische Leptonen als QGP—-Proben

Leptonen besitzen in einem QGP grofie freie Weglingen und konnen ein QGP von
nuklearer Ausdehnung ohne wesentliche Wechselwirkung durchlaufen. Emittierte
Leptonen stellen daher ein mdgliches Signal zur Detektierung des QGP in Schwer-
ionenstéBen dar. Die thermische Aquilibrierungszeit des QGP wird abgeschatzt.

Nicht stark wechselwirkende Teilchen wie Leptonen und Photonen besitzen einen wesent-
lich kleineren Wirkungsquerschnitt als stark wechselwirkende Teilchen; das Verhiltnis
wird in grober Abschitzung durch das Verhiltnis der Kopplungskonstanten o®/a? be-
stimmt. Man kann abschitzen, daB die mittlere freie Weglange I von ausschlieBiich der
elektromagnetischen Wechselwirkung unterworfenen Teilchen um Grofienordnungen iber
den Abmessungen eines QGP, wie es in Schwerionenstdfen erzeugt werden konnte, liegt:
Fir Prozesse mit dem Wirkungsquerschnitt o ist die charakteristische Zeit zwischen zwei
Wechselwirkungen in einem Gas der Teilchendichte n

tjl~v<oj>~ n<ov>,

wobel das Produkt {Querschnitt - Flu8) thermisch zu mitteln ist. Fiir elekiromagnetische
2-Teilchenprozesse ist ¢ in niedrigster Ordnung ein Ausdruck der Gestalt

o{s) ~ o i

3

well zwei Vertizes einen Faktor o® lefern und k/+/s die einzige' den Proze$ charakierisie-
rende Linge ist, wobei die Mandelstam-Variable s ein Maf} fiir die Energie des Prozesses
ist, siehe Abschnitt 3.2. In einem heiflen Plasma ist die typische Geschwindigkeit v ~ 1
und die typische Energie der Teilchen von der GréBenordnung der Temperatur, € ~ T,
d.h., 8~ € ~ T? (‘relativistischer Gleichverteilungssaiz'). Die Teilchendichte » mull aus
Dimensionsgriinden (fiir ‘leichte’ Teilchen) von der Grofenordnung

T3

n(T) ~ P

iDies gilt, falls keine weiteren Skalen wie Teilchenradien, ~massen existieren, was hier in der
Absch8tzung angenommen wird,
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sein; siehe auch Gleichung (1.19) fiir die Teilchendichte eines Stefan-Boltzmann-Gases.
Damit erhalt man

TR LT
IR h
und als charakteristische freie Weglinge
1R 370
lf~ et~ — o=~ 10
e ET T/MeV

~1
t_f o~

fm

Bei Temperaturen T' £ 400 MeV, die man fur das in Schwerionenstofen erzeugte Plasma
erwartet, ist die freie Weglange I; ~ 10" fin. Die radiale Ausdehnung des Plasmas ist
dagegen von der Grofenordnung der Kernabmessung » ~ 5 fm und die Ausdehnung in
Langsrichtung wird durch die Hadronisierungszeit 7, ~ 100 fm/c bestimmt. Diese Ab-
messungen Hegen also umn einige Ordnungen unter der abgeschitzten freien Weglinge (4.
Leptonen und Photonen, die im QGP erzeugt werden, sind daher in der Lage, das Plasma
ohne wesentliche Wechselwirkung zu durchlaufen und zu verlassen. Aus den Eigenschaf-
ten dieser Leptonen und Photonen kann somit auf die Bedingungen geschlossen werden,
die am Orf ihrer Entstehung herrschten. Wenn insbesondere deren Eigenschaften in star-
kem MaBe davon abhéngen, ob sie tatsachlich in einem QGP oder in einer hadronischen
Phase erzeugt wurden, stellen diese elektromagnetischen Proben ein geeignetes Signal fiir
die Detektierung des QGP in SchwerionenstoBen dar.

Andererseits zeigt die gleiche Abschitzung fiir stark wechselwirkende Teilchen (o wird
durch @, ersetzt), dafi das Plasma durch starke Wechselwirkung relativ schnell ther-
malisieren kann: Die charakteristische Stofizeit in starken 2-Teilchenprozessen betrigt
t? ~ a7?B/T. Wegen a, ~ 1 ist auch fiir andere starke Prozesse die typische Wechsel-
wirkungsdauer bei Temperaturen 7' ~ 200 MeV von der Gréfienordnung ¢, ~ 1 fm/c.
Durch die allgemein giltige quantenmechanische Relation i £ AEAt, die die Geschwindig-
keit von Energieanderungen beschrankt, wird eine untere Grenze fir die Aquxlxbrzerungs-
zeit bestimmt. Die Thermalisierung mit einer Energieanderung AE ~ T ~ 400 MeV
kann nicht in wesentlich kiirzeren Zeitabschnitten als At ~ 1 fm/c erfolgen. Durch diese
D’Deﬂerrungen wird die bereits im Kapitel 2 eingefithrien Athbmemngszeit 76 des QGP,
welche wir als 1 fm/c angenommen hatten, semi-quantitativ bestatigt.

3.2 Der Wirkungsquerschnitt der
Reaktion eé — uj

Die betrachtete Reaktion ist ein Beispiel fiir die elektromagnetische Umwandlung
eines Fermionenpaares in ein anderes. Sind die Ausgangsteilchen statt der leichten
Flektronen schwere Quarks, ist die oft gemachte Vernachldssigung der Masse der
Ausgangsteilchen picht zuldssig. - Durch endliche Massen der Teilchen treten im
Wirkungsquerschnitt zusitzliche Skalen auf.

Bevor im folgenden Abschnitt die Produktion von Leptonen im QGP durch Quark-

Antiquark—Vernichtung betrachiet wird, soll hier der Wirkungsquerschnitt des analogen
Prozesses der Elekironenerzeugung aus einem Myonenpaar abgeleitet werden. Mit den
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im Anhang A.3.1 abgeleiteten Formeln und den Feynman-Regeln lassen sich Wirkungs-
querschnitte wie fiir die Annibilation von Elekironen in Myonen einfach berechnen. Die
wesentliche Arbett liegt dabel im Auswerten der Spuren von y—Matrizen. Die Techniken
sind elementar und werden in fiblichen Standardwerken beschrieben; da es hier (fast)
keine voneinander abweichenden Konventionen gibt, set an dieser Stelle ebenso wie zur
Verwendung der Feynman—Regeln auf die Literatur verwiesen, siehe z.B. {LL4].

Abbildung 3.1: Die Reaktion eé ~— pf in niedrigster Ordnung. Die Zeitrich-
tung verlauft von links nach rechts; dargestellt ist der Impulsflull der Teilchen.

Mit Hilfe der Feynmanschen Regeln liest man aus dem Graphen 3.1 unmittelbar den
Ausdruck fiir die invariante Strenamplitude in niedrigster Ordnung ab,

—z'gp'\
{p1 +p2)?

Es ist bequem, mit dem Photonenpropagator in der Feynman-FEichung zu arbeiten — eine
andere Eichung liefert dieselben Resultate.

Ty=—1 {ﬂ#(53?p3) ie'y'\ V{54, P1) ( ) ue(slapl) e, ﬁe(SQ,pz)} . (3.1)

Im Anhang A.3.1 wird fir den differentiellen Wirkungsquerschnitt einer Reaktion mit je
zwel Teilchen im Anfangs— und Endzustand der invariante Ausdruck

do 1 J{(s,ma,my) 2
d} (s,92) = 6dnw2s T {s,my, my) z Il

83,54

abgeleitet, wobei 7 eine Funktion der Madelstam-Variable 5 := {p; + p2)* und der Teil-
chenmassen ist,

T{er ey mg) = % {(5 — (g 4 m)*)(5 — (mq — mb)g)] .

Der Ausdruck J{(s,m,,7) hingt mit der Stromdichte der Teilchen der Massen my,, m
in thren Schwerpunkisystem bei gegebener Gesamtenergie /3 zusammen, siehe Gleichung
(A.18). Der angegebene Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt wird daher verstandlich
als die Sumime iiber die Wahrscheinlichkeiten der mdglichen Endzustdnde geteilt durch
die Stromdichte der einfalienden Teilchen.



Im betrachieten Fall sind die Massen der ein~ und auslaufenden Teilchen jeweils gleich,
my = Mg =:m, und mz = my =: m,, und man kann von der Vereinfachung

4m2:l Y2

8

T(s,m,m) = g- {1 e

(Gebrauch machen. Man erhaly

do 1 am?] 7 am2]7
£7 oy e i 2.
dan 64?33[ S ] [1 s ] Z 7]

53,54

Fir das weitere ist der Wirkungsquerschnitt interessant, bei dem {iber die Anfangsspin-
konfiguration gemittelt wurde. Die Zahl der Spinkonfigurationen zweier Spin-*/,-Teilchen
ist (25+1)? = 4; man erhilt also den gemittelten Querschnitt, indem man fiber alle Spins
summiert und das Ergebnis viertelt. Im folgenden wird ¢ immer den Wirkungsquer-
schnitt bezeichnen, bei dem der Mittelwert iiber die Anfangsspins und die Summe iiber
die Endspins gebildet wuzde, '

do 1 4m? ek 4m? 114 9
Eﬁ“ﬁz}.w?s[l“ s } {1“ ] 7 2 (Tl

A 3 T
spins

Nun wird der Ausdruck ) |T%[?, die Sunvme iiber die Quadrate der invarianten Streu-
sping

amplituden, Gleichung (3.1), weiter ausgewertet. Zunichst werden die Indexstruktur

vereinfact und die Terme e ? und (p; + p2)? = s vor die Summe gezogen. Dann beachtet

man die Definition der Feinstrukturkonstanten,
2
e’ 1 1

T ST

(3.2)
und erhalt
PR, . , _ ‘
2 THf = (n) = 30 mit 3= 3 [8u(3)7 va(@)m (e (2)
spins spins

Die Argumente in Klammern stehen sowohl fiir die Spinvariablen wie auch fiir die Impulse.
Im Wirkungsquerschnitt

2 =Y Yy
é{za?ﬁ 1~4m3 ? l_llmi ZZ’
d  16s® s s
bleibt nur noch }°' auszuwerten. Die ausfithrliche Rechnung im Anhang A.3.2 liefert das
Resultat

; 2 o 2 4 2 2
S (s, cos 0) = 4s* [1 + (1 - 4"’”‘*) (1 - ‘*mﬁ) cos? 0+ ﬂ}«@] L (33

8 S

§ ist der Streuwinkel im Schwerpunktsystem. Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
im Schwerpunktsystem erhalt man

do o’ k? i 4m? =2 4m2 17
Qo 4s

2 L2 2 2
X {1 + (1 - 4me) (1 — 4?:“) cos? @ + w] . (3.4)

&
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Nach den Winkelintegrationen

/m:w,

A 2 1 dar
/dﬂcoszé’=/ dqﬁ/ dgsiné‘coszﬁz}?wf da::nzz%—
1] Q —1 K

findet man schlieBlich nach Zusammenfassen aller Terme ein relativistisch invariantes und
daher in jedem Bezugssystem giiltiges Ergebnis fiir den Wirkungsquerschnitt,

4 2h2 4 27 -2 4 2 1/2 2 2 9 2
0’(5)=~§ma [w m] [zm T:“} [w ’:} [14» T“] (3.5)

3 3

Dieses Ergebnis gilt in niedrigster Ordnung der Stérungsentwicklung streng. Die fiir kleine
Schwerpunktsenergien /s als Energieskala bedeutsamen Elektron— bzw. Myonmassen
kdnnen bei relativistischen Energien vernachlassigt werden: Bei der Streuung punktfor-
miger, relativistischer Teilchen gibt es keine intrinsische Langen— oder Energieskalen,
2 £2

Ve > me,my . o(s) — 4——371 asfi
Das Resultat {3.5) hat nicht nur als Test der QED Bedeutung, sondern auch in der hadro-
nischen Physik, da es allgemein fiir die elektromagnetische Umwandlung eines beliebigen
Fermionenpaares in ein anderes gilt, wenn statt me,m, die Massen der entsprechenden
Fermionen eingesetzt werden. Tragen die Fermionenpaare die Ladungen +e, bzw. e
(in Einheiten der Elektronenladung), so hat dies verdnderte Vertexfaktoren zur Folge und

es muf o? — e2ef o ersetzt werden.

(3.6)

3.3 Thermische Raten ¢g — [l

Leptonen stellen ein magliches Signal zur Detektierung des QGP dar. Es wird das
thermische Spekirum der Leptonen betrachtet, die in einer QGP-Phase mit der
Temperatur 7" erzeugt und emittiert werden.

Im Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, daB Leptonen und Photonen, die im QGP erzeugt wer-
den, in der Lage sind, das Plasma ohne wesentliche Wechselwirkung zu durchlaufen und
zu verlassen. (Aus der gleichen Abschitzung folgt ebenso, dafi Leptonen und Photo-
nen auch heifle Hadronenmaterie leicht durchdringen kénnen.) In diesem Kapitel soll
untersucht werden, inwiefern sich die bei dem Phasentibergang Hadronengas ~ QGP in-
nerhalb eines kleinen Temperaturbereiches drastisch andernden Eigenschaften der Materie
auf das thermische Spektrum der emittierten Leptonen auswirken. Bevor im folgenden
Abschnitt darauf eingegangen wird, welche Konsequenzen die dynamische Erzeugung des
QGP in Schwerionenstdfien hat, soll hier zunéchst die rein thermische Emission von Lep-
tonen betrachtet werden. — Diese Situation entspricht der Modellannahme der Photonen-
Schwarzkorper-Strahiung.

In der Confinement-Phase, die wieder als Pionengas idealisiert wird, werden Leptonen
bevorzugt durch Pionenannihilation #¥x~ —— I gebildet. Diese Reaktion verlauft nach
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dem Vektordominanz-Modell hauptsachlich dber die Bildung und den Zerfall von in-
termedidren p, w, ... Teilchen ab. Das p-Teilchen als leichtestes Vektormeson mit ei-
ner Masse von M, = 0.77 GeV bestimmt bei Energien E ~ M, die Leptonenbildung,
7ta~ s p* — ll. Die Existenz dieses Zwischenzustandes dufert sich im thermischen
Spektrum des Pionengases durch eine charakteristisch erhéhte Leptonen—Emission bei

Energien & ~ M,. Dies wird als p~Peak bezeichnet, siche z.B. [Rus].

In der QGP-Phase wird die Leptonenerzeugung hauptsichlich durch die in der Abbil-
dung 3.2 dargestellten Prozesse der Ordnungen O{o?) und O(c? «,) bestimmt; aufgrund
der Erhaltung der elektrischen, der Baryonen— sowie der Leptonenladung entstehen die
Leptonen paarweise als sogenannte Dileptonen. Obwohl die Quarks und Gluonen nicht wie
in der hadronischen Phase in gebundenen Zustinden vorliegen, kdnnen selbst bei hohen
Temperaturen ihre Kopplungen keineswegs vernachlassigt werden. Diese starke Kopplung
haben wir in Kapitel 1 durch eine geeignete Dispersionsrelationen der Quarks und Gluo-
nen beschrieben. Es ist einleuchtend, daf diese nichi-perturbativen Effekte Einflufl auf
das Spektrum der emittierten Leptonen haben miissen.

Wir studieren hier die Konsequenzen der im QGP modifizierten Dispersionsrelationen
der Quarks und Gluonen an dem Proze8 der niedrigsten Ordnung O(c®) der elektromagne-
tischen Erzeugung von Dileptonen durch die Vernichtung eines Quark-Antiquark-Paares.
Wir gehen dabei von der Beschreibung der Gluonen und der leichten Quarkfiavors u und d
als freie Teilchen aus und bericksichtigen den FinfluB der QGP-Umgebung durch die ther-
mischen Massen dieser Quasiteilchen, sieche Kapitel 1. Die schweren Flavors werden wieder
als im thermischen Gleichgewicht unterdriickt angenommen und nicht beriicksichtigt. Die
Modifikationen der elektromagnetischen Vertizes im QGP sind von hdheren Ordnungen
O(e? o), n = 1. Da wir die Leptonenerzeugung in der fithrenden Ordnung O(o?) betrach-
ten, kénnen wir zunachst von den elektromagnetischen Vertizes im Vakuum ausgehen und
somit die im vorangegangenen Abschnitt fiir die Reaktion e& —> pji abgeleiteten Glei-
chungen auf den ProzeB der Vernichtung eines Quarkpaares in ein Leptonenpaar ¢ — { I
im QGP tbertragen. (Die Berechnung von in—medium Modifikationen der Vertizes bleibt
spateren Untersuchungen vorbehalten.)

Quarks unterscheiden sich in elektromagnetischen Prozessen nur in ihrer Masse und durch
die gebrochenen elektrischen Ladungen von Elektronen. Die kleinere Quarkladung hat im
betrachteten ProzeB eine kleinere Kopplungsstirke (am ‘Quarkvertex’) zur Konsequenz,

e’ 1 . e? 1

PUISICURVIR IO ¥ PRSI

4z K Tar b

wobel e; das Verhiltnis der Ladung des Quarks mit dem Flavor f zur Elektronenladung

ist. Der Wirkungsquerschnitt in der Ordnung O{e?) fiir die Umwandlung von f-Quarks
der Masse m, in Leptonen der Masse my ist also nach Gleichung {3.5)

H 1
‘.1_?:.. 2&2 4:'”32 ™ /2 4 2 /2 2 2 2 2
&(s)zeif—a {L— ”'} [1«”&] 1-;—21] i-}-ﬁ—‘- .
3 s 5 s 3

3

Der Wirkungsquerschnitt ist laut Definition die auf die Stromdichte bezogene i}bergangs»
wahrscheinlichkeit pro Zeit und Volumen. Um in einem konkreten Fall die Anzahl der
auftretenden Ereignisse zu errechnen, mufl der Wirkungsguerschnitt mit der entsprechen-
den Stromdichte 7 multipliziert werden. Je nach Fragestellung mufl eventuell noch aber
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Abbildung 3.2: Die rein elekiromagnetische Leptonenpaar-Erzeugung durch
Quark-Antiquark-Vernichtung (Ordnung @{a*}, cben). Der Compton-artige
Proze8 (Mitte) und die Prozesse mit Absorption oder Emission cines Ghuons
durch ein Quark bzw. Antiquark {unten) sind vor der Ovdung Ofa® o).
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Anfangs-/Endzustinde summiert werden. Wenn man sich fiir die Rate R von Ereignissen
‘Umwandlung eines Quarkpaares q§ in ein Leptonenpaar Il mit dem Gesami-{—Impuls Q’
interessiert und die Impulsverteilung der Quarks und Antiquarks durch die Funktionen
Fol#); f5(7) gegeben ist, so hat man den Ausdruck

d'! qz'f--él!_
diz d*Q

- 3] (d3p1 T A () 56 8@ - ) (3T

el 2xh)3 J (2xh)

auszuwerten. Die Integrationen sind die mit den Vertellungsfunktionen gewichteten Sum-
men Uber die Impulse p; und p, derjenigen Quarks, die sich in ein Leptonenpaar mit dem
4-Impuls Q umwandeln. Die nur angedeutete Summation iiber Spin~, Color- und Flavor-
fretheitsgrade (s, ¢, bzw. f) berlicksichtigt, daf der abgeleitete Wirkungsquerschnitt &{s)
iiber die Anfangsspinzustinde gemittelt war. Deshalb muB nun noch fiber alle (2s5-+1)% = 4
auftretenden Spinzustdnde summiert werden (f(7) ist die Verteilungsfunktion fir einen
Quantenzustand, der im Falle der Spin-Entartung (2s + 1)~fach besetzt ist). Weiterhin
liegt jede Flavorsorte in N, = 3 verschiedenen Farben vor. Wird jetzt noch angenommen,
daf die vorliegenden Quarkflavors die gleiche Masse m, haben?, so kann die Summe Z

durch einen Faktor ersetzt werden (eq = —V3, eq = ¥3), e d
20
£:~ﬁNF=@S+U%WXF§=§~fﬁf@zg, (3.8)
sy¢ f f
wenn in Gleichung (3.7) der Wirkungsquersehnitt
dr a?h? 4m§ -2 4m} 172 ?«mﬁ 2m}
MY 2F . 2 14— 3.9
oWM)i=3 3 [E F7c I Ry 23 B R Vel B R ve (3.9

verwendet wird. Die Mandelstam~Variable s wird hier und im folgenden durch die Be-
zeichnung M? ersetzt,

s=(p +p)* =Q% = M?,

M als Betrag des Gesamt—4-Impulses () der zwei Leptonen wird die invariante Masse
des Leptonenpaares genannt. Der Ausdruck fiir die Stromdichte j wird im Anhang A.3.1
berechnet, siehe Gleichung {(A.17),

() = 1 J(M?,m,,m,) - M? 1m4m§
nh) =y ol Zeien Mz

Wegen der kiirzeren Schreibweise wurden hier pf, durch e, » ersetzt.
Nach diesen Vorbetrachtungen 138t sich die Gleichung {3.7) fiir die Emissionsrate als ein
Produkt zweier Faktoren schreiben,

R=AT.

*Hierbei ist speziell an die thermischen Quarkmassen gedachi.



In A werden alle Vorfaktoren gesammelt,

N, .M 4m?
‘f :
() h)s £ 1 - 1‘«1‘2 J(i I) (310)
Aus dieser Definition liest man eine notwendige Bedingung dafiir ab, daff iberhaupt Lep-
tonen gebildet werden konnen,

Y 3.1
~ 30 0 (3-11)
diese Bedingung ist die triviale Aussage, daB die invariante Masse des Prozesses grofler
als die doppelte Quarkmasse sein muf.

Das Integral 7 ist definiert als

Q)= [ 7

Im Anbang A.3.3 wird Z unter der Annahme isotroper Impulsverteilungen ausgewertet.
Fiir die fiir uns interessanten Fille kénnen die Impulsverteilungsfunktionen fy ; durch die
Boltzmann~Verteilung approximiert werden und man erhilt das einfache Resultat

43
“p 22 £ (5) 157 69(Q ~ i 12)

EY 4m32
I=27rexp{———f} l—v}gg.

Mit dem bereits abgeleiteten Vorfaktor {3.10) ergibt sich als Formel fiir die Rate der aus
dem QGP emittierten Dileptonen

ANzt 2Ny M? 4m} E o e
R aT= e ( 2 o) exp{—ﬁ_,w}. (3.12)

it

3.4 Leptonenemission in Schwerionenstoflen

BEs wird die thermische Dileptonenemission aus einem longitudinal expandierenden
QGP-Schianch betrachtet.

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die thermische Emission von Dileptonen aus einem
QGP berechnet. Hier nun soll die abgeleitete Formel (3.12) speziell auf den Fall der
thermischen Emission in SchwerionenstdBen angewandt werden. Es wird ausschiiefilich
die thermische Emission aus der QGP-Phase betrachtet, die in der Folge eines zentralen
Schwerionenstofles entstehen kdnnte, wobei die Expansion des Plasma-Schlauches durch
die Bjorken—Gleichung beschrieben werden soll. Nicht betrachtet wird der Mechanismus
der initialen Leptonenerzeugung in Schwerionenstdfen durch Drell-Yan-artige Prozesse,
Abbildung 3.3, siehe z.B. {Rus]. Ebenso bleiben die Leptonen, die vor der thermischen
r‘&thbrxerun“ erzeugt werden, unbertcksichtigt. (Eine Diskussion der Bildung von Lep-
tonenpaaren in der Pre-Aquilibriumphase findet sich z.B. in [Ka92.}

Bei der Behandlung der Emission aus einem expandierenden Plasma-Schlauch ist es vor-

teilhaft, von einer neuen Parametrisierung des 4-Impulses @ des Leptonenpaares aus-
zugehen, die gleichzeitig auch den experimentellen Bedirfnissen hesser angepaft ist.
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Abbildung 3.3: Die dominanten Me-
chanismen der nicht—thermischen Lep-
tonenerzeugung sind bei grofen Ener-
gien Drell- Yan-artige Prozesse: Quarks
aus den sich passierenden Nukleonen
werden in ein Leptonenpaar umgewai-

delt.

Q= (F, é) soll in der neuen Parametrisierung durch die invariante Masse M, die trans-
versale Masse My und die Rapiditiat ¥ des Leptonenpaares ausgedriickt werden. My und
Y werden eingefithrt als

My = /M?+Q%,

3 E
Y = acosh (E),

wobei Qr die Impulskomponente in transversaler Richtung ist, vergleiche Abbildung 2.1.
In der umgekehrten Darstellung lauten die Energie und der longitudinale Impuls

(3.13)

E = MrcoshY,
Qr = VG~ Qb =/E*~ M} = MrsiohY.

Fiir grofie Energien, |C§[ > M, besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen der Rapi-
ditit und dem Streuwinkel § im Schwerpunktsystem. Es gilt

M2+ QG+ cosf|G] 1 111+cosé
By | e——

\ﬁfﬁ+@2—cosf?[@'[ 2 lwcos@’

. Gy _ 1 1
Y == atanh (“—E"“) -;z-ln ——§In

Mit 1 + cos @ = 2cos?(#/2) und 1 ~ cos f = 2 — (1 -+ cos §) folgt weiter

cos®(8/2)

S (8)2) —Intan(8/2).

1
o
Y =~ 5 in
Der experimentell interessante Streuwinkelbereich 8 ~ #/2 aus der zentralen Region des
Plasma—Schlauches entspricht somit kleinen Rapiditaten, ¥ ~ 0.
Die Rate R war bezogen auf den 4-Impuls des Leptonenpaares; d'Q in den neuen
Variablen ausgedriickt, lautet

8O = 31 Qr dQ7 dQy dE = gdfkﬁdﬂf% dy . (3.14)

~1
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Feweis:

NCT.Qr, £}

d‘!Q =27 QT dQT dQL aly = 2n QT(J’?[Z,@!%,Y) W
L+ s LRy

dM? dME dY

Q7 als Funktion der neuen Gréflen ausgedriickt ist Qp = /M2 — M2, Eine kurze

Rechnung
—1/Qr 1/Qr 0
}W‘ =] 0 sihY/(2Mr) MpcoshY | = I”f}””
(M?, Mg, Y) 0 coshY/(2Mr) MrsinhY Qr

beweist die Behauptung,

Nach der Einfithrung der transversalen Masse und der Rapiditat wird jetzt der expandie-
rende Plasma~Schlauch betrachtet., Im Bjorken-Bild bewegen sich die 4~Volumenelemen-
te d*z, aus denen die Leptonen emittiert werden, mit konstanten Geschwindigkeiten in
logitudinaler z~Richtung, siche Abbildung 3.4. Um dem Rechnung zu tragen, muf die fiir

T(z*) | |

Abbildung 3.4: Bei der Bjorken-Expansion bewegen sich dic 4-Volumen-
elemente d*z mit einer Geschwindigkeit v(t,2,y,2) = z/¢ in Richtung der
z—Achse.

ein ruhendes QGP abgeleitete Gleichung (3.12) nur an der Stelle abgedndert werden, an
der die thermische Verteilung f{§) einging; in einem anderen Inertialsystem werden die
Impulse offensichtlich anders verteilt sein. Im folgenden wird die Boltzmann—Verteilung
fiir ein beliebiges Inertialsystem abgeleitet.

Das zweite Bezugssystem bewege sich relativ zum ersten mit einer Geschwindigkeit ¢ in
Richtung der gleich orientierten z-Achsen, d.h., die Bewegung des Koordinatenursprunges
werde durch den 4-Vektor =* = (¢,0,0,2(1)), z{(¢) = vt. beschrieben. Zunachst wird =%
durch die Koordinaten dargestellt, die sich schon bei der Behandiung der Kithlung im
Bjorken-Bild als zweckmaBig erwiesen haben,

7= VI — 22, 7 = atanh{z/t).



7 ist die Eigenzeit des sich mit der Geschwindigkeit v oder, wie man auch sagt, des
sich mit der Rapiditdt 5 == atanh v bewegenden Bezugssystems. Die formale Ahnlichkeit
dieser Koordinaten zn den Polarkoordinaten wird ebenso in der umgekehrten Darstellung
sichtbar,

t=T7coshy, z = Tsinhy.

Die Boltzmann-Verteilung wird in einem Inertialsystem, welches sich mit der Geschwin-
digkeit v = tanh 77 bewegt, durch die gleiche funktionale Abhangigkeit f beschrieben wer-
den, weil die Zohl der Teilchen in einem Quantenzustand eine Invariante ist. s andert
sich jedoch die GroBe, auf welche die Teilchenzahl bezogen wird, d.h.,

fE) — J(E).

Bei der Lorentz-Transformation werden die Energie~ und die longitudinale Impulskom-
ponente des 4-Impulsvektors gemischt, E' = (F +vQ.) (1 — v?)~"/%. In der neuen Para-
metrisierung ausgedriickt, ergibt sich

sinh ¥ + tanhycoshY

= My coshy{sinh ¥ 4 {anh 9 coshY')
/1 — tanh®y

= My cosh(Y + 7).

E! == ﬂffg’

Das Frgebnis iiberrascht nicht, denn Lorentz-Transformationen sind eben gerade Rotatio-
nen im Minkowski-Raum, was in der vorteilhaften Koordinatenwahl in suggestiver Weise
deutlich wird. Bei der Transformation geht ¥ in Y + 5 Gber {Minkowski~Drehung’ oder
sogenannter ‘Boost’ des Bezugssystems).

Das 2-dimensionale Volumenelement dtdz transformiert sich in der (r, n)-Darstellung
zu 7d7 dn (so wie das kartesische Mafl dzdy in Polarkoordinaten zu rdr d¢ wird).

Feweis:

coshy  simhn

didz = | Ot ?) .
Tsinhy reoshy

Al

drdn = drdn = rdrdzy.

Das 4~Volumenelement d*z = dt dz dy dz schreibt man mit dedy ~ mr® um in
d'z = 7r® rdrdy,

wobei r der Radius des Plasma~Schlauches und damit etwa dem Radius der kollidierenden
Schwerionen ist. Im folgenden wird stets r = 5 fm angenommen. Mit diesen neuen
Parametrisierungen kann man die Gleichung (3.12) nach Einsetzen der transformierten
Energie £ — E’ = My cosh(Y + n) umformen,

an, qf—il
AT dMEAY

2a N, M*? 4m? My
wt [Carr [Ty 2k 22} (M) oxp {~ 7 cosh(¥ b
7 / ey k) 2 (1 1[2) o(M) exp 7 cos (Y -+ 7)

Der Ausdruck gibt die Zahl der Leptonen an, die ab der Aquilibrierungszeit 75 bis zur
Zeit 7, < 13, 1m thermisch dquilibrierten, e\pandzerenden QGP gebildet werden, wobei 7.
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kleiner als die Hadronisierungszeit 7, sein soll. Durch die Wahl der n—Integrationsgrenzen
wird beriicksichtigt, dafl in dem Plasma~Schlauch alle Geschwindigkeiten von v = 0 (in
der zentralen Region um 2z = 0) bis v = :£1 (an den ‘Fronten der Expansion’ bel z = ¢)
vorkommen. Mit der Integraldarstellung der modifizierten Besselfunktion zweiter Art®
nullter Ordnung

/Oo df exp (~zcosht) = 2Kg(z)

erhalt man das Ergebnis

AN s r? 2 Mr 3
= M — v . 3.1
Papy =N / drr (M? —4m3) o(M) Ko { 70> (3.15)
Wegen
d  00% d  O(Mf;—-M?) d d
dM% — M3 MY Q3 IMZ MY dQz  dQ3
quﬁ—ﬂF

hat die auf den tramsversalen Impuls bezogene Rate die gleiche Gestalt

dM2dQ%dY
wie die Rate (3.15), es muf nur im Argument der Besselfunktion My durch @Qr aus-
gedriickt werden. Den Ausdruck (3.9) fiir den Wirkungsquerschnitt eingesetzt, ergibt sich
schlieBlich die zur Querschnittsfliche #r? der zentralen Region proportionale Rate

dM?dQTdY

e Hary27 Y2
asr 4rn; 2m;j / dmy 2m; My
1- — drv il — 0" 1 K

Ne 3(4Wﬁ2)2[ M?] [}“ + M?} T [ M? T ar | o \Tm,
Dieses Ergebnis gilt fiir beliebige und insbesondere fiir thermische Quarkmassen, die we-
gen ihrer Temperaturabhingigkeit m,(7") bei der Abkiihlung eine Funktion der Eigenzeit
sind, my{T(r)). Die Abkihlung 7'(r) ihrerseits wird nach Gleichung (2.8) durch die
Zustandsgleichung des QGP bestimmt, die in unserem Modell (1.55) ebenfalls von der

thermischen Masse der QJuarks und der Gluonen abhingi. Fir den Spezialfall verschwin-
dender Quarkmassen, m, = 0, erhilt man das in [Rus] abgeleitete Ergebnis.

R = (3.16)

Die Eigenschaft der Besselfunktion
d . ;
3;(33111(.1:)) = —z Ro(z)

erlaubt, auch die Integration dber M2 in Gleichung {3.15) analytisch auszufihren. Mit
dME = 2M7p dMr und der Zwischenrechnung

M Mo A
[M Aﬁ( TT) My dMy = 2T [ Ko(z)zde = 2T 22 Al(f\)

3Diese wird manchmal auch als MacDonaldsche Funktion bezeichnat.

1
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erhalt man die auf die Rapiditat und die invariante Masse der Dileptonen bezogene Rate

AN N r? o? lwa&m}’" 2 1_}_2?%12
dyMzdy T 7 oax2h% M2 M2

e Gypy 2
dmy . 2mg M ot
bt jdl T [1 - .if—z} {l -+ fk[?“ } ;\f T(T} [\.1 (T(T)) . (31 f)

Im folgenden Abschnitt werden die Ratengleichungen (3.16) und (3.17) fir das einfache
Modell verschwindender Quarkmassen und der Bag-Modell-Zustandsgleichung fir das
QGP ausgewertet.

3.5 Der Fall T(7) ~ 7773, my =0

Die Leptonenemission bei Schwerionenstofen hingt stark von der Anfangstempera-
tur des Plasmas ab. Das Spektrum der aus einem Bag-QGP, s(T') ~ T2, m, = 0,
emittierten Dileptonen ist (fast) unabhingig von von deren invarianter Masse.

Die Dileptonenraten (3.16) und (3.17) werden hier unter den einfachen Voraussetzungen
studiert, daB das Plasma in einem Schwerionenstofl erzeugt wurde und daf sich nach einer
gewissen Zeit 7o das thermische Gleichgewicht bei einer Temperatur T; eingestellt hat.
Die Dynamik der sich anschliefenden Expansion sei durch die Bjorken—Gleichung (2.8)
gegeben, wobei die thermodynamischen Eigenschaften des QGP durch das Bag—\ziociell
masseloser und freier Quarks und Gluonen beschrieben werden sollen, siche Kapitel 1.2.2.
Dies ist ein 2z.B. in [Rus] beschriebenes Standardmodell der thermischen Daleptonenemls-
sion aus der QGP-Phase in Schwerionenstofen.

Unter den gemachten Voraussetzungen ist der Temperaturverlanf T{+) durch die Glei-
chung (2.10} gegeben,

__1/
T(r) =Ty (:’"—) ’
7o

Die Vernachlassigung der Quarkmassen in Gleichung (3.16),
my, =40,

ergibt einen einfachen Ausdruck fir die Anzahl der Dileptonen, die wahrend des Zeitin-
tervalls 7o < 7 < 7, durch Paarkonversion gebildet werden,

d \’;!2—'“ . (l'g 7'2 ) )}:m[ 12 ...;mz i‘/[’:[‘
areandy = Vs Lo |V f drrRo\ 7y ) -

Wird, wie angenommen, fiir den Temperaturverlauf T(}) ~ 77 /% eingesetzt, kann durch
cine Variablensubstitution

N My _ }IT (T s . 5 To 5 6 TGTOS z ;
TEIH T T %) T “T"(i};) dr =3 M%)Mm’




das Integral dber r vereinfacht werden,

Nogit o _air? 4mt M2 om?] [ T3\ T

T, ist die Temperatur, auf die das System nach der Zeit 7, abgekihlt ist. Fiir die Berech-
nung des Integrals ist es vorteilhaft, folgende Eigenschaften der modifizierten Besselfunk-
tionen auszunutzen (' bedeutet Ableitung nach z)

W?fl/; (l‘) - I{nm}_ (3!) -+ I{n+1 (ZC) N

K. (z)2nfz = K,;(z)— K,(2). (3.18)
Beide Eigenschaften ergeben zusammen die Gleichung
Kp= K, " g

Mit Hilfe dieser Relation kann ein Integral wie das in der Ratengleichung ausgewertet
werden,

f dza™ K, = - / doz™ K., — (n+1) / dz 2™ K
= =g K + mfdm 2™ Ky — (n + }.)/d:z: g™ R
= 2" K,y +{m—n-— 1)/&’3 2™ K

Durch rekursive Anwendung dieser Beziehung erhalt man

[dza’ko = —°Ki +4 [ doa'k,
= oK+ 4 (et 42 [ de m3fi’2)
= —a*Ky — 4ot Ky + 8 (—2K; +0)
= —2® (2K, + 42K, + 8Ky) .

Mit der Relation {3.18) kdnnen die modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter
Ordnung durch die der Ordnung drei ausgedriickt werden und man findet

fdm 2P Rp(z) = —2? (8 + :z;?) Ki3(z) = —H(z). (3.19}

Die hier definierte Funktion H(z) besitzt wie die modifizierten Besselfunktionen eine
exponentiell gedampfte Asymptotik?, siche Abbildung 3.5. Insgesamt erhdlt man fitr die
Dileptonenrate den Ausdruck {Rus]

d\rq__-“
APAMEAY
1 o
a? am?l]’ 2mil (I3 My U T
N 2D oAmi ey Emi foly [ ( i { } (3.20)
"(4:&*}9[ M‘B] { * M?] (:u%) i 213} }

Tir die Funktionen K,(z) gilt: K.(z)= vfﬁexp{-—*r} [ 4”;_ ! + L"J{::"E}} fiar £ 3% L.

et |
i



Abbildung 3.5: Die Funktionen H(z) und J{z) fallen fiir grofie =
wie 22 exp{~z} (n = 5 bzw. n = 4) ab.

Im Experiment werden invariante Massen M gemessen, die wesentlich grofler als die Lep-
tonenmasse my sind, so daf die Rate (3.20) unabhdngig von M wird. Wesentlich fiir die
Ableitung dieses Resultats ist die gemachte Annahme freier und masseloser Quarks.
Bemerkenswert ist weiterhin, daB die Rate aufgrund der Asymptotik von H{z} fiir grofie
transversale Massen, My 25Ty 22 GeV, fast ausschlieBlich von der Anfangstemperatur
Ty abhangt, wahrend die spaten und kalten Phasen der Expansion das Spektrum kaum
beeinflussen. Wie eine genauere Betrachtung im folgenden Abschnitt zeigt, gilt dies bei
hinreichend hohen Anfangstemperaturen und bei groflen My auch fiir die Beitrage aus
der gemischten Phase, obwohl diese eine langere Lebensdauer als die reine QGP- Phase
hat. Insbesondere ist der Vorfaktor 7§ ein direktes MaB fiir die Entropiedichte s{T} ~
des QGP unmittelbar nach der thermxschen Aquilibrierung. Somit kann man aus der
experimentell meBbaren Rate auf die im Stof} erzeugte Anfangstemperatur schlieBen.
Eine analoge Rechnung fiir die auf die Masse und die Rapiditat bezogene Rate (3.17)

ergibi
1 2
AN r o r? amz] 2m? ] [ mTg [ (M ) (M )]
= V), — ) ey R | 2
aray = Ve P ar] Ve e 7, 7.)] 320

mit J(z) = 2? (22K, () + (8 + 27)Ka(2)) -

Aufgrund der Asymptotik von J{z) wird bei groflen Massen M (analog zu Gleichung
(3.20)) die Rate hauptsichlich durch die Anfangstemperatur 7p und nur in emem ge-
ringen Mafle durch die kalten Phasen der Expansion bestimmt. Dies bestatigt, dafl die
Annahme einer rein longitudinalen Expansion in der Bjorken-Gleichung gerechtfertigt
ist: Die transversale Expansion des Schlauches wird erst fiir Zeiten » 210 fm/c in der
Gréfenordnung der Hadronisierungszeit wesentlich, wenn die thermische Emission bereits
sehr klein ist.



3.6 Konsequenzen der thermischen Masse
in Schwerionenstoflen

Die Annahme thermischer Quark— und Gluonenmassen beeinflufit das thermische
Dileptonen—-Spektrum in Schwerionenstéfen.

Nach den f}berlegungen im Kapitel 1 sind die Eigenschaften des QGP bei Temperaturen,
die nicht deutlich gréfer als die Ubergangstemperatur 7., sind, durch nicht-perturbative
Eiffekte bestimmst. Dies fiihrte uns zu der Annahme thermischer Quark— und Gluonenmas-
sep im QGP. Fir den Nachweis der Erzeugung des QGP in SchwerionenstoBen ist es nun
naheliegend, nach Konsequenzen dieses nicht-perturbativen Verhaltens und inshesondere
nach den Konsequenzen der thermischen Massen zu suchen.

Im Vergleich zu dem im vorangegangenen Abschnitt 3.5 dargestellten Modell wird sich
eine endhche thermische Masse der QQuarks und Gluonen in der thermischen Dileptonen-
emission in SchwerionenstoBen auf zweierlet Weisen auswirken:

1y Zum einen wird durch die Zustandsgleichung (1.55) mit thermischen Massen anstelle
der Bag-Modell-Zustandsgleichung die Temperaturentwicklung des Plasmas modifiziert.
Wie im Abschnitt 2.3 diskutiert, verlauft die Abkiithlung mit thermischen Massen langsa-
mer als die 7~ /3-Kiihlung des Bag-Modells. Weil das expandierende Plasma nun mehr
Zeit fir die Bildung von Dileptonen besitzt, kann man eine etwas groflere Rate als die
durch Gleichung (3.20) beschriebene erwarten.

2y Es gibt auch einen gegenlaufigen Effekt: Durch eine endliche Quarkmasse wird in der
betrachteten Ordnung der Wirkungsquerschnitt der Dileptonenproduktion vermindert,
vergleiche Abschnitt 3.2. Bei konstanten Quarkmassen m, und Bag-Kiihlung® T ~ 7='/3
sind die im Abschnitt 3.4 abgeleiteten Raten dann mit einem Faktor

4m§ /2 2m§ <
=3r Mtae| St

zu muitiplizieren. Dies fihrt insbesondere nahe der kinematischen Schwelle
M* =2m,

zu einer Verringerung der Raten; Dileptonen mit einer kleineren Masse als 2m, kdnnen
nicht erzengt werden. In der Abbildung 3.6 ist das thermische Spektrum mit Annahme
einer konstanten Masse von m, = 450 MeV, siehe Gleichung {1.57), im Wirkungsquer-
schnitt dargestellt. Im Falle einer temperaturabhingigen Masse wird diese Verringerung
der Rate an der kinemalischen Schwelle Giber die Zeit— bzw. die Temperaturentwicklung
des expandierenden QGP-Schlauches integriert.

Das Zusammenspiel beider Effekte ist in der Abbildung 3.7 dargestellt, wobei als trans-
versale Masse des Leptonenpaares My = 3 GeV gewihlt wurde. Das Dileptonenspektrum
ist besonders sensitiv auf den Temperaturvertauf 7'(v) bzw. auf die Zustandsgleichung
des QGP bei groflen transversalen Massen Afy, siehe Gleichung (3.15). Bei My ~ 3.1
GeV steigt jedoch der Anteil der aus der hadonischen Phase emittierten Dileptonen stark

5Die endliche Quarkmasse soll zundchst ausschlieBlich im Wirkungsquerschnitt berticksichtigh werden,
wolingegen in der Zustandsgleichung weiter von einem masselosen Stefan-Boltzmann-Gas ausgegangen
wird {eine Zustandsgleichung mit endlicher Teilchenmasse liefert nicht T ~ v~ 723,
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Abbildung 3.6: Die Dileptonenrate bei fixiertem My = 3 (GeV; das Plasma
kihlt von einer Anfangstemperatur Tp = 400 MeV bis auf 170 MeV nach
dem 7="/2-Gesetz ab. Die Annahme einer konstanten Quarkmasse m, = 450
MeV im Wirkungsquerschnitt hat eine verringerte Rate nahe am kinematischen
Limes zur Folge.

an (?/y~Peak, vergleiche Abschnitt 3.1) und fiir noch grofere My dominieren die harien
Leptonen aus Drell-Yan-Prozessen, so daf} Dileptonen mit transversalen Massen leicht
‘unterhalb’ des ¥/¢—Peaks offensichtlich besonders gut als QGP-Sonden geeignet sind.

Bei kleinen Transversalimpulsen Q7 ist die Rate (3.16) mit Annahme thermischer
Quark~ und Gluonenmassen um etwa einen Faktor /4 grofler als im vorangegangenen Ab-
schnitt durch die Gleichung (3.20) beschrieben; als Parameter fiir die thermischen Quark-
und Gluonenmassen wurden die in Gleichung (1.55) angegebenen Werte verwendet. Die
Rate hangt sensitiv sowohl von der Anfangstemperatur 1o, vergleiche Abbildung 3.7, als
auch von der beobachteten transversalen Masse My ab, wobel die Raten in beiden Mo-
dellen ein ahnliches Ty— bzw. Mp—Skalierungsverhalten besitzen, siehe Gleichung (3.20}.
Die Modelle unterscheiden sich jedoch wesentlich fiir grofie Transversalimpulse @7 ~ M7.
Das Bag-Modell liefert ein Spektrum, welches nicht von dem Transversalimpuls Qr, son-
dern nur von der transversalen Masse des Leptonenpaares abhangig ist. Dies wird als
My ~Scaling bezeichnet, siche Gleichung (3.20). Im Gegensatz dazu begrenzt die endliche
Quarkmasse das thermische Spektrum bei

M- M7 mit M= 2 gin{m, (T(0) } (3.22)

Fir grofe Transversalimpulse, @1 > @%, ist die kinematische Bedingung (3.11) verletzt
und es kdénnen keine Leptonen mehr gebildet werden. Die Aussagen des Modells fiir das
zu erwartende thermische Spektrum sind dabei weitgehend unabhingig von der Wahl der
I'~Parameter in der thermischen Masse, vergleiche Abbildung 3.8.
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Abbildung 3.7: Die thermische Dileptonenrate aus der QGP-Phase bei My = 3
GeV; als Anfangstemperatur warde Ty = 400 MeV (obere Kurven} bzw. T =
250 MeV (untere Kurven) angenommen. Verglichen werden die Voraussagen des
Bag~Modells mit Quarkmassen m; = 0 (Strich-Punkt-Linie} und die Rate mit
thermischen Quark— und Gluonenmassen {durchgezogene Linie).
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Abbildung 3.8: Die Dileptonenrate aus dem QGP {My = 3 GeV, T = 400 MeV})
‘mit thermischen Massen ist weitgehend unabhingig von der Wahl der Massenpa-
rameter Iy, (Parameter wie in der Abbildung 1.24).



Wir stellen somit fest:

1.) Die Annahme thermischer Massen fir Gluonen und Quarks im QGP
verletzt die My -Scaling—Voraussage des thermischen Dileptonenspekirums im
Bag-Modell bei grofen Transversalimpulsen Qr ~ Q. Das Spektrum ist dabei
wettgehend unabhdngig von der Parametrisierung der thermischen Massen.

Bisher wurde davon ausgegangen, dafl sich nach der Zeit 7 ein thermisch dquilibrierter
Zustand mit einer Anfangstemperatur Tp eingestellt hat. Es ist jedoch durchaus denkbaur,
daB nicht die Temperatur, sondern die Entropie die im Aquilibrierungsprozef wesentli-
che GroBe darstellt, weil im Phasenraum die Aquilibrierung gerade das Zulaufen auf den
Zustand mit minimaler Entropie ist. Nehmen wir daher in der Bjorken-Kihlung statt
einer vorgegebenen Anfangstemperatur eine gegebene Anfangsentropiedichie sp an, so
erhalt man bei verschiedenen Zustandsgleichungen des QGP unterschiedliche Anfangs-
temperaturen. Insbesondere liefert bei gegebenem sq unsere Zustandsgleichung fiir das
QGP eine etwas hohere Anfangstemperatur als das Bag-Modell. Da jedoch die Anfangs-
temperatur einen sehr starken Einflufl auf die Rate hat, unterscheiden sich die Aussagen
fiir das Spektrum betrichtlich. Da einige Griinde dafiir sprechen, daB das einfache Modell
des Abschnittes 3.5 geringere Raten, als experimentell zu erwarten sind, vorhersagt, lie-
fern die Annahmen einer bestimmten Entropiedichte nach der Aquilibrierung und unserer
Zustandsgleichung eine mogliche Erklirung fiir das Problem der ‘fehlenden Dileptonen’
bei den CERN-SPS-Daten [Mas]. Die Abbildung 3.9 zeigt den Vergleich der beiden
Modelle bei einer Anfangsentropie, die der Bag-Entropiedichte bei 400 MeV entspricht,
s0 = 5p{400 MeV); die dazugehérigen Kiithlungskurven sind in der Abbildung 2.6 darge-
stellt. Wir erhalten daher als weiteres Ergebnis:

2.) Die Annahme, daff sich nach der Aquilibriumszeit 1o eine bestimmte An-
fangseniropiedichte sq einstellt, hat fir das QGP mit thermischen Massen eine
deutlich hohere Dileptonenemission zur Folge, als nach dem Bag-Modell zu er-
warten ist.

Schlieflich kann auch die im vorangegangenen Abschnitt gemachte Bemerkung, daB die
thermische Finission hauptsichlich durch die heifien Phasen der Expansion bestimmt wird,
fiir das Plasma mit thermischen Massen quantitativ bestitigt werden. Insbesondere ist
die Anzahl der in der gemischten Phase erzeugten Leptonen (mit M > 2m,(T.)) relativ
klein. Zur QQGP-Leptonenproduktion tragt dann nur der Volumenanteil z(7) bei, der
noch nicht hadronisiert ist, siehe Gleichung (2.11),

1 sg70 —5-{T) 7 30T, So7,
a(7) = - so7o — 3=(Te) fiar 0 m:rcg'z‘<'rh:=~—-———ao

T SQGP(TC) - SW(TC) SQGP(TC) - SW(TC) ’
wobel sp die Anfangsentropiedichte ist, sp = 8(T(70)). Weil die Temperatur in der Misch-
phase konstant ist, T(r) = T., erhalt man die Rate R™* der QGP-Leptonen einfacher
als in Gleichung {3.16) durch Integration dber den Anteil z(r) des Plasmas,
. h R Th - SpTp — Sfr(Tc_)T - ﬁ SQGP(TC) .
X = /% dr Ta{r) = /Tﬁ d saon(To) — (T3~ 2 (»———SW(TC) i) .
X hangt von dem relativen Sprung der Entropiedichte bei T, ab und man erhalt

2.2 4o 3T 2 oy 2 240 Ya 2 )

. ., oatT 4y 2my 4mi(T.) 2m2(T) M

mix _o : 1 — : 1 IS 7 ! ( ) X .
R ? 3{4?.-32{ M‘B} [1 * M?} [1 M } [1 L Vo L
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Abbildung 3.9: Die Dileptonenrate bei Annahme einer gegebenen Anfangsen-
tropiedichte sg = sp(400 MeV) statt einer fiir beide Modelle gleichen Anfangs-
temperatur Tp. Fir das QGP mit thermischen Massen (volle Linie) entspricht
die gegebene Entropiedichte einer Anfangstemperatur von T = 448 MeV.

Die Abbildung 3.10 zeigt die Rate der Dileptonen, die in dem Zeitintervall [, 7] bzw.
bei grofleren Temperaturen als 7, = T{r.) produziert werden. Man erkennt, dafl die
Bildung von Dileptonen am effektivsten in den frihen und heiflen Phasen der Expansion
ist, wiahrend die spiten Etappen der Ausdehnung zwar eine lingere Lebensdauer haben,
allerdings nur in einem geringeren Mafle beitragen.
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Abbildung 3.10: Die Dileptonenrate mit Ty = 400 MeV, die bis zu einer be-
stimmten Eigenzeit 7. bzw. oberhalb der Temperatur T(r.) gebildet werden
(v, = 2, 4 fm/c (gestrichelte Kurven), 7. = 7. = 20 fm/c [Beginn der Ha-
dronisierung; volle Linie], 7« = 7, = 124 fm/c [vollstindige Hadronisierung;

gepunktete Linie}).
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4. Resumé

Es konnte anhand existierender SU(3)-Gitterdaten gezeigt werden, daB das Gluonen-
plasma als ein Gas freier Quasiteilchen mit einer thermischen Masse m,(T) ~ g{T)T
beschreibbar ist. Obwohl das Gluonenplasma stark nicht-ideal ist, stebi die perturba-
tive Voraussage niedrigster Ordnung fir die thermische Gluonenmasse in guter Uberein-
stimmung mit dem numerisch ermittelten Resultat. In einem heiflen Plasma mit geringer
Kopplungsstarke, a, < 1, verhalten sich Quarks ebenfalls wie freie Teilchen mit einer
thermischen Masse m, ~ ¢(T")T. Indem wir annehmen, daf dieses perturbative Ergebnis
wie im rein gluonischen Fall auf den Bereich kleiner Temperaturen extrapoliert werden
darf, erhalten wir eine neue Zustandsgleichung fiar das QGP, die sich substantiell von der
bekannten Bag-Modell-Zustandsgleichung unterscheidet und beim Phaseniibergang eine
deutlich kleinere latente Warme besitzt.

Als wichtige Konsequenz dieser Zustandsgleichung ergeben sich Unterschiede zu der
vom Bag—Modell vorhergesagten s ~Kihlung eines QGP, welches durch einen zentralen
Stof hochenergetischer Schwerionen produziert und dessen Expansion nach der thermi-
schen Aquilibrierung durch die Bjorken-Hydrodynamik beschrieben wird.

Dieser dynamische Effekt einerseits und andererseits die durch thermische Quark-
massen modifizierten Wirkungsquerschnitte der Dileptonenproduktion im QGP, die wir
am Beispiel des Prozesses niedrigster Ordnung studiert haben, liefern ein thermisches
Spektrum, welches fiir grofle Transversalimpulse @7 nicht die bisher vorausgesagie Ayp-
Scaling—Eigenschalt besitzt. Die Konsequenzen der thermischen Massen sollten daher
direkt im Experiment zu beobachten sein und kdnnien ein Signal zur Detektierung des
QGP in Schwerionenstoflen darstellen. Gleichzeitig bietet die vorgeschlagene Zustands-
gleichung des QGP eine Erklarung fir das derzeit diskutierte Problem der ‘fehlenden
Dileptonen’ in Schwerionenstofien.
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A. Mathematische Nachtrage

A.1 Relativistische Bose— und Fermi—Integrale

A.1.1 Stefan-Boltzmann-Integrale

Die im Zusammenhang mit dem Stefan-Boltzmann-Gas auftretenden Integrale konnen
einfach ausgewertet werden. Zunachst wird der Bose-Fall betrachtet, Man entwickelt
den Integranden in eine geometrische Rethe und erhalt durch parametrische Ableitung
eine Summe elementarer Integrale,

o0 mn o0 £ n o0 n ) ) -
/{; dzggc—p{a:—}——]j = ;j‘; dz ™ exp{—kz} = I;(_Bk) /0 drexp{—kz}

=3 (=0 k =nl YA = nl¢(n + 1) (n=1),
ke k=1
die auf die Riemannsche (~Funktion, ({z) :== 3202, £77, fiihrt. Die analoge Rechnung fiir

die Fermi-Verteilungsfunktion, (exp{z}+1)™ Z k-—i( 1)+t exp{—kz}, liefert statt dex
Potenzreihe der (~Funktion die alternierende Reihe Y22, (-~ 141k~ (1), Da gilt

E(*l)wkw(nﬂ) - Z Erntl) 9 Z(zk)-(““} ={1-2""){(n+1),
k=1 k=1 Rzl
erhilt man

= z" o 3 N Bosonen
/a s el IUE S EE PSS S CLIE Fomiy & (A.1)

Fiir geradzahlige Argumente hingt die (-Funktion mit den Bernoullischen Zahlen B,
zZusamimen,

» (”n )271
((2n) = 3 i B
Speziell gilt: ¢(2) = =*/6, ((3) = 1.202... und ({4) = =*/90.

A.1.2 Die Hochtemperaturentwicklung der Bose~ und Fermi—
Integrale

Wir betrachten die zwei alternativen Darstellungen von fi(a) als Spezialfall ([ = 2) der
indizierten Funktion

fgi(a) = '/:) drz' La mit Ly :=xn [1 + exp {w\/w"’ + a2}]
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= (fir { > ~1), A2
H"i-/. vazz-}-a‘eﬁcp{\/ﬂz?-i—a}:tl ) (4.2)

und fithren eine (naive} Taylor-Entwicklung nach Potenzen von a durch. Weil fi eigent-
lich von ¢? abhéngt, verschwinden die Ableitungen ungerader Ordnung nach «, und es
gilt, wenn die Ableitung nach (a?) mit ' gekennzeichnet wird,

P e

fela®) = fa(0)+a® fila®)| ,_ +

+ 4 2
= cF + e et

a.z*“ﬂ

Im folgenden wird die bosonische Funktion f_{a) untersucht und es werden die Koeffizi-
enten ¢y, ¢, ¢; bestimmt.

Berechnung von ¢j = {_(a% = 0)

Nach Gleichung (A.1) ergibt sich 3¢5 = 6 {(4); mit ({4} = #*/90 erhalt man

T{'4

Co 45 (A.3)

Berechnung von c; = {/ (a? = 0)
Man putzt die Eigenschatt

0Ly 0Ly 1
(a®) = Oz 2

aus und formt um
fp 2
fila )mfdmm E1e0) 2) /dz:z . (A4)

Die Berechnung von

T )
& =10 =5 [ ey v

liefert nach Gleichung (A1)

=0

2

‘fé’ B

1

Berechnung von cj = f(a?)
Die partiell integrierte Beziehung {A.4),

Fi(@) =5 [,

liefert durch Ableiten nach (a?)

e 2 ME i 1 I
f_(a)—-‘ifﬂ dm\/ilfzm{-azexp{\/w—cﬁ}ml-

Fiir kleine a, = verhalt sich der Integrand wie {z® +a®)"!, f5° dz{x? +e*)"! = 7 /{2a), d.h.,
das Tntegral divergiert fiir @ ~+ 0 an der unteren Grenze in der fithrenden Qrdnung wie a™*.

(4]
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Der ‘Taylor-Koeffizient’ ¢} ist a,lso selbst a—abhangig, ¢ = O(a™'), und in der ‘Taylor-
Entwicklung’ erhilt man mit ¢; a* ein Glied der dritten (!) Ordnung statt der erwarteten
Ordnung O(a“). Dies gilt allgemein fiir hohere Ordnungen O(a®), n > 1: Durch eine
naive Taylor-Entwicklung kann man keine in gegebener Potenz von a konsistente Reihe
bestimmen, da die “Taylor-Koeffizienten’ ¢, divergieren, ¢z, = O{a™"), und die Glieder
5,02 = O(a®™) Terme niedrigerer Ordnung ergeben. In einer Potenzreihe in @ miiften
‘Taylor-Glieder’ verschiedener Ordnung entsprechend geordnet und aufsummiert werden.
Um eine solche Reihe einfacher zu finden, bedient man sich einer anderen Methode und
betrachtet die Funktionen {A.2) mit beliebigen Index ! und macht sich die rekursive
Eigenschaft

afgwj = / dx 21“’% um /m dx 't ! -
da o da o exp{\/wﬁ + ai’} —1 Vr? 4 a?

= —a(l+1)fi(a) (fiir 1> —3) (A.6)

zunutze. Es ist gerade —4f" = f[:gl. Die gesuchte Entwicklung der Funktion f. kann
durch zweifache Anwendung der abgeleiteten Rekursion (A.6) aus der Entwicklung von
f{"z}(a) bestimmt werden, d.h., durch die zweifache Anwendung des Operators ([ da a)
auf — fE"gl(a). Die Auswertung von f_{_,_zz erfolgt vorteilhaft mit Hilfe der Relation

1 _ i z 1
exp{z} —1 % 224 (2rn)? 2°

Den Integranden in dieser Weise entwickelt, ergibt

0= 3 [ aratramy i h v

Mit

= de 1. gy~ expi{iex} 1 _ . [ 1 H ] %
/o ey AR R ) sy T E kil iy ey RV

ergibt sich weiter

" 1 fo= T
@) “3h W}

T o= 1 o0 dx
~+> - f .
¢ i y/n? b (af2r) 0 (/2% 4+ (af2x)?
Im Integral wurde = — 27z substituiert. Nun wird die Wurzel in der Summe entwickelt,
1 - Lt a21-3(a)‘1_'_
/n? + (aj27); ® "i(zwn)+2-4 2rn)

@R e NE
- (~1)F (25" (27:“?’.‘,) ‘”-]%

i
ta | b e
o]
=
L]
wi..
[~
N
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K
(k![ = [{(k—2m), K:= int(% (k- 1))) und eine ‘nahrhafte’ Null eingefiigt,

e}

=Y B (B  (E be

AR I

o dz = dx

&
Die erste geschweifte Klammer ergibt die Eulersche Konstante C := lim {Z 1_ In k}
T Lt

= (.5772...; die n™~Swnmationen liefern Zetafunktionen ({I) und schlieflich ist

lim

Jim { f m / M d“} = lim {asinh (%) —In M}
= lim {In (M%"‘/W)} zln( 2 )

- Ma/2n af2x

00

Man erhalt

~fENa) = ;i; E +C+ln (ﬁ;) - % (;f;) ((3)+ 1_.2_ (;——) ¢(5)F . ]

EA

Durch zweifache Anwendung der Rekursion {A.6) findet man schlieBlich

7!4 ?‘2 a 2 3 {'1.4
R — — -+ — — 20 —
f_(a) 12 ﬂ‘: "{" 5 O'- [hl( ) + 2 ] p

-}» z 1)%% C(2n+1) (2%)% (A.T)

wobei die zwel Integrationskonstanten so gewihlt wurden, dafl die ersten beiden Terme
mit den entsprechenden Termen (A.3, A.5) der ‘Taylor’-Entwicklung iibercinstimmen.
Eine weniger elementare Entwicklung mit endlichen chemischen Potentialen isi in [Hab]
angegeben.

Die Entwickling der Funktion fi(a) fiir Fermionen kann in analoger Weise erfolgen. Der
wesentliche Unterschied zum bosonische Fall ist, daB hier der Integrand in f}{a) fir z — 0
beschrankt ist und es somit im fermionische Fall kein Glied der Ordnung O{a®) gibt,
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A.2 Zur relativistischen Hydrodynamik

Betrachtet wird die relativistische Hydrodynamik einer idealen Flissigkeit. Aus den vier
Gleichungen der Energie-Impulshilanz

0 =0,7% = 8, {{e + p)uPu* — pg"”] (A.8)
erhilt man durch die Projekiion auf die 4-Geschwindigkeit u, eine skalare Gleichung,
0 = w BT =, (et pu i + (o4 p) {ubw + )} — p ]
= (e+plou’+(e+plus, —puu’.

Hier wurde ausgenutzt, daB aufgrund der Normierung u, u* = u® =1 der Term u, v, =

1 d,u? veschwindet; insgesamt erhilt man
0= u"d, e+ {e+p) du”. (A.9)

Diese Beziehung kann im eindimensionalen Fall mit den im Kapitel 2 eingefiihrten Koor-
dinaten 7, %,

79 = scoshy, 8o = coshn &, — v tsinhy 9,,
z! = rsinhy, & = --sinhyd + 7 coshn §,,

und der Parametrisierung

1
U, = i (1,v,0,0) = {coshy,sinhy,0,0) mit v = tanhy

einfach ausgewertet werden. Wenn "und / die Ableitungen nach » bzw. n bezeichnen, gilt
du’ = (coshr,v 8, ~ 7 'sinhy 3,,) coshy -+ (-— sinhy 8, + 77" coshp an) sinhy
= (coshn y - 77 sinhy y') sinhy + (,,. sinhn 7 + 77! coshp y’) cosh y
= 3 sinh{y — )+ 77y’ cosh(y —7)
und ebenfalls nach Anwendung der Additionstheoreme
u’8, = coshy (coshn 8, — 7 'sinhy 5,,) + sinhy (w sinh# & + 77! cosh g 5‘,3)
= cosh(y —7) & + " sinh(y —7) 8,. (A.10)
Diese Beziehungen in Gleichung (A.9) eingesetzt, ergeben
0 = cosh(y — ) é -+~ sinh(y — 1) e + (¢ + p) [gsinhly — n) + 7~y cosh(y — )] -
Als Evolutionsgleichung fiir die Energiedichte erhalt man

é:me+py'~tanh(y—n)[e +1}(e+p)}. (A.11)

T T

Durch diese Gleichung wird bei gegebener Zustandsgleichung p(1") der Temperaturveriauf
e{T(v)) in impliziter Form bestimmt, wenn das ‘Geschwindigkeitsfeld’ y(r, n) bekannt ist.
Wenn dagegen nur die Anfangsverteilung y{7, n) gegeben ist, wird auch die Zeitentwick-
lung des Feldes y(r,n) durch eine Differentialgleichung festgelegt; diese kann aus (A.8)
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wie folgt gewonnen werden. Man betrachtet den allgemeinen Tensor zweiter Stufe, der
unter Verwendung der 4-Geschwindigkeit konstrulert werden kann, t,u, + ¢ga,. Durch
die spezielle Wahl der Konstanten ¢ = —1,

Poy = va Uy — Jap,
wird ein Operator mit den Figenschaften
Pout = up—u,=10
PouPy = tatp = ts g~ Uy Ug+ gug = ~ Pag

definiert. Py, ist der (Pseudo-) Projekior auf einen zu u® orthogonalen Unterraum.
P2 angewandt auf die Gleichung (A.8) liefert

0 = PYaI" =P; [(e +plautu’ 4 (e+p) {u‘; u? 4 ﬁuf’y} — Py g"‘"]
= (u“ Uy — g;‘) [(e +p)ul, v —p, g‘“’]
= —(e+pu’du—u" w0, p+ g8 p.

Aufgrung der Projektoreigenschaften von PZ und der Normierung der 4~Geschwindigkeit
verschwinden die unterstrichenen Terme. Unter Verwendung der Gleichung {A.10) und der
Additionstheoreme ergibt sich fiir die {a@ = 0)-Komponente des Operators —u*u"d, + J°

—u%u¥d, +8° = —coshy (cosh(y — 1) 8, + 7 sinh{y — 7) @,,)
+coshn 8, — 7"t sinhy 3,
= ~sinhy {sinh(y w7} 87 + 77" cosh(y - 1) 3,1] ;
[—ug u’ O, + 30} p = —sinhy [sinh(y —n)p+ 7 cosh(y — ) p’] .
Mit u?d, u° = [cosh({y — 1) &, -+ 77" sinh(y — ) &,] coshy findet man
0 = POO,T™
= —(e+p) {cosh(y — )y + 7 sinh(y — n) y’] sinhy
—sinhy [sinh(y —n)p+ 77" cosh{y — n) p’] .
Das ‘Geschwindigkeitsfeld’ y(r,7) entwickelt sich also nach der Gleichung?

e + p)-t
_(e+p) »
T

T

" — tanh{y — n) [y +ple+ p)”l] . {A12)

Das System der Differentialgleichungen (A.9, A.12) bestimmt bei gegebenen Anfangsver-
teilungen die Evolution e, 7}, y(7,7). Insbesondere wird die bereits in Kapitel 2 festge-
stellte Tatsache bestatigt, daB unter der Scaling-Voraussetzung y(7,n) = n Losungen mit
der speziellen Anfangsbedingung p'(7o,7) = 0 fiir alle Zeiten n—unabhingig sind. Genauer
erzwingt die Scaling-Forderung y{7.7) < 7 ¥+ sogar verschwindende ‘Druckgradienten’,
7,7 = 0. Andererseits erkennt man, dab die ‘Scaling’Voraussetzung abgeschwicht
werden kann: Aus der Gilltigkeit von y(r,n) = 5, p{r,7) = 0 fiir einen Zeitpunkt {z.B.
T = 7p) folgt die Giltigkeit dieser Bezichung fiir alle Zeiten.

'Die (o = 1}-Komponente fithrt auf dasselbe Ergebuis.
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A.3 Anhang zum Kapitel 3

A.3.1 Zur Streutheorie

In diesemn Kapitel ist die Plancksche Konstante A = 1 gesetzt. Eine Streuung laBit sich
durch die Angabe der Streumatrix (S—Matrix) beschreiben. Deren Elemente Sy sind die
Amplituden fir einen Ubergang aus einem gewissen Anfangs- (initialen} Zustand mit J
Teilchen in einen bestimmten End- (finalen) Zustand mit F' Teilchen. Der StreuprozeB
wird meist als stationires Problem behandelt, alle Zustinde sind zeitunabhingig. Da die
End- wie auch die Anfangszustinde, die in den Detektoren gemessen werden, quasifreie
Teilchen sind, nimmt man als Wellenfunktionen ebene Wellen an. Ein Teilchen wird
demnach charakterisiert durch seinen 4-Impuls p*, seinen Spin s und eventuell durch
noch weitere, innere Freiheitsgrade,

ii(P},Sl) 4 e+ ?:I(pI:SI) i fl(P’pS;) +...+ fp(p,F:S%‘)
oder

li>— Sli>=> | f><f|S]i> =) Sulf> .
1f> | >

| 1> steht hier fiir die Wellenfunktion der Teilchen im Ausgangszustand und entsprechend
| f> fir die der Teilchen im Endzustand,

l%) = 2"':1!"')?:1'>1 3 ::ka3k>, kzl...f,
lf> = ifl""}fF>1 szzlp;csi:>, E=1.F.

Die Normierung der Einteilchen-Zustande wird folgendermaflen gewahlt
<pisk|prse > = 200 V;

dies entspricht der Konvention ‘ein Teilchen pro Volumen V’. Die Norm der Anfangs-
bzw. der Endzustande ist

I
ell* = <iji>= [](2kV),

= (A.13)
1P = <flf>= E(ZpﬁV)-

Ohne Wechselwirkung gabe es zwischen verschiedenen Zustanden keine Ubergange und
die S-Matrix ware eine Einheitsmatrix. Die S-Matrix 138t sich daher in einen trivialen
und einen fir den StreuprozeB relevanten Anteil aufspalten,

Spi=bp+i(2m) 5{(;”?‘»4(131' —8) T

P: und P; sind die Gesamt-4-Impulse des Anfangs- bzw. Endzustandes. Die Wahl der
Vorfaktoren und das Abseparieren der §7,11-Funktion sind zweckmaiBige Konventionen;
der Gesamt-4-Impuls ist ohne duBeres Potential natiirlich eine erhaltene GréBe und bis auf
die Unscharfe aufgrund der endlichen Beobachtungszeit T und des endlichen Volumens
V' bestimmt. Mit den von Feynman aufgestellten Regeln 1aft sich der Ausdruck fur
die invariante Streuamplitude T; aus dem Graphen eines gegebenen Prozesses einfach
ableiten.
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Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang |7 >— | f > wahrend der Zeit 7' im Volumen
Voist

|55
711742
wobel das enistehende Quadrat der &g y-Funktion im Grenzibergang T,V — oc zu
verstehen ist als

CﬂfVﬁ LT

oo - = | gm i f e exp{z(Pf—P):c}}

= T}}E_lm5gr,m(f’f - F;) mé’j z exp{i{Fs ~ )z}

TV
= 5(4}(pf WR)W

Die Nichi-Diagonalelemente der S—Matrix beschreiben Ubergange in Endzustinde, die
von den Anfangszustinden verschieden sind. Diese Ubergiinge im eigentlichen Sinne sind
von Interesse, fir diese ist die physikalisch relevante Grofe ‘ffbergangswahrscheinlichkeit
pro Zeit’
dWy 1

AN (R
Die Gréfie dWy;/T in Gleichung (A.14) ist noch von der konkreten physikalischen Situa-
tion abhangig; je grofer der Strom der einfallenden Teilchen ist, desto groBer wird die
Ubergangswahrscheinlichkeit sein. U eine charakteristische GréBe zu finden, die die Na-
tur der Reaktion beschreibt, muB man also die Wahrscheinlichkeit pro Zeit dWy;/T noch
auf die Stromdichie beziehen.

Gleichzeitig lautet die Fragestellung oft: ‘Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen die
Teilchen fi in irgendwelchen Endzustanden vor?”’ — Dann miissen die Wahrscheinlichkeiten
samtlicher in Frage kommenden Endzustinde aufsummiert werden, zu beriicksichtigen
sind also Impulse und Spins, sowie weitere, innere Freiheitsgrade der F' auslaufenden
Teilchen. Auch kennt man hiufig nur die Impulse der einlaufenden Teilchen, weill aber
nichts iber deren Spins. In bestimmten Fallen kann man von einer Gleichverteilung
ausgehen und iber alle mdglichen Spinzustinde der einlaufenden Teilchen mitteln.

Diese Uberlegungen fiihren auf die Grofie des Wirkungsquerschnitts bzw. des spinge-
mittelten Wirkungsquerschnitts,

1 dWy;

o= baw. o5 = f
Lf> ;T 1>

V(2ry 6Py — B) |Tul® falls f#1. (A.14)

sil dWp

(A.15)
ST { .
Da als End- wie auch als Anfangszustinde oftmals ebene Wellen angenommen werden,
wird der Endzustand durch die Angabe der Impulse und der Spins (und eventuell weiterer
Quantenzahlen) aller F' Teilchen bestimmt. Grofies Volumen V7 des Kastens vorausgesetzt,
kann die Summation iber die Impulse der Teilchen durch Integrationen ersetzt werden,

F
>, — 2. H( 3]01“‘ ) (A.16)
1> 3 g k=l (9 }
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Wahrend die bisherigen Betrachtungen fiir Anfangs- und Endzustande mit beliebig vielen
Teilchen Giiltigkeit hatten, interessieren wir uns im folgenden nur fiir Reaktionen mit zwei
Teilchen im Anfangszustand, d.h., I = 2. Die Berechnung des Teilchenflusses j erfolgt
zunéchst im Ruhesystem eines Teilchens; das Ergebnis wird anschliefend verallgemeinert.

Der Fluf der Teilchen i, im Ruhesystem Y, der Teilchen #; ist mit der gewdhlten Nor-
mierung ‘ein Teilchen in ¥’

. L. 1 !Pzi
I, = l?}l YV pg .

In £, sind die 4-Impulse der Teilchen 1 und 2
b= (mirﬁ) s P2 = (pgvﬁz ) .
Mit p9 := (m2 + p*)/2, p := |2} ergibt sich die Lorentz-invariante Grofe

= (p1 + p2)? = (my +p3)" — P* = mi + 2myy/mi + p? + (m2 + p°) — p°

Wie ablich wird mit s die erste Mandelstam~Variable bezeichnet. Somit gilt weiter

[s = (mi + my)P
p2 = 4;”% - “mga

]. 2 /2
po= g |ls (] + )l — dmim]

Durch Anwendung der binomischen Formel a® — 8 = (a + b){(a — b) ergibt sich fiir den
Relativimpuls

p= 5 [l = G+ ma)?)(s = (ma = ma))]

Man erhilt also fiir den FluB der Teilchen 7, im Ruhesystem ¥; der Teiichen #;

1

v ‘)mlp [(‘9 {my + mg)z)(s —{m, — m2)2)] Y2

Iz =

Die Verallgemeinerung auf ein beliebiges Koordinatensystern ¥ erfolgt dadurch, dafl man
m; im Nenner durch p? ersetzt. Das ist im System E; natiirlich erlaubt und liefert
gleichzeitig in jedem anderen System einen Lorentz—invarianten Ausdruck, in den die
beiden Teilchen gleichberechtigt eingehen (wie es sein muf),

1 Js, mi,mg)

, ALT)
VA (
Hier wurde die wichtige Grofe
1 Y
J(S,m;,mg) i }; [(3 — (-m; -+ m2)2)(3 - (m]_ — mg)z)] : (AES)

eingefithrt. Die Ausdriicke (A.13), (A.14), (A.16) sowie (A.17) zusammengefaBt, ergeben
fir den Wirkungsquerschnitt

1 14
a:owng?UU kﬂW@W)

x(—lfﬁh~vmﬂwmu%~m~mnﬂf)

j(sa Ty, m?)
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oder umgeformt

().T)ei —3F

d | )
7T I, my, ma) Z H (/ pk) SOPs —pr =) 1Tl (A.19)

Dieses Ergebnis ist relat1v1st15ch invariant. Betont werden mu8, daB hier noch nicht iber
die Spins der Teilchen ¢; und 7, gemittelt wurde.

Es wird nun der Fall von je zwei Teilchen im Anfangs— und Endzustand betrachtet.

P2, Sz

Die Eingangsimpulse werden hier mit py, ps
Pas 54 und die Ausgangsimpulse mit ps, ps bezeich-

/ D3, 53 net.
P, 51

Im Schwerpunktsystem verschwindet der Gesamtimpuls, 71 + p» = 0; die Mandelstam-
Variable s ist daher das Quadrat der Gesamtenergie s = {p; + p2)® = (&5 + €2)*. Im
Schwerpunktsystem ist der Wirkungsquerschnitt (A.19) demnach gegeben als

1 1 &py / &*py

&{es 4 eq ~ @By + Tril*.
= e Ty ] 3+ es = V5) 8@ + i) [Tl
Die Integration dber ps ist wegen der Impuls-é~Funktion trivial, man muB nur {iberall
fy — ~p3 ersetzen. Es gilt natiirlich eq{—p3) == e4(Fs), so daB man mit p = |p3] weiter
schreiben kann

1
7T (@167 (s, ml,mg) 2 f m] o) p) iy Se) sl

53154

mit F(p) := es(p) + ea(p) ~ Vs = \/m3+p2+ Ymi+pt— s,

Die (Energie-)é-Funktion wird wie iiblich integriert. Dazu bendtigt man die Nullstelle®
p* der Funktion F(p), fur die gilt

63(3)‘) + 84(}’)*) = \/g!
sowie deren Ableitung
orw)| _ v »
Op |, eslpr)  ea(p?)

p* ist der Betrag des Relativimpulses (im Schwerpunktsystem). Somit ergibt sich

1 1 () 1 es(pealp’)
o dQ _ o J 3 1" ; r4
(2m)? 167 (5,m4, M) 53,54/ es{p™) ea(p*) P~ ea(p=) + elp”) Tl

oder, wenn die W’inkelintegration nicht ausgefiihrt wird,

do 1
dQ 6«%7.‘{7(3 ™My, my) \/— 2 1Tl

3454

?Es kann nur eine Nullstelle geben, da die 4-Impulserhaltung die Impulsbetzige eindentig festlogt.
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Der hier eingefithrte differentielle Wirkungsquerschritt (im Schwerpunktsystem) hingt
noch von p* ab. Der invariante Ausdruck fiir den Relativimpuls lautet®

w ~j—,—§._7(.s,m3,=m4). {A.20)

Beweis:
es+ eg =+/8 mit e,? mm?—}—p*z
(m3 +p2) + (3 + 2) + 2/ (md + p2)(m3 4 p72) =5,
4(mi + p Y (mi + p%) = 5° — 25(md + mf + 2p%) o+ (m3 + md 4 297),
4sp*? = 5% — 25(m3 4+ m2) + (m ~ m3)?t.

P gl ey o
= 5o [lo = (ma+ may?)(s - (ma = ma?)]
j(s,mg,m,;)

= .e.d.
Vs -

Als differentiellen Wirkungsquerschnitt (summiert iber die Spinzustinde der auslaufen-
den Teilchen, jedoch nicht tber die Anfangsspins gemittelt) fiir die Streuung von zwel
Teilchen erhalt man das einfache Resultat

ST (A.21)

53,54

do 1 J(s,ms,my)

aa - 64725 T (s, mq, my)

Wie aus der Herleitung ersichtlich, sind natiirlich in |T};| die 4-Impulse so zu wahlen, daf}
Energie- und Impulssatz erfallt sind.

A.3.2 Auswertung der Spinsumme

Zur Auswertung der bei der Berechnung des Wirkungsquerschnittes im Abschnitt 3.2
bendtigten Spinsummation formt man unter Verwendung der Feynmanschen Dagger—
Schreibweise um

Zl = Z {'&u(3)“f”\vu(‘i)":’em)'h“e(nl [@e(1)7pve(2)8,(4) 7 u,u(3)]
spins
= tr ["f‘\(?js + )y (B — m#)] tr[1a( Ay + me) 7B — me)] -
Man erhalt ein Produki einer ‘myonischen Spur’ mit einer ‘elektronischen’ Spur. Die
Berechnung der ersten Spur fihrt auf

tr {’y Fepfp? Psamg] - mf‘tr [‘f '\’fp]
=4 { 9% + 9V9°" — 6°% pyapig — 4mig™

ngpd + P;ZP; (m';; + p-’sp‘l)gkp] .

®Fs sei bemerkt, daf das gleiche Problem (die Bestimmung des Schwerpunkisimpulses bel gegebe-
nem s) schon bet der Berechnung der Stromdichte auftrat. Der dort auf ‘heuristischem’ Wege gefundene
Ausdruck wird jetzt streng bewiesen,
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Analog ergibt sich fiir die ‘elektronische’ Spur 4{p1apa, + proPor — (M2 4+ pip2)gn,). Fir
> als Produkt beider Spuren folgt daher

307 =16 [ + phpk — (m2 + papa)g™] [puapas + propa — (M2 + pip2)gn]
Beachtet man die Symmetrie der Indizes sowie g'g,y == 4, erhilt man
> = 16{2(pips)(peps) + 2(p1pa)(P2ps)

~2(p1ps + m2)paps — 2Apaps + mpips + HUprps + mI)paps +ml))]
= 32 {(}91133)(232}?4) + (p1ps)(paps) + mgPqu + mi}hp-z -+ 2m§mi]

e

Dieser Ausdruck wird wieder im Schwerpunkisystem 73 = —f; =: f, py = —f3 =: p
berechnet. Wird mit 6 der Streuwinkel im Schwerpunktsystem bezeichnet, so gilt

3 . 3 - k] - 5
pips = (é,p) : (%;*‘P’) =peps =~ PP = 7~ pp cosb,
s ., & ,
PPy = Pz}.’?‘sﬂg‘[‘PP :4“‘?29? cosd,
_ S, 2 _F 8 o _ 3 __zmg
ppz = P =gt me)_z(z s )
< 2
= _S_ ’2_f me#
Paps = 4+p -—2(1 =]

Hier findet die Beziehung (A.20) Verwendung, die den Zusammenhang zwischen den 4~
Impulshetrigen p bzw. p’ im Schwerpunktsystem mit der Invarianten s und den Massen
der Teilchen herstelit. pp’ ist nach Gleichung (A.20)

3

1 !’J
o T(smem) T(smam) [, am] [ amE) s
PP = 5 N . 8 4’

Somit erhélt man im Schwerpunktsystem fir 3 den Ausdruck
2 ; 2

S - 4py/ T s dpp )
Z = 32 % j . cos +g 1+ cos

5

2 8 2m;, 28 M\ o 1 a
+m, 5 1- " +m‘u§ 1~ A + 2Zmgm;,

Insgesamt ergibt sich fiir den gesuchten Ausdruck

. P 4m? . dim? + m2) o
Z’(s3 cos §) = 45° [l 4 (l — 4?71,:) (1 — m’;) cos* # + Ale T al il . {A22)

8 5

ad

97



A.3.3 Auswertung des Integrals 7

Zur Berechnung von 7 wird die vierdimensionale Impulsbilanz i Integranden in den
Zeit— und Raumanteil separiert und die Integration liber p; ausgefithrt,

I:=/de”ﬁmwmmaE_ﬁ—ma“@ B~

= /% S fo(P1) f7(F2) 6(E — e1 — ex(P2))

Hier bezeichnen E uad Q die Energie~ bzw. die Impulskomponeﬁten des Gesamt-4—
Impulses, @ = (E Q) Wird der Winkel zwischen §; und Q mit § bezeichnet, so kann
man wegen pZ = Q7 + p? — 21Q||7,| cos § schreiben

ex(fn) = (2 + 53)7? = (& + G - 2|GIfi| cos ) ” (A.23)

In einer ruhenden homogenen QGP-Phase ist keine Richtung ausgezeichnet, so daB f{7)
nur vom Betrag || abhingen kann (isotrope Impulsverteilung). Wegen e;, = (m2 +
52,)1/2 158t sich f dann als Fanktion der Energie ausdriicken,

Pieo
f(F) — Fle).
Die verbleibende Integration wird dann zweckmafigerweise iiber e; und ¢ := cos 6 gefithrt.

&@MQJ?MM_
€1

el —F

de;. Weil der Integrand nicht ¢—abhangig ist, wird

18l

fd?*;;;:[@ d[-ﬁ;n;a‘l;?fa'dgéfo dosind=2x [  dey e |3 / dz.

Mit diesem neuen Integrationsma ist

2 = 30 [ delpliten [ oo TN 5 (A.24)

24 A3 ST APARL
mit F(z):= B — e — es(a) = B — e1 — (e2 + §* — 2/ Q||| )

Hier wurde fiir ¢;(z) die Bezichung (A.23) eingesetzt. Falls die Nullstelle ™ der Funktion
F(z) im Intervall [~1, 1] liegt, ergibt das Intergral Z. iiber =

f i fq(ez(x) §(F(2)) = |F'(z)|™ falea(=))

(.’.C) =L

Offensichtlich gilt eg(z:*) = E — ¢ und F'(z*) = 210117/ (2e2(z)) = 1Q||FLl/(E ~ e1);

man erhali

AF -
T. :{ fQ(" o) 2?2 <]

-

QN falls N
0

sonst.
Die Nullstelle z* selbst kann man einfach bestimmen,
(E - eq)? = 6;3 + Q% - 21Qipi] ==,

2361 ﬂ =
20T )

e
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z= ist bel gegebenem 4-Impuls @ = (£, Cj) eine Funktion von e;. Der ¢;~Integrationsbe-
reich wird durch die Forderung

:E*Z 51

eingeschrankt. Das 1st der formale Aunsdruck der Tatsache, daB8 bei gegebenem Ablenk-
winkel 8 = arccos{z) aus kinematischen Griinden nur Teiichen mit bestimmten Energien
fir die Streuung zu einem Gesamt-4-Impuls () in Frage kommen. Die kinematischen
Grenzen werden durch die Bestimmungsgleichung z*%(e) = 1 festgelegt. Ausgeschrieben
und unter Verwendung der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung umgeformt,

(E——‘é—) GP (e —m2),

M? m?2
e _E€+*‘*+|Q|2 wqg =0,

liefert die Bestimmungsgleichung mit M2 = E? — Q? die Losungen

1 1
ex =3 [E:‘:\/Ez—ﬂc{? {QP e } =5

Es kénnen nun folgende Situationen vorliegen:

2

E+ 10| m%] . (A.25)

$*2(81)

1

1) z*%(e,) < 1 fiir e; € [e—, e4]

2) 2?*2(81) > 1 fure; € [6_,6+]

Man sieht leicht, daB hier Situation 1) vorliegt, wenn man z*(e1) 2.B. in der Mitte des
Intervalls [e_, e..] bei e; = E/2 berechnet,

E? — M? B

=<1
2VE? = M\ [E2 s —m?  \ B~ dm]

Der Ausdruck ist kleiner als 1 wegen der Bedingung (3.11); die e;-Integration ist also
nur tiber ein endliches Intervall zu fihren. (Das war auch von vornherein zu erwarten, da
die Gesamtenergie E des Prozesses endlich sein mu.) Damit ist das Integrationsintervall

d d de v ; 3 — fem? o 73V . an. Mit
gerade [e.., ¢;], denn es wurde von vornherein e.. = (m2+ 5 ) /% > m, angenommen. Mi
den vorangegangenen Uberlegungen vereinfacht sich das Integral (A.24) zu

fq(E EI)E—‘{:I_.?,;A
E—e Q5] |

VAES 2?'_/:3 dey Iph] foler) / dey foleadfsl B —
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Das verbleibende Integral

I i= [ desfyle) fo(EB =), (A.26)

die Faltung der Fermi-Verteilungsfunktionen (1.12) fiir Quarks bzw. Antiguarks

-1
faale) = (exple/T}+1) 7,
kann durch eine Variablensubstitution exp{e,/T'} = 7 einfach ausgewertet werden,

T L+ exp{z} o+/T

Tper = 1 ,
P T exp{E/T} — 1 8 exp{E/T} + exp{z}
Nach Einsetzen der Integrationsgrenzen und einer kurzen Umformung erhalt man

T ey - €. 1+ exp{—e4/T}
= 2 .
Tres exp{E/T} ~ 1 { 7t In 14 exp{—e-/T}

Das Verhaltnis des zweiten Sumnmanden in der Klammer zu dem ersten ist, wie man leicht
abschitzen kann, fir M — E, ey —e_ = |0} /1 — 4ml/M? < T in der Groflenordnung
Olexp{—E/(2T)}). Weil in den uns interessierenden Fallen mit £ 2 10T auch der Vor-
faktor gut durch Texp{—E/T} abgeschatzt wird, kann Ip, in diesem Falle durch die
Faltung (A.26) von Boltzmann—"VerteiIungsfunktioilen approximiert werden,

e_jT

Iper = Ipottz = /:jdﬁ exp{—e1/T} exp{—(E — e1)/T} = exp{~E/T} (e4 — e~} .

Fir 2m, < M ~ 0, e; —e_ ~ F ist das Verhiltnis der Summanden von der Ordnung
O(T/E). Es zeigt sich jedoch, daB insbesondere fiir héhere Quarkmassen m, die Appro-
ximation von Ipe durch fgon, nicht nur fir M — E, sondern fiir beliebige M mdglich ist.
Fiir die uns interessierenden Gréfenordnungen von E, T' und m, ist der Febler kleiner als

1%, siche Abbildung A.1. Mit ey —e_. = |@],/1 — 4m2/M? erhilt man in dieser Niherung

I=|@ /1 — 4m2/M? exp{—E/T}.

Insgesamt ergibt sich mit der hier méglichen Vernachlissigung der quantenstatistischen
Eigenschaften der Quarks als Resultat

I == 2myfL —Am2Z/M? exp{~E[T}. {(A27)
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I Bolts

IBoltz - IFer

10%.

]
/s /s M/E

Abbildung A.1: Die Approximation der Funktion Jge durch Igous
bei 5 = 3 GeV, T = 170 MeV und verschiedenen Quarkmassen als
Parameter (m, = 100, 200, ... 600 MeV, von oben nach unten).
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