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Kurzfassung

Ausgehend von den Grundgleichungen fur Kontinuitat, Impuls und Energie einer
Zweiphasenstromung werden Beziehungen fir ein Ersatzfluid des Gas- FlUssigkeits-
Gemisches mit orts- und zeitabhangiger Dichte und Geschwindigkeit aufgestellt und
anhand eines Siedemodells geprift. -

Es folgen Anwendungen auf ein 1D- und ein 2D- Schwingungsmodell (Pendel im
Zweiphasenstrom) unter Berlicksichtigung der Fluid-Struktur- Wechselwirkung und die
Berechnung von Eigenfrequenzen und Dampfungen.
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1. Einleitung

Fast uniiberschaubar - sowohl in der Zahl als auch in ihrer Vielfalt - sind die Publika-
tionen zur Stromung und den Warmeulbergang in Zweiphasengemischen; eine For-
schungsrichtung, die méglicherweise in den letzten 20 Jahren ihren Héhepunkt
erreichte und deren Ende heute noch nicht abzusehen ist.

Hauptursache dafir ist die Komplexitat von strémenden Gas-Flissigkeits-Gemischen
und den hieraus resultierenden Schwierigkeiten bei ihrer physikalisch-mathemati-
schen Modellierung, wobei den Verfahren zur Beschreibung von Zweiphasenstrémun-
gen und ihren Wirkungen eine erhebliche Bedeutung auch fur die Sicherheit wirt-
schaftlich relevanter Industrieanlagen und deren Komponenten, wie z. B. chemische
oder kerntechnische Reaktoren, zukommt.

Stellvertretend und als Beispiele fir eine gute Fachliteratur auf diesem Gebiet seien
hier nur die Publikationen von D. Butterworth und G. F. Hewitt [1], E. A. Bergles [2],
F. Mayinger [3] und N. |. Kolev [4] genannt.

Als eine noch relativ junge Disziplin ist die Einbeziehung der Zweiphasenstréomung in
das weite Feld der Fluid-Struktur-Wechselwirkung anzusehen.

Die Erweiterung der Schwingungsmodellierung eines Druckwasserreaktors unter
Berticksichtigung der Fiuid-Struktur-Wechselwirkung [5], z. B. auf bestimmte Stérfall-
szenarien, erfordert Anstrengungen in dieser Richtung.

In der vorliegenden Studie wird von den im Rahmen von [5] untersuchten Pendel-
schwingungen in einem Einphasenstrom (Wasser) ausgegangen und eine Modifika-
tion dieses Schwingungsmodells von Ein- auf Zweiphasenstrémungen versucht.

Um den mathematischen Aufwand in Grenzen zu halten, soll dazu ein geeignetes
Ersatzfluid far das stromende Zweiphasengemisch gefunden und die Grenzen dessen
Brauchbarkeit nachgewiesen werden. Damit kann dann die Zweiphasenstrémung
mathematisch wie eine Einphasenstromung behandelt werden, wobei aber im all-
gemeinen die Ersatzdichte und -geschwindigkeit des Zweiphasengemisches orts- und
zeitabhangig sind.

Diese Vorgehensweise birgt allerdings auch Gefahren, die sich z. B. aus der Vielzahl!
der moéglichen Konfigurationen der Verteilung der Gasphase im strémenden Fluid
ergeben. Die Brauchbarkeitsgrenzen der theoretischen Ergebnisse dieser Studie
miRten daher noch experimentell nachgewiesen werden.

An dieser Stelle dankt der Verfasser Hermn Dr. Eberhard Altstadt und Herrn Dipl.-Phys.
Jurgen Zoller fur die vielen Diskussionen und wertvollen Anregungen bei der An-
fertigung der vorliegenden Studie.



2. Grundgleichungen und ihre Anwendung auf Zweiphasenstromungen

2.1 Mengenstrombilanz fiir strémende Gas-Fliissigkeits-Gemische, Definitio-
nen und Kontinuitédtsgleichung

Auch fur stromende Gas-Flussigkeits-Gemische gelten wie bei einphasigen Fluiden
die Erhaltungsséatze fur Masse, Impuls und Energie.

Im Interesse der Anschaulichkeit erfolgt die Mengenstrombilanz zunéchst far den ein-
dimensionalen (1D-) Fall eines durchstréomten Kanals mit dem Querschnitt A l&ngs der
Koordinate z.

Dazu wird angenommen, daf$ beide Phasen im Kanal getrennt strémen (Bild 1), wobei M
den Massenstrom der Flussigkeit mit dem Querschnittsanteil A und M den Massen-
strom des Gases mit dem Anteil A; bedeuten.

Mit M. bzw. M; werden die entsprechenden gespeicherten Massenanteile im Volu-
menelement Adz bezeichnet.

Fur beide Phasen lautet die Mengenstrombilanz

- (Mg + MFz dz) = Mg, ,
- (Mg + Mg, dz) =

und somit

Mgy + Mgy + M, dz + Mg, dz =0 . 2.1)

Bevor aus (2.1) die Kontinuitatsgleichung flir Zweiphasenstrémungen folgt, werden
einige grundlegende Definitionen angegeben, auf die auch in den weiteren Abschnit-
ten zurtickgegriffen wird.

Bezogen auf das Volumenelement dV = Adz wird der Volumenanteil des Gases im
Kanal
Ag dz Ag Ve 14

e = = = =._G.
Adz  A+A,  Ve+Vg V

2.2

als ortlicher volumetrischer Gas- oder Dampfgehalt der Zweiphasenstrémung bezeich-
net.

Wegen M = Vp laBt sich auch ein ortlicher, auf die Gesamtmasse bezogener Gas-
anteil x mit der Gasdichte pg und der Flassigkeitsdichte p. definieren:



Ve P _ M M
Ve PetVg P MexMz M

: @2.3)

der in Dampf-Flussigkeits-Gemischen auch als Dampfgehalt bekannt ist.

Anstelle der im Bilanzvolumen vorhandenen Mengen kénnen auch die Stréme der
Phasen betrachtet werden. Dann folgt aus (2.3) der auf den Massenstrom bezogene
Gasgehalt X des Gemisches:

X = — = —= . (2.9

Weiter wird mit der Umrechnung tber die Dichten der Anteil € des Gases am Voliu-
menstrom;

. M.lp vV %
e=—-°2"¢ - °_ -_%F 2.5)
Mclpe+Mglpg  Ve+ Vg v

Die mittleren Phasengeschwindigkeiten, die aber im allgemeinen orts- und zeitab-
héangig sind, folgen aus

ug = Mo (2.6)
° Agps .
und
v
ug = 2.7
TAcp
Als Schlupf bezeichnet man das Verhaltnis
u
s=-£ (2.8)
Ug
wobei sich mit den vorstehenden Definitionen auch
X 1-e P
g=_X_ 1-€ Ir 2.9)

1—}?66;

ableiten lait.



Nur fur gleiche Phasengeschwindigkeiten (S = 1) sind bezlglich der Zahlenwerte
x=x und € = €.

Damit kann die Kontinuitatsgleichung fur das Zweiphasengemisch auf der Grundlage
von (2.1) aufgestellt werden, wobei generell fur dM, = p,A,dz und fur

M, = pyAyu, gilt und die unterschiedlichen Phasenanteile mit Hilfe von (2.2) zu

berucksichtigen sind.

Man erhalt fur den eindimensionalen Fall

[(1 —€)DF + epc;].t + [(1 —S)DFUF + €Pg uc;]'z =0 (2.10)

und sinngemapR far den 3D-Fall mit cy; (N = F,G, ] = 1, 2, 3) als Geschwindigkeits-
komponenten der beiden Phasen:

[ —e)pF + epc;]'( + [(1 "e)pFCFi + epGCGj].j =0 . (2.11)

(2.11) setzt eine homogene (isotrope) Verteilung des Gas- bzw. Dampfgehaltes im
Strémungsraum voraus. Sollte das nicht der Fall sein, so sind weitere Modifikationen
erforderlich, die im Rahmen dieser Studie nicht durchgefthrt werden.

Eine Zielstellung dieser Arbeit ist das Finden eines Einphasen-Ersatzfluids des
Zweiphasen-Gemisches, das sich insbesondere hinsichtlich der Impuls- und Rei-
bungswirkungen, aber auch beziglich der Kontinuitdtsbedingungen durch weitgehend
gleiche Eigenschaften wie die mathematisch-physikalisch schwieriger zu behan-
delnden Zweiphasen-Gemische auszeichnet.

Es sei p(z,f)die ‘mittlere, aber im allgemeinen orts- und zeitabhangige Dichte dieses
Ersatzfluids und u(z,f)die entsprechende zugehdérige mittlere Fluidgeschwindigkeit im

eindimensionalen Fall; dann soll smngemaB die bekannte Kontinuitatsgleichung far
Einphasenstréomung

b+ (pu), = @12)
gelten.

Far den 3D-Fall ist dann mit c (j = 1,2,3) als mittlere Geschwindigkeitskomponen-
ten

6+(pc); = (2.13)
Bisher wurde vorausgesetzt, dal? die Strémung durch starre Wande begrenzt ist, die
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aber im Falle ihrer Bewegung orthogonal zur Strémungsrichtung als zusatzliche
Massenstromquellen bzw. -senken wirken.

Anhand einer 2D-Strémung in einem ebenen Spalt mit der Weite s, bei dem sich die
eine Wand mit der Geschwindigkeit w=-$ bewegt, soll die modifizierte Kontinuitats-

gleichung aufgestelit werden.

Dazu wird von einem durchstrémten Volumenelement sdxdz ausgegangen (Bild 2),
wobei zur vereinfachten Schreibweise p durch p, v durch u und v durch v ersetzt

werden.
Die Massenstrombilanz ergibt
pwdxdz = d(pu) sdx + d(pv) sdz

und schlieRlich mit w=-$ bei Berlicksichtigung von instationdren Dichteanderungen

v lo.

p+pu), +(PV),+pP==0 . (2.14)

Fur praktische Rechnungen folgt z.B. p,, aus

‘p,z = p‘p p‘z ]

wobei die Druckabhéangigkeit von p bei Wasser-Dampf-Gemischen mit Hilfe der
Wasserdampftafeln ermitteit werden kann, und der Druckgradient aus der nachfolgend
abgeleiteten Impuisgleichung folgt.

2.2 Impulsgleichung

Die Impulsgleichung einer Zweiphasenstrémung erhait man durch eine Kraftebilanz an
einem durchstromten Volumenelement, wobei hinsichtlich der Phasentrennung analog
zur Aufstellung der Kontinuitétsgleichung im letzten Abschnitt vorgegangen wird.
Dabei soll die abzuleitende Gleichung auch die Wirkungen durch die Gravitationskraft
und formal auch die Reibungseinflisse beriicksichtigen.

Es wird ein senkrechter Strémungskanal betrachtet, der von oben nach unten durch-
stromt wird, um Anschiul an das 2D-Pendelmodell fur Einphasenstromungen-zu
erhalten, fir das auch experimentelle Ergebnisse mit Wasser als Stréomungsmedium
vorliegen [5].

Wie im Bild 3 dargestellt, treten am Volumenelement dV = Adz Impulskrafte aus der
Differenz der ein- und austretenden Fluidimpulse; Beschleunigungskrafte bei insta-
tiondren Stromungen; Gravitations- und Reibungskrafte, letztere durch die Wand-
schubspannung 1, reprasentiert, auf.




U, bedeutet den benetzten Umfang des Volumenelementes und m die Massen-
stromdichte:

2= Me (2.16)
meg = — ) .
F AF
0= Mo (2.17)
me = —— . .
G AG

Die Summe aller Kréfte gleich Null am Volumenelement liefert bei positivem Vorzei-
chen derselben in z- bzw. in Strémungsrichtung:
-Ap ,dz - A[(1-€)pelp + €PgUG] 02
~Al(1-€)ppuf + €Pglgl, 02
+A[(1-€)pg + €pglgdz - TWwlU,dz = 0

und daraus unter Bericksichtigung von (2.16) und (2.17) in Verbindung mit (2.6) und
(2.7) die gesuchte eindimensionale Impulsgleichung far Zweiphasenstrémungen:

-p, = [(1-€)pelr + €PclUs],

+[(1-€)ppuf + epglial,
U
~[(1-¢e)pr + €P6lg + TWT”

(2.18)

Der Reibungsterm 7,, U, / A in (2.18) ist identisch mit dem Gradienten des Reibungs-
druckabfalls pg., und kann z.B. bei geeigneten Mittelwerten fir eine stationére ein-
dimensionale Zweiphasenstrémung in der Form

Prs = x(z)g;-‘?-glw(z)lz , 2.19)
mit
4A '
d =22
Ty (2.20)

als hydraulichen oder gleichwertigen Durchmesser des Stromungskanals, geschrieben
werden. Fir ebene Spalte mit der Weite s istd,, = 2s.



Der Reibungsdruckabfall bei Zweiphasenstromungen ist Gegenstand des 4. Abschnit-
tes dieser Studie.

Es erscheint ratsam, insbesondere fir eine 2D- oder 3D-Zweiphasenstrémung wieder
auf geeignete orts- und zeitabhangige Mittelwerte fur die Dichte und die Geschwindig-
keiten auszuweichen, da sonst in Analogie zu (2.18) noch untbersichtlichere und
schwieriger zu handhabende Ausdricke entstehen.

Die folgenden Beziehungen fur Einphasenstrémungen gelten daher auch fir Zwei-
phasenstréomungen, wenn diese Mittelwerte benutzt werden. Zur besseren Ubersicht
wird auf die Mittelungssymbolik (p,c)verzichtet, sie aber stillschweigend vorausge-
setzt.

Nach [6] bietet sich die Newtonsche Kraftgleichung am bewegten materiellen Volu-
menelement zur Aufstellung der 3D- Impulsgleichung an, wobei hier entsprechend der
Eulergleichung das Schwergewicht auf dem nichtlinearen Konvektionsglied liegt.

Das Kraftegleichgewicht erfordert

% [oc,dV] + p,dV = F,dV @:21)

. d B
mit Ft(dV)—cHdV .
Man erhalt

d
[’a; (pc) + pcic; +p; - F1dV =0

und da dV nicht Null ist

(pc), + clPG); + ¢ lpc) = F - py (2.23)

oder
(pci)’t * (pc,'cj),] =F, - p; . (2.24)

Nach Abzug der Kontinuitatsgleichung (2.12)
-[p + (pC;).jl =0

erhalt man die konventionelle Form der Eulergleichung



p¢ + pcc; = Fi-pi (2.25)

wie sie z.B. in [5] benutzt wurde.

In Vektorform lautet (2.24)

(P8, + (EV)(pC) + PC(V'E) = F -Vp . (2.26)

Eine wesentliche Aussage von (2.26) ist, daf® im allgemeinen beide nichtlinearen
Glieder zu berticksichtigen sind, insbesondere dann, wenn z.B. durch bewegte Kanal-
winde zusatzliche Massenstromquellen bzw. -senken entstehen. Die daraus folgen-
den Konsequenzen werden in den weiteren Abschnitten beleuchtet.

2.3 Energiegleichung

Der Phasenwechsel in Gas (Dampf)-Fllssigkeits-Gemischen erfolgt durch Kondensa-
tion der gasférmigen oder Verdampfen der flissigen Phase. Dabei Gberwiegt in der
Regel bei weitem die Anderung der Enthalpie und der inneren Energie gegentber
Anderungen z.B. der kinetischen oder potentiellen Energie des Fluids.

Die Energiebilanz eines durch das Volumenelement Adz strémenden Gas-Flissig-
keits-Gemisches nach Bild 4 kann einfach ermittelt werden. Dazu wird wieder an-
genommen, daf} beide Phasen getrennt strémen.

Es bedeuten

E. = A(1-€) peheug (2.27)

und

Eg = Aepg hg Ug (2.28)

mit h und h¢ als Enthalpien der beiden Phasen.
Die inneren Energien in E . und E ; kénnen flr praktische Rechnungen in der Regel

mit ausreichender Genauigkeit durch die zugehorigen Enthalpien ersetzt werden, so
dal} ndherungsweise allgemein gilt:

dE,, = Ay py hy dz . (2.29)

Man erhélt als Energiegleichung nach Bild 4 schlieRlich mit der zugefuhrten (Wéarme-)
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Energie dQ = § U, dz fur den eindimensionalen Fall, auf den diese Betrachtung
beschrankt bleiben soll:

[ "e)pphf: + ethG],t *
(2.30)

[(1-€) Pr hip Up + € PG hg Ugl, = G —

Bei zweiphasigen Systemen mit nicht kondensierbaren Gasen bzw. verdampfenden
Flussigkeiten verzichtet man in der Regel auf den Ansatz fur die Energiebilanz und
benutzt statt dessen die Impulsgleichung.

3. Schiupf

Der Schlupf S = ug/ ug nach (2.8), also das Verhaltnis der értlichen mittleren Gas-

bzw. Dampfgeschwindigkeit zur &rtlichen mittleren Geschwindigkeit der Flussigkeit im

strémenden Zweiphasengemisch, ist mit dem auf den Massenstrom bezogenen Gas

(Dampf)-Gehalt x und mit dem 6rtlichen volumetrischen Gas (Dampf)-Gehalt € nach
(2.9) durch

s- X 1-€

-X €

'0,'0
o {m

verbunden.

Insbesondere die Kenntnis des Schiupfes erméglicht dann leicht die Bestimmung von
¢ als eine Grundlage fir die spateren Rechnungen mit der gemittelten Dichte und Ge-
schwindigkeit des Zweiphasengemisches, da X mit Hilfe von Energiebilanzen meist
einfach zu ermitteln ist.

S > 1 besagt, daR im Zweiphasengemisch die Gasphase schneller als die Flissigkeit
stromt. Dieser Fall ist in horizontalen und in geneigten bzw. in senkrechten Leitungen
bei aufwérts gerichteter Stromung praktisch immer gegeben. Ist dagegen die Stro-
mung abwaérts gerichtet, kann durch die Auftriebswirkung der Gasblasen in der Flis-
sigkeit auch S < 1 eintreten.

Grundsétzlich bewirkt der Druckabfall in Strdomungsrichtung infolge der meist geringen
Gasdichte eine gréRere Beschleunigung des Gases gegentber der Flissigkeit.

Plausibel erscheint, daR S im allgemeinen mit zunehmendem Dichteverhéaltnis p/ pg
gréRer wird, ebenso mit kieiner werdender Zahigkeit der Flassigkeit und bei Stré-
mungsformen, die eine Separation der beiden Phasen beglinstigen.

Zur Demonstration dieser Verhaltnisse wird im folgenden ein einfaches Einzelblasen-
Modell untersucht (Bild 5).



Gegenuber der Realitét in einem Zweiphasengemisch hat dieses Modell den Nachteil,
daR es die gegenseitige Beeinflussung der Blasen nicht bercksichtigt. Es liefert aber
trotzdem einige grundsétzliche physikalische Aussagen.

Im Teilbild 5a ist die Stréomung in einem Rohr mit dem lichten Durchmesser D nach
oben und in b) und c¢) nach unten gerichtet.

Die Gasblase mit dem Durchmesser d wird als ein mit der Relativgeschwindigkeit ug
der Flussigkeit umstromter kugelférmiger Widerstandskdrper betrachtet.

ug folgt fir S >1 aus

Ug = Ug = Ug . B.1)

Die Stromungswiderstandskraft F,, ist stets ug entgegengerichtet und steht im Gleich-
gewicht zur “Antriebskraft” F, der Blase, die aus dem Auftrieb, verursacht durch die
Gravitationskrafte, und dem strémungsbedingten Druckgradienten resultiert, wobei in
letzterem meist nur die Reibungskréfte dominieren. Im fogenden werden daher nur
der Reibungsdruckgradient und die Auftriebskréafte in F, bertcksichtigt.

Somit wird )
|Ful = 1F,l (3.2)
mit
F, =c &uéﬂdz (3.3)
w 2 4 .
und
n
Fo=5 d® [1pg .l £ (Pr - Pe) 9] - (3.4)

Es gelten in (3.4) das positive Vorzeichen vor dem Gravitationsglied fir die aufwarts-
gerichtete Strémung nach Bild 5a, das negative fir die abwartsgerichtete nach Bild 5b
und c.

In (3.3) bedeutet ¢, einen dimensionslosen Widerstandsbeiwert, der mit Hilfe von Bild
6 nach [7] bestimmt werden kann.

Es ist zweckmaBig, zunachst das Produkt ¢, Re? , wie nachfolgend beschrieben, zu
berechnen.

Weiter ist in (3.4) n/6-d” das Blasenvolumen.
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Als Rechenbeispiel sind fur ein strémendes Wasser-Dampf-Gemisch im Vorgriff auf

eine Demonstrationsrechnung im 5. Abschnitt gegeben:

D =002m

U =4mis

pe = 740,2 kg/m®

pe = 36,5 kg/m®

ve =0,124-10°m¥s

und die Rechnung soll fur 3 Reibungsbeiwerte der Rohrstromung erfolgen:

A , = 0,0125 (bei reiner Flussigkeitsstrémung), sowie fir A , =2A; und A ;= 3A , , wobei
A, und A; im zu erwartenden A - Bereich bei strémenden Zweiphasengemischen

liegen.

Gesucht wird der Schlupf nach (2.8) in Abhangigkeit vom Blasendurchmesser d und

von A.
Mit
1 P 2
IpRzl = )‘B ’?F UF
wird (3.2)
Pe oW | A 2
cw—z—uRZd2=gd3l o5 Pr UF t (Pr = P)I]
und wegen
d
Re = “
Ve
schlief3lich

c Re? =

W h

|, U P
Sl a-=gl
Vi Pr

bzw. mit den gegebenen Daten
c,Re? = 3,469-10'° d3]A + 0,0233|

11
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Die Vorgehensweise ist einfach. Bei gegebenen d und A erhait man c, Re? aus (3.8)
und aus Bild 6 folgt dann c,, , so daR Re und damit ug mittels (3.6) berechnet werden

kénnen.

ug ergibt sich entsprechend Bild 5 aus ug = Ug + Ug fur die Varianten a) und b) und aus
Ug = Ug - Ug fUr die Variante c. Letztere mit S < 1 ist durch

2
Aﬁ_ - (1 _Bﬁ)g <0
2D Pr

in (3.7) gekennzeichnet

Im Bild 7 sind die Ergebnisse der Rechnung graphisch dargestellt.

Diese Resultate lassen sich wie folgt interpretieren. Fur d =0 (e = 0) ist S = 1. Der
Anstieg bzw. der Abfall von S = 1 erfolgt ndherungsweise mit ﬁz’ .

S ist generell fur die aufwartsgerichtete Stromung am gréRten und dabei stets > 1.

Far die abwartsgerichtete Strémung hangt S > bzw. < 1 im wesentlichen vom Verhait-
nis der Reibungswirkungen der Grundstromung zu den Auftriebskréaften ab. Uberwie-
gen letztere, so wird S < 1.

In der Fachliteratur gibt es viele Ansatze zur Berechnung des Schiupfes. Sie sind

meist rein empirisch. Dagegen wurde die folgende Beziehung von Levy [8] nur aus
theoretischen Uberlegungen entwickelt und enthalt somit keine empirischen Kon-

stanten bzw. Faktoren:
s= |Pre (3.9)
Ps
und in Verbindung mit (2.9)
. 0.2
s=_X% |1 _Ps) [ Pr)" (3.10)
1-Xx{S%?2 pe) |\ Pg

Z2wischen Rechnung und Messung treten aber nach [8] Abweichungen bis 50% auf.
Losungen fir den volumetrischen Gas- bzw. Dampfanteil in vertikal strémenden Zwei-
phasengemischen in allen nur denkbaren Variationen, mit denen auch der Schiupf
berechnet werden kann, enthalt [1]. Dabei wird allerdings die Kenntnis der Blasen-
gréen vorausgesetzt,
Speziell fur senkrechte Siedekanale mit aufwértsgerichteter Strémung wurde der
folgende empirische Ansatz von Marchaterre und Hoglund [9] fUr verdampfendes

Wasser in Kernreaktoren entwickelt, der davon ausgeht, dall der Zulauf mit der
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Geschwindigkeit ug, einphasig flissig erfolgt:
S = exp{exp[-0,45791 -0,12487 (InFr)
-0,020795(InFr)?] + exp[-1,1231

-0,10296(In Fr) - 0,03033(In Fr)?]Inw (3.11)
+ exp[-3,9782+0,157 (InFr)
-0,0128796 (InFry3 (Inw)?} ,
mit der Froude-Zahi
u2
Fr= 12 (3.12)
gd,

und dem Dampfgehaltparameter
¢ 8)
w=2 . (3.13)

Der Gultigkeitsbereich von (3.11) ist durch
1 <Fr<100
02<w <100
U, > 0,25 m/s

gegeben.

Falls der Zulauf nicht einphasig flussig erfolgt, ist fr ug, diejenige Geschwindigkeit
einzusetzen, die sich ergibt, wenn der gesamte Massendurchsatz flissig strémen
wirde.

Der Nachteil von (3.11) ist, daB fur w - O der Schiupf S nicht gegen 1 geht. Man
berechnet daher S fir o = 0,2 als unteren Wert und interpoliert dann linear im Bereich
O<ws02aufS=1faro=0 (x = 0).

4. Reibungsdruckabfall

Mit Ahnlichkeitsbetrachtungen zur Druckveriustberechnung fur das Gas-Flissigkeits-
Gemisch befallten sich als erste Martinelli und Nelson [10]. Ihre Uberlegungen wurden
spater von Lockhart und Martinelli [11] erweitert. :

Der Grundgedanke war dabei, durch Einfiihrung eines Zweiphasenmuitiplikators ®
den zweiphasigen Reibungsdruckverlust aus dem einphasigen einfach durch eine
Muitiplikation zu berechnen.

Als Bezugsgrofle fur den Druckverlust des Gemisches ging man davon aus, daB die
Flassigkeit oder das Gas jeweils allein im Kanal strémen. Daraus folgen 2 Multiplikato-
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-

ren @ und d,, so daB gilt
A A
(%), - (%) @
2ph F
oder

) () ¢
(N)zp,, (N)G%' “2)

Damit konzentriert sich das Problem auf die Abhangigkeiten dieser Zweiphasenmuiti-
plikatoren, die nach Martinelli von einer Kennzahl X abhangen, wobei je nach der

Stromungsart zwischen
Xits Xig, Xgpund Xy,

unterschieden wird. Bei X, strdmen Flussigkeit und Gas laminar, bei X,, beide Phasen
turbulent.

Fur den technisch wichtigsten Fall, daR beide Phasen turbulent strémen, kamen
Martinelli und Mitarbeiter aus Ahnlichkeitsbetrachtungen zu der Beziehung

Pg1*°( n °"(1—x)°'9
X, =122 | £ |—== : ,

Im Vergleich mit Messungen ergab sich dann der Verlauf der Zweiphasenmultiplikato-
ren @ und & als Funktion der Martinelli-Kennzahl X, wie im Bild 8 dargestellt [3]. In
diesem Bild ist auch der Verlauf der Zweiphasenmultiplikatoren fir den Fall einge-
zeichnet, daf} eine der beiden Phasen oder beide Phasen laminar strémen.

Bild 8 kann auch in vereinfachter Form analytisch angegeben werden:

2 C 1
Oz = 1*; v 4.4)
bzw.
D =1+CX+ X2 . (4.5)

C in (4.4) und (4.5) hangt vom Charakter der Strémung ab und es gilt fur die unter-
schiedlichen Stromungsformen:
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Flussigkeit Gas C

turbulent turbulent 20
laminar turbulent 12
turbulent laminar 10
laminar laminar 5

Bei der Anwendung dieses Rechenverfahrens ist zu beachten, daR die Zweiphasen-
multiplikatoren nur auf die flissigen bzw. gasférmigen Anteile M(1 -X) bzw M3
bezogen sind.

Fur praktische Rechnungen ist es aber einfacher, den Reibungsdruckabfall auf den
gesamten Massendurchsatz M zu beziehen, so daR bei Beschrankung auf die flissige
Phase (F) schlieBlich (4.1) umgeformt wird zu

Ap)  _ _| Ap W75 2
B,

wobei (%IB)FM den Reibungsdruckabfall der Flussigkeit, bezogen auf den gesamten
Massendurchsatz, bedeutet.

( ),:M 1aRt sich fur eine eindimensionale Kanalstromung einfach aus

(éﬁ] = —)\F..l_ . _pf U}EM (4_7)
FM

berechnen.

In (4.7) kann fiir den turbulenten Reynoldszahlbereich 2300 < Re < 1 - 10° A mit Hilfe
des Blasius-Ansatzes fur glatte Kanale [12] bestimmt werden:

L . 03164 _ 03164
F - 3
Rep¥ (Efy_‘ih_) e x)
Ve
mit
M
Uy = 4.9
M o, A 4.9

analog zu (2.7).



Fur Reynoldszahlen > 1 - 10° eignet sich anstelle (4.8) auch nach [13]:

0,309

A = -
ReFMJ (4.10)

lg

Der auf den Gesamtmassendurchsatz bezogene und modifizierte Zweiphasenmultipli-
kator in (4.6)

R = (1-3)"78 &2, (4.11)

lart nach Bild 9 erkennen, daR selbst bei hohen Driicken das Zweiphasengemisch
einen 5-20 fachen Druckverlust der Einphasenstrémung bei gleichem Massendurch-
satz aufweist. Bei niedrigen Driicken sind selbst bei kleinen Dampfgehalten Multiplika-
toren zwischen 50 und einigen 100 schnell erreicht [3].

Far praktische Rechnungen erscheint die Definition eines im allgemeinen orts- und
zeitabhangigen Widerstandsbeiwertes A(z,f) der Zweiphasenstréomung zweckmaRig,
wobei die im nachsten Abschnitt abgeleiteten Mittelwerte p(z,f) und u(zt) fur ein
stromendes Gas-Flussigkeits-Gemisch benutzt werden.

(4.6) wird dann mit (4.7) geschrieben:

Pe .
p? A5 ul, (1= oZ,, (4.12)

- 1
-p. =X _.
Prz =23 d

und daraus

>

i

b

.
—_——
=
S——
—
y

Upy 2 175 b2
) (1-x)" (DF" . 4.13)

In (4.12) folgt ug,, aus (4.9) und @?:,, nach (4.4) far turbulent stromende Gas- und
Flassigkeitsphasen mit C = 20:

20 1
¢}2=tl"1+—+_ ] 4.14
Xy X,f ()

wobei X,, mittels (4.3) berechnet wird.

Damit liegt ein Verfahren vor, um den Druckverlust einer Zweiphasenstrémung ohne
lterationen einfach berechnen zu kénnen.
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5. Ersatzfluid einer Zweiphasenstromung mit ortsabhéngiger Dichte und
Geschwindigkeit

5.1 Gleichungen des Ersatzfluids

Gesucht werden geeignete, im allgemeinen orts- und zeitabhéngige Mittelwerte der
Gemischdichte p(z,f) und der Gemischgeschwindigkeit «(z,f) einer Zweiphasen-
stromung, die in Anwendung auf die Grundgleichungen der Einphasenstrémung eine
wesentlich einfachere Berechnung insbesondere der Druckverteilungen in zweiphasig
durchstrémten Kanalen und Spalten erméglichen.

Zur Aufstellung der Beziehung fur die mittlere Gemischdichte wird von Bild 1
ausgegangen. Im Volumenelement A dz befindet sich die Flussigkeitsmasse dMg = p;
Acdz und in A; dz die Gasmasse dM; = p ¢ A dz. Folglich ist die Gasamtmasse dM
im Volumenelement Adz

dM = (ppAp+PgAg) dz (.1

und die mittlere Dichte p ist durch dM/dV = dM/ Adz gegeben, so daR mit (5.1) wird:
Pr Ap * Pg Ag

D = 5.2
p 2 (52)
Nun ist nach (2.2) Ag/A = € und damit
A A-A
£ € =1-¢ . (5.3)
A A
Da ganz allgemein € orts- und zeitabhéngig ist, ergibt sich schlieBlich fr (5.2):
Pl = [1-e(z o + e(z,)ps (5.4)

als Gleichung der mittleren Gemischdichte einer Zweiphasenstrémung.

Eine geeignete Definition der zugehérigen mittleren Geschwindigkeit u ist einfach,
denn fir den Massenstrom bei eindimensionaler Strémung durch einen Querschnitt A
kann generell M = puA geschrieben werden, so daR sich schlielich mit (5.4) -

M M

— )
YED = e n T Al —e@Die, * @ Ded

(5.5)

ergibt, wobei M den Massendurchsatz des Zweiphasengemisches bedeutet.
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In Erganzung dieser vereinfachten Uberlegungen, deren Brauchbarkeit im Rahmen
der vorliegenden Anwendungen noch zu prifen ist, soll eine umfassendere Form der
Bilanzgleichungen fur ein partielles Zweiphasen-Modell von Rohde [14] nicht

unerwahnt bleiben.

Ausgehend von den 1D-Gleichungen fur die Impuls-, Energie- und Massenbilanz des
Gemisches sowie die Massenbilanz des Dampfes [14] werden fur das
Zweiphasengemisch in der hier verwendeten Schreibweise folgende GroRen definiert:

Gemischenthalpie h = (1-X) hg + xhg (a)
Massenstromdichte m = (1-€)ppUp + EPgUg (b)
Dichte p=(1-€)pe + €pg (c)
Geschwindigkeit u=(1-€)u + €uyg (d)
inverse Dichte far v, = iﬂl{)—z » 3 X—z (e)
den Impulstransport P- (1-€) pg €

Mit diesen Definitionen lassen sich die o.g. Bilanzgleichungen fur das Gemisch in die
sogenannte konservative Form transformieren:

rh,t + (mzvl)'z + pR'z + pg + p_z = 0 L] (f)
ph,+mh,=q +X,+p,+up, ) (g)
pe+m,=0 (h)

mit g als Warmequelldichte und dem zuséatzlichen Queliterm

X mit X= (hg-h)[(1-€)Xp.-e(1-X)pg] ()

in der Energiebilanz (g).
Diese Darstellung hat den Vorteil, daR die Gleichungen formal den Bilanzgleichungen

fir eine homogene Stromung entsprechen. In diesem Sinne wird mit (a) bis (e)
ebenfalls ein Ersatzfluid fir das Zweiphasengemisch beschrieben.
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5.2 Nachweis der Brauchbarkeit des Ersatzfluids durch Berechnung der
Druckanteile einer 1D-Stromung im Vergleich mit exakten L6sungen

5.2.1 Siedekanal als Modell einer Zweiphasenstrémung

Der geforderte Nachweis wird anhand einer realen stationéren Zweiphasenstromung
in einem beheizten senkrechten Siederohr mit ortsveranderlichem Dampfgehalt
gefuhrt.

Damit wird zwar hinsichtlich des nichtlinearen Gliedes in der Impulsgleichung auf eine
strenge mathematische Beweisflihrung verzichtet, dafir aber eine anschauliche
Anwendung der Grundgleichungen auf Zweiphasengemische demonstriert.

Dazu ist das Siederohr mit den wichtigsten gesuchten Abhangigkeiten von z bzw. z/|
nach Bild 10 gegeben.

Die technischen Daten sind:

Lange des Rohres |l =3m
lichter Rehrdurchmesser d =2cm
absoluter Druck am Rohreintritt p(0) =70 bar
Eintrittsgeschwindigkeit des Fluids ug(0) =4 mls

(Wasser bei der Siedetemperatur t, = 285,8 °C
mit X(0) = 0 bzw. €(0) = 0)

Warmestromdichte {iber der gesamten Rohr- q =60 W/cm?
Mantel-Flache, bezogen auf d

In einer 1. Naherung wird der Druck tber die gesamte Rohriange zur Bestimmung der
Stoffwerte gleich p (0) = konst. angenommen. Mit dem berechneten Druckverlauf p(z)
kann dann eine 2. Ndherung bzw. gegebenfalls eine 3. Naherung bestimmt werden.

Im Rahmen der zu erwartenden und geforderten Genauigkeiten gentgt aber meist
schon die 1. Naherung, wenn man von Systemen mit relativ niedrigen Absolutdriicken
absieht.

Die dreij wichtigsten Abhéngigkeiten vom Strémungsweg sind der Dampfgehalt X, der
Schlupf S und der Volumenanteil € des Dampfes im Stromungskanal.

Zu ihrer Bestimmung werden zunachst aus den Dampftafeln, z.B. [15], die Dichte des
Fluids und des Dampfes, hier unter Sattigungsbedingungen bei p = 70 bar bendtigt:

pe = 740,2 kg/m®
pe= 36,5 kg/m®

und weiter die Verdampfungswarme r = 1505 kJ/kg (kWs/kg).
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Der Dampfgehalt x(z//) ergibt sich nach (2.4) aus
M (2
st = 2

(5.6)

mit dem gesamten Massendurchsatz M beim Strémungsquerschnitt A = d*n/4 =
3,1416 -10* m?

M = p-Au.(0) = 0,9302 kg/s

An der Stelle z/l betragt die zugefuhrte Warmeleistung, vom Eintritt an gerechnet:

P(zll) = ndig-(/l) = 1131 -'7'- kW]

Damit wird mit der Verdampfungswérme r

Mg = £ (’-”) - 007515 [kgls] .7)

und schlieBlich mit (5.6)

X(z/l) = 0,0808 % . (5.8)

Die Berechnung des Schlupfes S(z/l) erfolgt mit Hilfe des empirischen Ansatzes von
Marchatelle und Hoglund (3.11), der sich hier anbietet.

Die Froudezahl nach (3.12) ist
[u: (O)P
gd

Fr = = 81,6

und der Dampfgehaltparameter ® ergibt sich aus (3.13).

Entsprechend der zuldssigen unterer Grenze w,,;, = 0,2 gilt (3.11) erst ab z/l = 0,12,
wie sich leicht (berschlagen lanit.

Im folgenden wird, wie im 3. Abschnitt begriindet, fir z = 0 mit X(0) = Ound damit w(0)
= 0 der Schiupf S(0) = 1 gesetzt; im Gultigkeitsbereich mittels (3.11) berechnet und
schlieBlich zur besseren Handhabung durch ein Polynom 2.Grades mit den Stitz-
stellen bei z/l = 0, 0,5 und 1 angenahert. Das ist fur praktische Rechnungen véllig aus-
reichend.
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Man erhalt fur dieses Anwendungsbeispiel mit $(0,5) = 1,2543 und S(1) = 1,3773 das
Polynom

Sl = 1 +0,64( %) —0,2626( %)2 . (5.9)

Da x(z/l)und S(z/1) nach (5.8) und (5.9) bekannt sind, folgt e(z/l) schlieRlich aus (2.9)

e(zll) = X

%+ S(1-x) L& (5.10)

Pr

Diese 3 Abhangigkeiten von 2/l sind im Bild 11 dargestellt.

Damit liegen die Voraussetzungen vor, um u(zll), ug(z/l), p(z/h und u(zll) zu
berechnen.

Dazu folgt aus (2.7)
M MM, (5.11)
AFpF (1"€)App

Ug

mit M = 0,9302kgls, M nach (5.7) und € nach (5.10). Weiter war A = 3,1416 ~10"*m?.

ug ergibt sich aus (2.6)

M .
e . _M (5.12)
AsPe  €APg

Ug

und zur Kontrolle mu (2.8) aus (5.11) und (5.12) mit den Ergebnissen aus (5.9)
identisch sein.

SchiieRlich folgt die mittlere Gemischdichte p(z/l) aus (5.4) und die zugehdrige
mittlere Geschwindigkeit u(z/) aus (5.5).

Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind im Bild 12 dargestelit.

5.2.2 Druckverteilungen aus der Impulsgleichung im Lésungsvergleich

Fur die exakte Lésung liegt (2.18) zugrunde und fur die mit dem Ersatzfluid (2.23),
wobei hier die Mittelwerte p(z/) und u(z/l) nach (5.4) und (5.5) benutzt werden.
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Das instationdre Glied (hier durch den Index 1 gekennzeichnet) aus (2.18) lautet

Py, = [(1-€)peUp + €pgUg], (5.13)

und wird im folgenden mit dem entsprechenden Glied aus (2.23)

Pz = (Ba)t (5.14)

verglichen.
Das fuhrt wegen pu = MIA, was aus (5.4) und (5.5) folgt, zu
(1-€)peup + €pglg = MIA

bzw. (1-€)ApgUs + EAPgUg = M (5.15)
oder Agpgup + AgpPglcg = M

als Bilanzgleichung fur den gesamten Massendurchsatz.

(5.13) und (5.14) sind also gleichwertig bzw. identisch, so dal} die Rechnung mit dem
Ersatzfluid zulassig ist.

Diese Zusammenhange gelten grundsétzlich auch, wenn - im Gegensatz zum vorlie-
genden Rechenbeispiel - ein instationdrer Massenstrom M(z,f) vorliegt. Dann sind
€,Ug, Ug, p und u neben z von t abhangig.

Das pichtlineare Glied (Index 2) aus (2.18) lautet

Py, = [(1-€)ppUf + €pg UG, (5.16)

und wird mit

-p,, = PUU, (5.17)
entsprechend (2.23) verglichen, denn u(pu) ist Null, da far den vorliegenden Fall -
wie aus (5.14) in Verbindung mit (5.15) ersichtlich - pU = MIA = konst. ist.

Ist die Rechnung mit dem Ersatzfluid zulassig, dann missen entsprechend (5.16) und

(5.17) die Integrale dieser beiden Gleichungen zumindest naherungsweise gleich sein,
d.h.
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-Ap,(2ll) = 'pz|cz)” = [(1 ‘e)pFUI3 + €Pg ucz;”g”

(T e 519

A [(1—é)pF+epG° '

wobei (5.4) und (5.5) beachtet wurden.

Die Rechnung liefert fur -Ap, (z/l) die Zahlenwerte in Tab. 1, dazu sind € und die
Abweichungen in % angegeben.

Z/l X € -Ap, (2/l) in Pa dgl. Abweichung
aus (5.16) aus (5.17) in %
0 0 0 0 0 0
0,1 0,008 0,1347 1740 1739 0,07
0,2 0,016 0,2296 3312 3308 0,12
0,3 0,024 0,3013 4765 4754 0,22
0,4 0,032 0,3581 6136 6114 0,36
0,5 0,040 0,4050 7455 7416 0,53
0,6 0,049 0,4449 8742 8680 0,72
0,7 0,056 0,4796 10016 9926 0,91
0,8 0,064 0,5105 11292 11168 1,10
0,9 0,072 0,5385 12581 12422 1,28
1 0,080 0,5641 13896 13689 1,44

Tab. 1 Zahlenwerte flr das nichtlineare Glied
Wie néhere Untersuchungen zeigten, wachsen die Abweichungen mit x. Wéahrend
sie hier noch relativ klein sind, steigen sie far X , = 0,4 auf 22% bei 2/l « 0,8 und flr
X o = 0,8 auf 49% bei 2/l « 0,4, um dann wieder abzufallen.

Das Gravitationsglied (Index 3) aus (2.18) lautet mit rechtsseitigem positiven
Vorzeichen (da hier z entgegen der Gravitation gerichtet ist)

~ps, = + [(1-€)p. + epglg (5.19)

und wird mit dem entsprechenden Glied einer Einphasenstromung mit Ersatzfluid
verglichen:

Py, = PG . (5.20)

(5.19) und (5.20) sind wegen (5.4) identisch und man erhalt -Ap, (z/l) am einfachsten
mittels einer numerischen Integration aus
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2zl
~Bps(2l) = -pslg' = g [ Bd[ﬂ : (5.21)
0

Mit p(z/) entsprechend Bild 12 ergibt die Integration nach (5.21) die Zahlenwerte in
der Tabelle 2, die auch die im folgenden berechneten Reibungsdruckverlust-
Ergebnisse enthait.

Dazu wird von (4.6) in Verbindung mit (4.7) ausgegangen:

1 P .
—pR.z = FF h ’EE ISM (1 -X)1’75 (DF“ ' (5.22)
n

wobei A; aus (4.8) bzw. bei Re > 1- 10° aus (4.10) und Ugyy aus (4.9) folgen.
Fur die weitere Rechnung werden die Zahigkeiten fur das Wasser und den
Wasserdampf aus [15] unter den Betriebsbedingungen bendtigt:

92,1 - 108 kg/ms
18,9 - 10 kg/ms

Ne
Ne

i

und ve =ng/ P = 0,124 - 108 m?¥s .

Mit ug,, = u(0) = 4mlis folgt
d

Uppy

Ve

Reg,, = = 6,45-10°

und (4.10) liefert fur diese vollturbulente Strémung A = 0,01254 im glatten Rohr.
Weiter ist X(z/[) durch (5.8) gegeben und <D,2=“ folgt aus (4.14) mit X, nach (4.3).

Man erhalt mit den bekannten Stoffdaten

o 9
X, = 0,2602 [J;Z‘Z%ﬁr (5.23)
X
und schlieRlich fur (5.22)
) - 20 1
~Prs = 37128 [1-X(]'7 [1 P20, —2]- (5.24)
tt Xy

Die nummerische Integration von (5.24)
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ergibt schlieBlich die Zahlenwerte in Tab. 2, die auch die Reibungsbeiwerte A(z//)

zn

-Apg(2) = f pR,z”d(Z//)
0

beztiglich der Mittelwerte p und u nach (4.13) enthalt.

z/l -Ap; in Pa -Apg in Pa A

0 0 0 0,01254
0,1 2030 1693 0,02173
0,2 3826 4383 0,02775
0,3 5452 7982 0,03242
0,4 6945 12442 0,03622
0,5 8332 17728 0,03940
0,6 9629 23814 0,04208
0,7 10850 30675 0,04435
0,8 12002 38291 0,04627
0,9 13094 46641 0,04787

1 14130 55709 0,04918

Tab. 2 Zahlenwerte fur das Gravitations- und das Reibungsglied sowie
Reibungsbeiwerte A bezogen auf das Ersatzfluid

Damit kann der Druckverlauf langs des Siederohres mittels

p(ll) = p(0) + Ap,(2l) + Apy(Zll) + Apg (5.25)

mit p(0) = 70 bar = 70 -10° Pa, berechnet werden. Das Ergebnis mit den einzelnen
Druckanteilen ist im Bild 13 dargestelit.

Wie aus Bild 13 ersichtlich, ist die Druckabsenkung léngs des Siederchres hinsichtlich
der Stoffwerte so gering, daB eine 2. Naherung fur dieses Rechenverfahren nicht
notwendig ist.

Weiter erwies sich, daB der Hauptanteil der Druckminderung durch den Reibungs-
druckverlust verursacht wird.

Diese Ergebnisse wurden in der Abt. FWSS mit dem Programm ATHLET Gberprift. Es
zeigten sich sehr gute Ubereinstimmungen far Ap, und Ap, . Beztiglich Apg betrugen
die Abweichungen etwa 25%, was im Hinblick auf die relativ groRe Streuung der
Ergebnisse der bekannten Reibungsdruckverlustmodelle nicht viel ist. Die berech-
neten Phasenanteile bzw. -geschwindigkeiten waren aber wieder vergleichbar.
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6. Pendelschwingungen in Zweiphasenstrémungen

Im Rahmen von [5] wurde ein 2D-Schwingungsmodell (ummanteltes kreiszylindrisches
Pendel) theoretisch und experimentell untersucht, wobei im Ringspalt zwischen
Pendel und Mantelrohr Wasser bei Umgebungsbedingungen stromte. Zielstellung war
unter diesen Bedingungen die Ermittiung der Pendeleigenfrequenz und der Dampfung
in Abh&ngigkeit vom Strémungsdurchsatz eines Einphasenfluids.

Der beschriebene 2D-Lésungsweg erlaubte aber leider prinzipiell nicht die Bertck-
sichtigung beider nichtlinearer Terme in der Impulsgleichung (2.23), sondern nur die
von ¢ (p ¢;). Das ist dann ohne Belang, wenn die Massenstromdichte pc; im Ringspalt
konstant ist. Das trifft aber hier nicht zu, denn durch die Pendelbewegungen treten
orts- und zeitabhangige Stromungsgeschwindigkeits- bzw. Massenstromschwan-
kungen auf. Das Glied ¢(pc;),; fungiert daher als Quellterm.

Aus diesen Grinden soll im folgenden eine Gegenuberstellung von einem 1D-
Schwingungsmodell, fir das eine volistandige analytische Lésung des Problems unter
Bertcksichtigung der ortsabhangigen mittleren Dichte und Geschwindigkeit des
Zweiphasenfluids mdglich ist, mit dem 2D-Modell, fur das im Ringspalt ein Zwei-
phasengemisch konstanter Zusammensetzung strémt, erfoigen.

In beiden Féllen werden die Pendelfrequenzen und Dampfungen in Abhangigkeit vom
Stromungsdurchsatz berechnet, miteinander verglichen und Schiu3folgerungen
hinsichtlich des Einflusses der Vernachlassigung des o.g. Quellgliedes in (2.23)
gezogen. Bild 14 zeigt das Pendelmodell in den 2 Versionen als 1D- und 2D-Variante.
Die technischen Daten sind so weit wie méglich gleich und entsprechen der 2D-
Anordnung. Die Durchstrémung erfolgt von E (Eintritt) nach A (Austritt) mit Wasser,
dem langs des Pendels z.B. kontinuierlich Luft zugesetzt wird.

Beim 1D-Modell liegen zwei unabhéngige ebene Spalten vor, die nur Gber den Ein-
und den Austrittsbereich miteinander verbunden sind.

Dazu sind folgende Daten gegeben:

Pendellénge I =0,3915m
Pendelbreite b b =2Ri=0,1m
bzw.-durchmesser

Pendelmasse m =8,65kg
Massentragheits- © =0,4447 kgm?
moment des Pedels

Schwerpunktsabstand L =0,1945m
mittlere Spaltweite s =3,1mm

Dichte des Wassers pe = 1000 kg/m>
Dichte der Luft pe = 1,2 kg/m®
Zahigkeit des Wassers ne =1,0-10° kg/ms
Zahigkeit der Luft Ne = 1,872 - 10° kg/ms

Die Federkonstante C" in Nm bleibt zunachst offen. Sie wird erst bei der Diskussion
der Ergebnisse berlicksichtigt.
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6.1 1D-Schwingungsmodell mit ebenen Spalten fiir Zweiphasenstromungen
mit ortsabhangiger Fluiddichte und -geschwindigkeit

Zur Aufstellung der Kontinuitatsgleichung wird von Bild 15 ausgegangen. Dazu wird
stillschweigend vorausgesetzt, daR fur das Zweiphasengemisch die Mittelwerte
p und u aus (5.4) und (5.5) hier auch ohne Uberstreichen (p und u) gelten.
p und u bzw. v sind dagegen hier “echte” zeitliche bzw. értliche Mittelwerte, z.B.
innerhalb des Kontrollvolumens im Bild 15.

Damit wird fur den Fall sehr kleiner Pendelausschldge y<< 1, fur die s(l) = s(0) = s
angenommen werden kann, die Massenstrombilanz fur das Kontrollvolumen im Spalt
von z, bis z:

My, + vp (z-2)b = M(z,t) . ' 6.1

v ist in (6.1) die mittlere Pendelgeschwindigkeit im Kontrollbereich

V= (zp + 2)W (6.2)

2

und p die mittlere Zweiphasen-Gemischdichte im Kontrolivolumen.

Z, bedeutet den Abstand vom Fluideintritt, bei dem die Fluidgeschwindigkeit u, bei
stationdren Strémungsverhaltnissen konst., d.h. von_Geschwindigkeitsfluktuationen
unbeeinfluBt ist. Dasselbe gilt sinngemaR auch fur M, . Bei einer Verdrangung des
Fluids durch die Pendelbewegung ist also z, der Abstand vom Eintritt, von wo aus sich
die Fluktuationen stromauf- und abwérts ausbreiten.

Die Ermittlung von z, erfolgt im allgemeinen durch eine Kraftebilanz, fur die generell
die Impulsgleichung benétigt wird. Kontinuitdts- und Impulsgleichung sind also
miteinander verbunden.

Far (6.1) kann auch geschrieben werden

UyPySb + vp(z-2z)b = u(z,t)p(z)sb

und daraus

u(z,b) = y, (z- z) . (6.3)

P 7 B
p(z) s p(2)

For p(z) (das ist die mittlere Gemischdichte) wird zur Vereinfachung im Hinblick auf
die folgende Beispielrechnung der Ansatz
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p(2) = pg(1 —K—f) (6.4)

benutzt. Durch eine entsprechende Verteilung der zugefilhrten Luft lieBe sich (6.4)
auch realisieren.

Damit wird p fur das Kontrollvolumen

~ 1
=[P+ p(2)]
und mit (6.4) auch
Zy
P = Pe(1- T) . (6.5)
somit
i _;.pE[Z——il((z-rzo)] . (6.6)

Die Massenerhaltung erfordert mit u ¢ als mittiere konstante Eintrittsgeschwindigkeit

UgPegS= UpPoS

und daraus mit (6.5)

u, = Ye
1o 2 6.7)
/
Damit wird (6.3)
- 0.+ ¥ 21Ky s
u(z,t) " {UE o (z zo)[1 2’(2 zo)]} ©3)

/

als Kontinuitétsgleichung.
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In (6.8) bedeuten der 1. Term UEI( 1-Kz/l) die hinsichtlich der Zeit konstante mittlere
Geschwindigkeit des Gemischs in Abhangigkeit von z und der 2. Term die zuge-
hérigen Geschwindigkeitsfluktuationen, die fir z = z, = 0 sind.

Die Bestimmung von z, erfordert bezlglich des instationaren Gliedes (Index i) in
(2.24):

1
-plo = [(ou),dz =0 . (6.9)
0

Daraus folgt mit (6.4) und (6.8)

!
. f(Zz‘ZOZ:' ) [1 -_2/_<i(z + zoi)}dz =0 . (6.10)
0

(6.10) liefert fur K = 0 (Einphasenstréomung)
1
zy = — = 0,57735/ 6.11
o /3 (6.11)

und z.B. fur K = 0,5 (Zweiphasenstromung, bei der die mittlere Dichte vom Ein- zum
Austritt um 50% abnimmt):

z = 05523/ . (6.12)

Hinsichtlich des nichtlinearen Gliedes in (2.24) wird zur Bestimmung von z,,

1
Plo = [ (pu?), 0z =0, (6.13)
0

bzw. mit (6.4) und (6.8) nach der Linearisierung (Vernachlassigung des quadratischen
Gliedes mit {?)

i (22-28) {1 —g (z +Zo,,)l

[

0 1-KZ
/

dz=0 . (6.14)

Fur K= 0 erhéalt man z,, = z,; nach (6.11) und fur K = 0,5 wird

z,, = 06024/ . (6.15)
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Zy fUr das Reibungsglied folgt aus (4.12)
- M@)o 1 p(z) uz 2 (6.16)

wobei wieder -pg !f) aus den Schwankungsanteilen Null sein muf.

Das ftihrt schlieBlich nach der Linearisierung zu

)
Nz) 24K (. -
{1——-;2 (z,2 ZOR)[‘I 5 (z ZOR)]dZ 0 . 6.17)
/

Fur K = 0 ist A = konst. und man erhalt damit far z,z = z; = 0,57735 | entsprechend
(6.11). Damit kénnen die Druckwirkungen als Momente auf das Pendel berechnet
werden, wobei im vorliegenden Beispiel K = 0,5 gewahlt wurde.

Weiter ergibt sich fur das instationare Glied in (2.24) mit (6.4) und (6.8)

—lE 22-22 |1 - Kizez
P, = > @ (22-23) [1 2,(2 zo,)] (6.18)

und wegen den sich addierenden Druckwirkungen auf den beiden Pendelseiten, d.h.
Ap; = 2p;,

Ap; = pE 7 f (z2-z3) [1 """(Z+204)] dz . (6.19)

Damit folgt schlieBlich als Pendelmoment mit der Pendelbreite b
1

M, =b f zAp; dz (6.20)
s [3z2 13z>  1%z2 15z, s
Miszqu P2 KfZ%, "4 T P 621
10 6 21l 6 8 10 12

Die Rechnung liefert folgende Ergebnisse fir die oben gegebenen Daten und

a) K = 0,5 mit z; = 0,55231 = 0,2162 m nach (6.12):
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M, = ©., = 9,22 [Nm] (6.22)

b) K = 0 mit z; = 0,57735| = 0,2260 m nach (6.11) und fur p(z) = p=1000 kg/m® =
konst.:

M, = O = 13,24 [Nm] (6.23)

c) wie b), aber fur die Gber die Pendellédnge | gemittelte Dichte p(z) = p =750
kg/m® = konst.:

M'3 = eF3 ¢ =99¢ [Nm] . (6.24)

[

Die Koeffizienten in (6.22) bis (6.24) sind, man vergleiche dazu auch [5], die durch das
Fluid verursachten zusétzlichen Massentragheitsmomente O.

Fur das nichtlineare Glied in (2.24) IaRt sich analog ableiten:

—pn,z = (puz),z ' (625)

daraus Ap, = 2(pu?)|,

und mit (6.4) und (6.8) nach entsprechender Linearisierung

Pele

202-2) 115 (szo)]  2(22-2)[1 -5; (2+20,)
21p, - 222 2 i 2/

(6.26)

1-K 1_K:'»l:_

schlieRlich
1
M, =bfzAp,dz . (6.27)
0

Die Rechnung liefert flr die bekannten Daten mit K = 0,5 und z,, = 0,6024| = 0,2358m
nach (6.15)

M, = 451u 4§ [Nm] . (6.28)

Der Faktor 451u. von {§ in (6.28) ist prinzipiell mit der Dampfung d, der
reibungsfreien Strémung in kgm%/s entsprechend [5] identisch - nur daB hier auch
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noch das Quellglied berlicksichtigt wurde.
Nach (2.23) im Vergleich mit (2.24) a8t sich (6.25) in den Queliterm

“Pogz =U(PU), (6.29)

und in den “konventionellen * Term

—pnk'z = u,Z (pu) (630)

aufteilen
Die analoge Rechnung fur K = 0,5 ergibt
M,, = dog W = 193U, (6.31)

bzw.
M, = dy, W =258 u. § (6.32)

n

und es ist dy = dg, + dg.

Entprechend dieser Vorgehensweise wurden auch d, bzw. d,, und dg, fiir K= 0 und
zwei Varianten fir konstante Fluiddichte langs des Pendels berechnet, einmal fur a)
P = Pe = P = 1000 kg/m® (Einphasenfluid) und fir b) p = p = 750 kg/m°.

Die Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen; fur Fall a, dy = 2 dgq = 2 dg =
379 ug und far den Fall b, dy, = 2 dg, = 2 dg, = 284 v, jeweils in kgm?/s.

Die Druckverteilung aus dem Reibungsglied (4.12) fihrt mit (5.4) und (6.8) zu

P, = M2) guz . (6.33)

1
dn
Mit den gegebenen Daten und K = 0,5 erhalt man fur u. = 0,4 m/s mit Hilfe der

Abschéatzung im 3. Abschnitt naherungsweise fur den Schiupf

2
S=1- 0,34(% + 0,16[§) , (6.34)

so daR sich auf der Grundlage von (2.2) bis (2.9) schlieBlich die folgenden
Verteilungen nach Tab. 3 ergeben:
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4 S € 10%x p(z/1) u(z/y Az/)

! [kag/m’] [m/s]

0 1 0 0 1000 0,4 0,0582
0,2 0,938 0,1 1,25 900 0,444 0,0552
0,4 0,890 0,2 2,67 800 0,5 0,0519
0,6 0,854 0,3 4,39 700 0,571 0,0483
0,8 0,830 0,4 6,64 600 0,600 0,0444

1 0,82 0,5 9,83 500 0,8 0,0402

Tab. 3 Parameter der Wasser-Luft-Zweiphasenstromung im 1D-Pendelmodell

wobei A = A (/1) mit Hilfe von (4.13) berechnet wurde. Dazu folgte Az = A(D) = 0,0582
nach [5] aus
0,325

M= —com (6.35)

speziell far den vorliegenden Spait im turbulenten Strémungsbereich.

Die Abhangigkeit A(z/l) 1aBt sich durch

’ 2
){%) ~ 0,0582 - 0,01413% -39-1073 (%) (6.36)

annahern.

Hier ist noch zu bemerken, da® bei der Anwendung von (4.4) C = 10 benutzt wurde,
da im vorliegenden Fall zwar die Flussigkeit turbulent, aber die Luft laminar stréomt.

Damit folgt aus (6.33), (6.4) und (6.8) nach der Linearisierung

_ 1 o) l—j . 2 K
Pr = M2) o= —F— {U‘; + = (2?20 [1 ~-27(Z‘ZDR)]} ' (637)

S 201 —K-‘;:)

wobei sich z,; aus (6.17) ergibt.
Man erhalt mit (6.36) und fur K= 0,5
Zg = 0,57551 = 0,2253 m .

SchilieBlich folgt aus (6.37)

33



K
(z22-25) [1 - 5; @+ Zog)]

Pe Ug

I
DApr = ——— ¥ [ NM2) dz (6.38)
2s? { (A - K%)
und
!
Mg, = bszpR dz , (6.39)
o
Mpy =911 Uz @ . (6.40)

1t

(6.40) laBt sich wieder als Mg,
Dampfung schreiben.

dg,*@ mit dg als die durch Reibung verursachte

Far
dry =911 U, (6.41)

folgt auch unter Einbeziehung von A¢ nach (6.35)

0,4)%% -
dgy = 91,1 (_—] ug (6.42)
Ug

womit die Veranderung des Reibungsbeiwertes bei variablen ug im turbulenten
Stromungsbereich naherungsweise berticksichtigt wird.

Es bleibt noch die Ermittlung von M. fir K=0beip = p; = 1000 kg/m*und p=p =
750 kg/m?, jeweils konstant Gber der Pendellange |.

Hier vereinfacht sich (6.38) stark und aus (6.35) folgt A = A = 0,0582 bzw. A = X =
0,0502 fur diese beiden Falle.

Die Rechnung ergibt

2
. b — s Pz

und damit fir A = A¢
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MRZ = 12318'55 LiJ (644)

sowie fur A = A
Mgs = 80,1 ug U . (6.45)

Daraus folgt in Analogie zu (6.42)

0,4)%% -
dRz = 123,8 (—:——] Ug (6.46)
Ug
und
0,533) %% -
drs = 80,1 ( = ] Ug - (6.47)
Ug

In (6.47) wurde berticksichtigt, daR dort wegen p = p auch UE = 0,633m/s>0,4m/s
bei gleichem Massendurchsatz vorliegt.

Die Schwingungsgleichung fir die Anordnung nach Bild 14 lautet in Anlehnung an [5]

(©+8)) § + (g, + do * dp) ¥ +(m*gl, +C Yy =0 (6.48)

mit der dimensionslosen Gesamtdampfung

dog *+ o + g
D = . (6.49)
2{(@+@F) (m*gl, + C*)
und der Eigenfrequenz das Pendels
Ff= L mgls + C° 1-D2 . (6.50)
2n 0+0,

Fur den hier behandelten 1.Fall mit K = 0,5 sind neben den bekannten Daten zu Bild
14 noch gegeben: O, = 9,22 kg/im?, d,, = 193 v, und d,, = 258 ugnach (6.31) und
(6.32), dg, nach (6.42) und wegen der mittleren Dichte p = 750kg/m*® gegeniber den
Ergebnissen in [5] das um den Auftrieb im Zweiphasengemisch verminderte
Pendelgewicht m*g = 62,1N.

Damit erhalt man fur C* = 0 (keine Feder am Pendelende) aus {6.49) mit © = 0,4447
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kg/m? und I, = 0,1945 m bei UE = 0,4mls D = 10. Diese hohe Dampfung laflt keine
Schwingungen zu, so daB diese prinzipiell nur mit einer starken Feder moglich sind.

Wahit man C* = 2 - 10* Nm, so liegen die Dampfungen im Bereich 0,1 < D < 0,4,wie
sie auch in [5] vorlagen, aber daflr bei héheren Frequenzen um 7 Hz, gegentber =
1Hz nach [5].

Im Bild 17 sind die dimensionslosen Dampfungen D in Abhangigkeit von der Fluid-
Eintrittsgeschwindigkeit uE mit und ohne Quellterm dargestelit.

Der aligemeine Fall p = p(z) entsprechend Tab. 3 wird mit den Ergebnissen flr p = pg
= 1000 kg/m?® = konst. und p = p = 750 kg/m® = konst. langs des Pendels verglichen.

Die groften Dampfungen liegen jeweils vor, wenn die realen Zweiphasen-
Gemischverteilungen in der Rechnung bericksichtigt werden. Dazu betragen die
Abweichungen zwischen “mit” und “ohne” Quellterm im Mittel etwa 56%.

Noch beachtenswert ist, dal} die Rechnung mit der mittleren konstanten Gemisch-
dichte die kleinsten Dampfungen liefert.

Hinsichtlich der Eigenfrequenzen des Pendels (Bild 16) ist die Vernachlassigung des
Queliterms nicht schwerwiegend und die Unterschiede der Ergebnisse zwischen p =
p(z) und p = p = konst. sind nicht gravierend. Wie noch gezeigt wird, resultiert das
aus der starken Abhangigkeit zwischen ©; und p..

6.2. 2D-Schwingungsmodell mit Ringspalt fiir Zweiphasenstromungen mit
konstanter mittlerer Fluiddichte und -geschwindigkeit

Trotz eingehender Untersuchungen und Recherchen erscheint eine Modifikation des
2D-Schwingungsmodells nach [5] auf Zweiphasenstréomungen z.Zt. nur méglich, wenn
die (Einphasen-) Fluiddichte p durch die konstante, Gber die Pendelldnge gemittelte
Gemischdichte p und die (Einphasen-) Fluidgeschwindigkeit u, durch die konstante
gemittelte Geschwindigkeit v des Gemisches ersetzt werden.

Voraussetzung ist also, daR} diese beiden Parameter wie bei der Einphasenstrémung
nicht ortsabhangig, sondern konstant sind.

Dann kénnen prinzipiell alle Beziehungen aus [5] tbernommen werden, wobei nur die
Bestimmung von A aufgrund der besonderen Widerstandsgesetze fur Zweiphasen-
stromungen etwas aufwendiger ist.

Im folgenden werden 2 Félle untersucht:
a) Der Ringspalt des Pendels entsprechend [5] wird von einem Wasser-Luft-
Gemisch durchstrémt, wobei die Ergebnisse in Abhéangigkeit von x dargestelit

werden.
Ausgangspunkt ist die Einphasenstrémung mit u; = 0,4 m/s. Durch Zumischen
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von Luft wird bei praktisch konstantem Massendurchsatz das Schwingungs-
verhalten des Pendels bis x = 1-1073 betrachtet.

b) Das gleiche Modell wird mit einem Wasser-Dampf-Gemisch durchstrémt, wobei
die Ausgangsparameter des Fluids denen des Beispiels im Abschnitt 5.2.1

entsprechen. FUr X = O betragt aber wieder u, = 0,4 m/s. Der Massenstrom soll
ebenfalls fur alle untersuchten Varianten konstant sein.

Dazu sind noch folgende Pendeldaten gegeben, die Gber die Angaben im Abschnitt
6.1 hinausgehen:

mittlerer Ringspaltradius R =0,5155m,
Pendelfederkonstante C*=94 Nm .,

Man vergleiche dazu auch Bild 14.

Die Parameter fur den Fall a) sind in der Tabelle 4 aufgelistet

104 % S € P u A
[kg/m?] [m/s]
0 1 0 1000 0,4 0,0582
2 0,895 0,157 848 0,472 0,0535
4 0,853 0,282 721 0,555 0,0491
6 0,833 0,375 625 0,640 0,0454
8 0,822 0,448 5565 0,721 0,0425
10 0,818 0,505 523 0,808 0,0400

Tab. 4 Parameter der Wasser-Luft-Zweiphasenstrémung im 1D-Pendelmodell

Entsprechend den obigen Feststellungen folgen aus [5] das durch das Zweiphasen-
fluid verursachte virtuelle Massentragheitsmoment ©  , die Dampfung d, (auch bei
reibungsfreier Strémung), die durch die Fluidreibung verursachte Dampfung d z und
die dimensionslose Gesamtdampfung nach (6.49), mit d, + dg anstelle d,, + d + dp,
sowie die Eigenfrequenz des Pendels nach (6.50).

Im Bild 18 sind ©, und P ~©, in Abhangigkeit von X dargestellt.

Die Abhangigkeiten D und f von x zeigt Bild 19. Der relativ geringe Anstieg von D mit X
resultiert aus der Widerstandsbeziehung. Wie aus Tab. 4 ersichtlich, falit A mit X ab,
da die Luft im Gemisch laminar, die Flissigkeit aber schon turbulent stromt. Infolge-
dessen wurde in (4.4) C = 10 gewahit.

Fuar den Fall b) gelten die Parameter nach Tab. 5
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X S € p u A
[kg/m?] [mi/s]
0 1 0 740,2 0,4 0,0266
0,02 0,938 0,306 525 0,564 0,0606
0,04 0,890 0,487 397 0,745 0,0725
0,06 0,854 0,603 316 0,937 0,0770
0,08 0,830 0,680 262 1,13 0,0789
0,1 0,820 0,733 224 1,32 0,0800
Tab. 5 Parameter der Wasser-Wasserdampf-Zweiphasenstréomung im 2D-Pendel-

modell

Die wichtigsten Ergebnisse sind im Bild 20 dargestellt. Es ist ein starker Anstieg der
dimensionslosen Dampfung D mit x festzustellen. Ursache ist die Zunahme von
A mit X, da hier auch der Dampfanteil im Gemisch - zumindest fir die etwas gréReren
X- Werte - turbulent strémt. Der Anstieg der Eigenfrequenz f ist wieder durch den zum
Bild 18 analogen Abfall von ©; mit p bzw. X zu erklaren.

7. Zusammenfassung und Ausblick

Ausgangspunkt dieser Studie sind die Grundgleichungen einer Zweiphasenstrémung
fur Kontinuitat, Impuls und Energie, die Berechnung des Reibungsdruckabfalls und
Beziehungen fir ein Ersatzfluid des Gas-Flissigkeits-Gemisches mit orts- und
zeitabhangiger Dichte und Geschwindigkeit.

Anhand des Modells eines Siedekanals werden die Brauchbarkeitsgrenzen des
Ersatzfluids im Vergleich mit exakien Lésungen untersucht.

Ein 1D-Schwingungsmodell (Pendel im Zweiphasenstrom) erlaubt bei der Bestimmung
der Eigenfrequenzen und Dampfungen unter Einbeziehung der Fluid-Struktur-
Wechselwirkung die Bertcksichtigung aller Terme der Impulsgleichung, so auch eines
bisher vernachléssigten Quellgliedes, das die berechneten Dampfungen beeinfluf3t.

Mit Einschrankungen ist auch die Anwendung auf das vorhandene theoretisches 2D-
Schwingungsmodell moglich, wobei aber hier Modifikationen hinsichtlich des Quell-
terms grundsétzlich nicht méglich sind.

Neben diesen Arbeiten soliten experimentelle Untersuchungen zur Prifung der
vorliegenden theoretischen Ergebnisse durchgefihrt werden.
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Bild 8
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Bild 10 Siederohr
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Bild 16 Eigenfrequenzen f in Abhangigkeit von u ¢ fur das 1D-Pendelmodell in Wasser-Luft-
Zweiphasensirdomung bei konstantem Massendurchsatz
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