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1 Einleitung 

Die Qua~itencliromodynamik (QCD) rnit den Quarlis lind Gliiorien als den elementaren 
Freiheitsgraden hat sich gegenwärtig als die Theorie der starken Wechselwirkung erwie- 
sen. Diese Tlieorie besitzt die folgenden fundamentalen Eigenschaften. Bei hohen Energien 
verhält sie sich wie eine schwach wechselwirkende Theorie (as~mptotzsche Freiheit) und 
ist aus diesem Grunde störungstheoretisch zugänglich. Bei niederen Energien sind die 
Quarks und Gluonen dagegen in Hadronen (Pionen, Nukleonen, Velitormesonen U. a.) 
gebunden. Dies ist die hadronische Phase, und man spricht vorn sogenannten Confine- 
ment, was bislang keinesfalls theoretisch vollständig verstanden ist. Dieses nicht-störimgs- 
theoretische Problem führt zu Schwierigkeiten, die einer direkten Anwendung der QCD 
auf die Beschreibung stark wechselwirkender Materie bei mittleren und niedrigen Ener- 
gien entgegenstehen. Aus diesem Grunde benutzt man in diesem Energiebereich effektive 
Feldtheorien, die zwar nicht direkt aus der vollen &CD abgeleitet werden können, die 
aber wesentliche Eigenschaften dieser Theorie reflektieren. Als Konstruktionsprinzipien 
dienen dabei vor allem Symmetriebetrachtungen und die Dimensionsanalyse. Daneben 
gibt es Versuche, die Eigenschaften der Hadronen basierend auf der fundamentalen Theo- 
rie mittels Gittereichrechnungen zu bestimmen. Zum Verständnis der Resultate dieser 
"Computerexperimente" bleibt die Entwicklung von effektiven Modellen, die diese Daten 
reproduzieren, eine weiterhin sinnvolle Aufgabe, 

Neben der lokalen SU(N,)-Symmetrie der QCD aufgrund der Konstruktion als Eich- 
feldtheorie, besitzt die Lagrange-Dichte der starken Wechselwirkung noch eine andere 
wichtige Symmetrie. Vernachlässigt man die Quarkstrommassen, so ist die Lagrange- 
Dichte der QCD symmetrisch unter der globalen chiralen Gruppe SUV(Nf) X SUA(Nf) X 

Uv(l) xUA(l). Da die Quarkstrommassen der U- und d-Quarks sehr klein sind (cz 10 MeV) 
ist dies eine besonders gute Näherung für diese leichtesten Quarksorten. Die Uv(l)- 
Symmetrie ist mit der Erhaltung der Baryonenzahl verknüpft und die SUV(Nf)-Symmetrie 
sorgt für die Anordnung der Hadronen in Flavsur-Multipletts. Die anderen Symmetrien 
haben keine solche Entsprechungen in der Natur. während die UA(l)-Symmetrie durch 
Quanteneffekte gebrochen wird (chirale Anomalie), nimmt man an, daß der Grundzu- 
stand der Theorie die SUA(N~)-Symmetrie spontan bricht, da keine chiralen Partner zu 
den bekannten Hadronen beobachtet worden sind. Diese spontane Symmetriebxechung 
ist verknüpft mit dem Auftreten masseloser Goldstone-Bosonen - den Pionen, Kaonen 
und T-Mesonen, die die Freiheitsgrade der unbeobachteten chlralen Partner besetzen. Da 
die Quarkstrommassen nicht exakt verschwinden und darnit die chirale Symmetrie expli- 
zit gebrochen ist, besitzen diese Goldstone-Bosonen in der Natur ebenfalls eine endliclie 
Masse. 

Erhöht man die Energiedichte der hadronischen Phase, wie dies z. B. in relativistische11 
Schwerionenstößen mit Energien der kollidierenden Kerne von einigen GeV pro Nukleon 
realisiert wird, dann erwartet man Modifikationen in den Teilchexir;igenscJ:~aften 
Zerfallsbreiten, Kopplungskonstanten), die zu experirnmteJl b ~ o b c x t b a r  Ph5nomenen 
führen können. Beispielsweise sollten die Änderungen der Massen im Medium, der an der 
Reaktion beteiligten Teilchen, zu Modifikationen der gemessenen Teilcllenspekiren führen- 



2 1 Einlci tung 

Bei hinreichend hohen Energiedichten erwartet rnan zwei riiögliche Phaseriiibergänge: ein 
Deconfinement der Quarks und Gluonen sowie die Vyiederherstellung der chiralcn Sym- 
metrie. Beim ~econfinement-Übergang geht die hadronische Phasc in ein Quark-Gluonen- 
Plasma über. Das umgekehrte Szenario, die Bildung von Mesonen und Baryonen aus den 
Quarks, sollte nach der Urknall-Hypothese auch in der Eritwicklung des I~osmos stattge- 
funden Iiaben, als dessen Temperatur auf ca, 200 bfeV fiel. Das Studium der Eigenschaften 
von Hadrorien bei endlicher Tcrnperatur und Teilchenclichte kann zum Verständnis dieser 
Vorgange beitragen. 

Die Massen als wesentliche Eigenschaften von Hadronen im Medium tvurden durch 
Gittereichrechnungeri, QCD-Summenregeln, mit Hilfe effektiver Lagrange-Dichten und 
durch phänomenologische Bag-Modelle bestimmt. Allerdings liefern diese unterschied- 
lichen Techniken zum Teil widersprüchliche Ergebnisse. So kommt man Z .  B. mit Hilfe 
der chiralen Störungstheorie zu der Aussage, daß sich die Masse der Nukleonen bei hohen 
Temperaturen ebenfalls mit T erhöht [I]. Auf der Basis einer effektiven Niederenergie- 
Lagrange-Dichte wurde das Brown-Rho-Skalierungsverhalten abgeleitet [2], bei dem die 
Nukleonen-Masse wie die Pion-Zerfallskonstante skaliert und bei Erhöhung der Tempe- 
ratur abfällt. QCD-Summenregeln sagen ebenfalls ein Abnehmen der Nukleonen-Masse 
mit zunehmender Temperatur voraus [3]. In [4] wird mit Hilfe von Strom-Algebra und 
der Hypothese der partiellen Erhaltung des axialen Stromes (PCAC) argumentiert, daß 
Hadronen-Massen bis zur Ordnung T"emperaturunabhängig sind. Auf der Grundla- 
ge eines Quark-Meson-Kopplung-Modells wurde die Dichteabhängigkeit der Nukleonen- 
Masse in einem Bag-Modell studiert [5].  Eine zunehmende Dichte hatte eine Abnahme 
der Nukleonen-Masse zur Folge. Man kommt zu dem Schluß, daß gegenwärtig noch keine 
einheitliche Beschreibung hadronischer Materie existiert. 

Eine weitere Schwierigkeit besteht in der Definition der Masse bei endlichen Tempe- 
raturen [6], Unterschiedliche Definitionen beschreiben im allgemeinen verschiedene phy- 
sikalische Erscheinungen. Dies ist zum Teil auch bei den oben angegebenen Arbeiten zu 
berücksichtigen. So muß man z. B. zwischen der Polmasse, gegeben durch die Polstelle 
des Propagators, und der Screening-Masse, gegeben durch das Verhalten der hadronischen 
Kctrrelationsfunktionen bei großen raumlichen Abständen, unterscheiden. Die Pole des 
vollen Propagators kann man als elementare Anregungen im Medium verstehen, wohin- 
gegen die Screening-Masse Abschirmeffekte der Felder aufgrund der Umgruppierung der 
Teilchen im Medium bei Anwesenheit eines äußeren Feldes beschreibt (ähnlich dem Debye- 
Screening im elektromagnetischen Plasma). Vor kurzem wurden Gittereichrechnungen (bei 

Teilchendichte) zur Screening-Masse des Xukleons kurz vor dem Decon- 
finernent durchgeführt [7,8]. Es gibt Hinweise auf eine Erhöhung der Screening-Masse bei 
Erhöhung der Temperatur. 

In dieser Arbeit beschreiben wir Eigenschaften des Nukleons basierend auf einem 
&irden Soliton-Modell. Ausgangspunkt ist dabei die (bis auf Quarkstrommassen) chi- 
ral invariante Nambu & Jona-Lasinio (NJL)-Lagrange-Dichte [9-111 mit einer 4-Quark- 
PunfrtT.vechsel~viLkaing. Nach Anwendung der Näherung des zeitunabhängigen mittleren 
Fe ld~s  (hfFA), eines bestimmten Regularisierungsschemas sowie bei Beschränkung der 
rnittjeren Felder auf Hedgehog-Struktur, gelangt man zu stabilen räumlich begrenzten 



Feldkonfigurationen. Diese selbstkonsistent bestimmten Objekte mit einer räumlichen 
Ausdehnung von ungefähr 1 fm zahlen zu den nicht-topologischcn Solitonen, die das homo- 
gene System als Randbedingung für große Abstände vorn Ursprung des Solitons enthalten. 
Die Übersichtsartikel in 112,131 beschreiben dieses Soliton eingebettet im nicht-störungs- 
theoretischen &CD-Vakuum. Die spontane chirale Syrnmetriebrechung manifestiert sich in 
einem nichtverschwindenden Vakuum-Quarkkondensat, (0  ] $j I O ) ,  was die Ursache fiir eine 
Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse der leichten Quarks von ungefahr 400 MeV ist. Die- 
se nicht-störungstheoretische Konstituenten-Quarltmasse der Ordnung AQcD ermöglicht 
dann den Aufbau des Nukleons, mit einer Masse von etwa 1 GcV, als gebundenen Zu- 
stand von Konstituentenquarks. Dieses Soliton-Modell erwies sich als sehr erfolgreich bei 
der Berechnung von baryonischen Observablen in1 Vakuum. 

Auf der anderen Seite beschreibt das NJL-Modell auch die chirale Symmetrierestaura- 
tion in heißer und dichter Kernmaterie, modelliert durch ein Gas von Konstituentenquarlis 
(2. B. [14]), dessen effektive Masse durch den thermischen Erwartungswert des chiralen 
Quarkkondensates bestimmt ist. Die Annahme ist dabei, daß die chirale Symmetriebre- 
chung und nicht das Confinement die grundlegenden Eigenschaften der leichten Hadronen, 
insbesondere der Nukleonen, bestimmt. 

Es ist eine attraktive Idee, beide Aspekte der NJL-Lagrange-Dichte zu vereinen und 
die Eigenschaften eines Solitons zu studieren, das in einem heißen Gas von Konstituen- 
tenquarks, mit einer dynamisch erzeugten effektiven Masse, eingebettet ist. Dieses Mo- 
dell kann dann sowohl die Wiederherstellung der chiralen Symmetrie und die damit ver- 
bundene Reduktion der Konstituenten-Quarkmasse, als auch die mögliche Auflösung des 
Solitons, was den ~econfinement-Übergang von hadronischer Materie simulieren soll, be- 
schreiben. Im Gegensatz zu vielen anderen Modellen wird hier explizit die innere Struktur 
von Baryonen berücksichtigt, die durch das umgebende Medium verändert werden kann. 
In dem verwendeten Modell werden sowohl die Vakuum- als auch die Mediumpoltzrisa- 
tion der Quarks aufgrund der ortsabhängigen solitonischen Felder in MFA vollständig 
berücksichtigt. 

Dieser näherungsweise Zugang, in dem das Medium durch ein Quark-Gas modelliert; 
wird, ist nicht ganz unproblematisch. Wenn das Soliton unterhalb einer kritischen San- 
peratur stabil ist, sollte auch das umgebende Medium selber aus Solitonen bestehen. 
Dies geht über die MFA-Niiherung hinaus, in der man nur die dusch die Reduktion der 
Konstituenten-Quarkmasse hervorgerufene Skalenändermig und deren Auswirkungen auf 
die selbstkonsistenten mittleren Felder studiert. Die freie Betvegung der Quarks in dem 
umgebenden Medium führt 'rvalirscheinlich zu einer Wbersch%tzung des Einflusses der GIB- 
gebung. Es wurden Versuche ii~iternommen, die Qtiark-Freifieitsgr;it.de des Medi1~111s d u r ~ h  
nukleonische zu ersetzen 515,161, ohne weitere neue Parameter eiuzufiihsen. Hier ko~rin~i; 
es allerdings schon bei der Dichte normaler Kernmateric zur chisslen Symmrstserestsura- 
tion [15,17]. 

Das in dieser Arbeit verwendete Soliton ist i ~ i  den meisten ,"ispekten rna11r;rzu ideal- 
tisch zum Soliton der Arbeiten [12, f G ,  181. 'Ll;ntcrschiliede ergeben sich aus des spe~ielleai 
Behandlung der Wcnzquarks (Abschnitt 4.4) und der Verttttlndzing von c~~lePnlrs$:I~e~p h t e ~ ~ -  
tialen zur Justierung der Baryonenzahl des Li~olitons (,%bscli~~ikt 33)' Zid dieser Arbeit ist 



das Studium von thermodynaniischen Eigenschaften dcs Solitons und die Diskussion der 
sich dabei ergebenden Konsequenzen. Es geht um die Beantwortung der Frage, inwieweit 
das Soliton-Modell geeignet ist, baryonische Eigenschaften im Medium zu beschreiben. 
Desweiteren werden Energiekorrekturen berechnet, die ihre Ursache in den im Modell 
verwendeten Approximationen haben. 

Aufgrund der Näherung des ortsabhängigen mittleren Feldes und des Hedgehog-An- 
satzes werden die Translations- und (Iso-)Rotationsinvarianz verletzt. Als Folge davon 
enthält die solitonische Lösung eine Scllwerpunlttsbewegung und representiert eine Mi- 
schung aus Nukleon und &Isobar, was einen direkten Vergleich mit den Massen dieser 
physikalischen Teilchen nicht zuläßt. Um die Energie der Selitverpunktsbewegung zu elemi- 
niereri und eine Feldkonfiguration mit definierten Spin und Isospin zu erhalten, verweriden 
wir die Pushinp und Cranking-Näherungen [19], dic schon beim Soliton im Vakuum zur 
Anwendung kamen [20,21]. Die Grölje der entsprechenden Energieltorreltturen wird durch 
Trägheitsmomente des Solitons bestimmt. Diese müssen im Medium neu berechnet wer- 
den, was in dieser -Arbeit getan wird. Die träge Masse des Solitons wird sieh als identisch 
mit der inneren Energie des Solitons erweisen, was eine nichttrivialc Verallgemeinerung 
der entsprechenden Beziehung für das Soliton im Vakuum [20] darstellt. Diesen Zusam- 
menhang kann man analytisch mit Hilfe von Operatorrelationen und unter Ausnutzung 
der Feldgleichungen herstellen. Das Trägheitsmoment für die Rotation Iäßt sich auf keine 
bekannte Größe des Solitons zurückführen und muß separat numerisch bestimmt wer- 
den [22]. 

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 werden Eigenschaften der NJL- 
Lagrange-Dichte und ihre Motivation aus der QCD behandelt. Die grundlegenden Formeln 
für die Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen (Thermodynamik von Quanten- 
feldern) sowie die Näherung des mittleren Feldes werden in Abschnitt 3 erklärt. Kapitel 
4 gibt die Beziehungen für thermische Erwartungswerte des Solitons an. Die verwendeten 
Parameter sind in Abschnitt 5 beschrieben und Abschnitt 6 enthält die Betrachtung des 
homogenen Mediums von Konstituentenquarks. Die numerischen Ergebnisse für die soli- 
tonischen Feldkonfigurationen und die quasi-klassischen Energiekorrekturen sind in den 
Kapiteln 7 und 8 aufgeführt. Die Arbeit endet mit einer Zusammenfassung der Resul- 
tate und der möglichen Erweiterungen in Abschnitt 9. Im Anhang sind die verwendeten 
Konventionen, die benutzte Basis fiir die numerischen Rechnungen sowie speziell längere 
Rechnungen zur Bestimmung der Trägheitsmomente angegeben. 
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2 Eigenschaften der Nambu & Jona-Lasinio - 
Lagrange-Dichte und ihre Motivation aus der 
Quantenchromodynamik 

Wegen der großen Schwierigkeiten, die einer direkten Anwendung der QCD auf die Be- 
schreibung stark wechselwirkender Materie bei mittleren und niedrigen Energien entgegen- 
stehen, unternimmt man den aussichtsreichen Versuch, effektive Xiederenergietheorien der 
QCD zu konstruieren. Die Lagrange-Dichte der QCD ist sltaleninvariant - vernachlässigt 
man die Quarlistrommassen so gibt es keinen Parameter (die Kopplungskonstante ist 
dimensionslos), der eine Energieskala auszeichnet. Was bedeutet dann eigentlich Nieder- 
energietheorie'? Auf dem Niveau der Quantenfeldtheorie (QFT) wird durch das Renor- 
mierungsprogramm eine Skala AgcD e 200 MeV in die Theorie projiziert (dimensionale 
Transmutation [23]). Diese neue Skala bestimmt dann den Bereich, bei dem die Wech- 
selwirkung stark wird (störungstheoretische Methoden versagen), sowie die Massen der 
Nukleonen. 

Im folgenden werden einige grundlegende Ideen der Konstruktion einer effektiven Feld- 
theorie in ,4nlehnung an 124,251 gegeben. Dazu betrachten wir eine Quantenfeldtheorie in 
4 Raum-Zeit-Dimensionen mit einer charakteristischen Energieskala Eo, wobei wir an der 
Physik auf der niederen Energieskala E «Eo interessiert sind. Um eine Niederenergie- 
theorie zu konstruieren, wählen wir einen Abschneideparameter 11 in der Größenordnung 
E. und unterteilen die Feldfreiheitsgrade $ in einen Hoch- und Niederfrequenzanteil 

4 = $H + $L mit $H : W > 11 und $L : W < R . (2.1) 

Bei der Quantisierung im Pfadintegral-Formalismus ist die Valiuum Vakuum-Über- 
gangsamplitude gegeben durch das Integral über alle m0gliclien Feldkonfiguratisnm 

mit 
&SA(@L) = J e i S ( h Q ~ )  (2.3) 

ist dabei die effektive Niederenergie-Wirkung (Wilson-Wirb , die Bereits eine 
Ausintegration der hochfrequenten Freiheitsgrade enthält. Jm allgemeinen ist diese Aus- 
integration nicht exakt möglich, falls es sich nicht um Gauß-Intcgraie handelt. Man kann 
aber die effektive Wirkung Sn in Mne Reihe von bkalen Operatoren 0; entwickeln 
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Anhang -4), so daß die Wirkung dimensionslos ist. Der Operator Oi habe die Dimension 
ESi, dann muß die Kopplungskonstante gi die Dimension E"'. haben. Definiert man sich 
nun dimensionslose I<opplungen Xi = Abi-4.qi die von dcr Größenordnung 1 sind, dann ist 
der i-te Term in G1. (2.4) von der Ordnung 

wobei E die Energie ist, bei der die Niederenergietheorie angewendet werden soll. Für 
6i > 4 wird der EinfluB dieser Terme für die Xiederenergietheorie mit wachsendem di 
immer geringer - man spricht von irrelevanten Termen. Bei 6; < 4 werden diese Terme 
wesentlich (relevant). Operatoren mit 6,- = 4 sind auf allen Skalen wichtig und werden 
marginal genannt. Die Idee ist nun, daß die Kiederenergiephysik hauptsächlich durch 
die relevanten, marginalen und führenden irrelevanten Kopplungen bestimmt wird. Diese 
Ideen werden im folgenden zur Konstruktion einer effektiven Lagrange-Dichte aus der 
QCD benutzt. 

Die QCD als Eichfeldtheorie mit der SU(Nc)-Eichgruppe ist gegeben durch die folgende 
Lagrange-Dichte [26] 

wobei wir im letzten Ausdruck alle auftretenden Indizes explizit aufgeführt haben, was 
im folgenden nicht mehr getan wird. 'CFber doppelt auftretende Indizes ist dann künftig, 
wenn nichts anderes vereinbart wird, immer zu summieren. Der letzte Term in GI. (2.6) 
beschreibt die reine gluonische Theorie, wobei der gluonische Feldstärketensor F„,, gege- 
ben ist durch 

Fpu,a(A) = 8pAm - &Apa - gCabcApbAvc I (2.7) 

mit den gluonischen Vektarfeldern A„ mit Nz -1 Komponenten. Die eichkovariante Ab- 
leitung DpIG(A) enthalt die Gluonfelder und bestimmt somit die Quark-Gluon-Wechsel- 
wirkung 

(A) = apdij + igApa(Ta)ij . (2 -8) 

Die Koetfflzientcn Gabc sind die Sfruliturkonstanten gegeben durdi [Ta, Tb] = iCabcTc. Die 
Matrizen T, haben die Dimension 1% X 1% und sind die Erzeuger der SU(Nc)-Gruppe. g ist 
die Kopp1ungsfesrrstant.e der &CD und mf sind die Quarltstrommassen der verschiedenen 

uark-Ffavour deren Gesamtzahl $If beträgt. Ausgangspunkt fiir die quantisierte Theorie 
ist das erzeugende Funktisnd, tvas im Pfadit~tegral-Formrtfismus ohne Ankopplung äußerer 
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Quellen gegeben ist durch 

Das obige Pfadintegral ist in mehrfacher Hinsicht nicht gut defi~iiert. Die lokale Eichinva- 
rianz von .CQcD erfordert die Einführung von eichfixierenden Termen und Faddeev-Popov- 
Geistern [26]. Auch danach enthält das dann erweiterte Pfdintegral noch Divergenzen, 
was eine Regularisierung notwendig macht. Die im folgenden durchgeführte Argumenta- 
tion ist deshalb heuristisch zu verstehen. 

Aus der Hochenergietheorie G1. (2.9) ist nun eine effektive Niederenergietheorie zur 
Beschreibung von Baryonen, speziell der Nukleonen, zu konstruieren. Auf dem Niveau der 
Baryonen sind keine gluonischen Freiheitsgrade aber ein bestimmter Quark-Flavour-Inhalt 
(z. B. Proton ~ u u d )  ZU erkennen. Irn Sinne der am Anfang dargestellten Konstruktions- 
prinzipien für eine Niederenergietheorie bilden die gluonischen Felder die hochfrequenten 
Freiheitsgrade. In einem ersten Schritt könnte man versuchen, diese gluonischen Felder 
auszuintegrieren, um aus der QCD eine effektive Quark-Flavour-Dynamik (QFD) der star- 
ken Wechselwirkung zu erhalten. Da dies nicht direkt möglich ist, suchen wir nach lokalen 
Quark-Feldoperatoren im Sinne von G1. (2.4). Oi bestehe aus a Quarkfeldern q und b 
Ableitungen nach X. Da die Dimension der Quarkfelder [q] = E ~ / ~  und die Dimension der 
Ableitungen [E] = E beträgt, ergibt sich für die Dimension 6, von 0, 

Die Massenterme in einer Quarktheorie sind -qmq also a = 2, b = 0, was auf 6,: = 3 < 4 
führt. Sie sind somit relevante Terme. Kinetische Terme ijpq fuhren mit a = 2, b = 9 
auf Si = 4 und sind damit marginal, d. h. wichtig auf allen Skaleri. Verzichtet man auf 
weitere Ableitungen der Quarkfelder und beachtet, dai3 aufgrund der Lorentz-Invarianz 
nur Bilinearkombinationen der Quarkfelder in Frage kommen (dso a: gerade), so erhzlt 
man für den niedrigsten irrelevanten Term mit a =4 die Form (qSq)" wobei S vorerst noch 
eine Kombination aus Dirac-, Flavour- und Farb-Matrizen sein kann. Beschriinkt man sich 
auf Farb-Singulett-Wechselrvirkungen, enthält I? die Einheitsmatsix im Farb-Raum. ZUS 
weiteren Spezifizierung der Wechselwirkungsterme, die vier Quarkfelder enthalten, rnuG 
man weitere Symmetrien zu Rate ziehen. 

Die Lagrange-Dichte der &CD (Gl. (2.6)) besitzt, bis auf die Terme mit den Quark- 
strommassen, die globale chirale UV(Nf) X Udk(Nf) Symmetrie, Fordert rnan diese % Y X ~ -  
metrie nun für die \V'echseltvirkungsterme der NiederenergietTie~rie~ so wgre insgesanhT; 
folgende effektive Lagrange-Dichte bis zur Dimension 6=6 moglich /2i", 381 

in der beide Summe11 un-rtbltiirigig voneinander chiral invariant bei den Transfort~~~tionen 
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mit den Transformationsparametern ai, ßi, sind. Die Summation über den Index i in 
den G1n. (2.11) und (2.12) erstreckt sich von i = 0 bis .i = 1v - 1. Die T,f sind dabei die 
Erzeugenden der Flavour-Gruppe, worauf das hochgestellte "f' hinweisen soll. Es gilt T,f = 

If mit der Einheitsmatrix Ir irn Flwour-Raum. Die Quarkstrommnssen-Matrix m 
ist diagonal im Flavour-Raum m = diag{m,, m d ,  ...). Die crste Summe in GI. (2.11) enthdt 
die Quadrate von ~ l i~~l~r t re~ i  und pseudoskalaren Bilinearksrnbinationen der Quarkfelder 
und die zweite Summe enthält die vektoriellen und axialvektoriellen Terme. 

Zu den Wechselwirkungstermen in GI. (2.11) gelangt man auch, wenn von einer Farb- 
strom-Farbstrom-Wechselwirkung proportional zu j;j' ausgegangen wird [29]. Dabei ist 
ja ein Farb-Oktett-Flavour-Singulett Strom gegeben durch 

mit den Tu als Erzeuger der SU(N,)-Farb-Gruppe. Man muß dazu eine Fierz-Transforma- 
tion im Dirac-, Flavour- und Farb-Raum durchführen und sich dann auf die Farb-Singulett 
Terme beschränken [30]. 

Eine weitere Motivation für die obige effektive Lagrange-Dichte kommt von den In- 
stanton-Modellen der QCD [31-331. Instantonen sind räumlich und zeitlich lokalisierte 
Lösungen der "klassischen" nichtabelschen Yang-Mills-Theorie ohne Quarks in der eukli- 
dischen Raum-Zeit, die einem lokalen Minimum der euklidischen Wirkung entsprechen. 
Diese nicht-störungstheoretischen Konfigurationen beschreiben Tunnelprozesse. Anstatt 
der Quark-Gluon-Wechselwirkung kann man dann Quarks betrachten, die sich in einem 
Hintergrund von Instanton-Antiinstantonen bewegen. Eine sehr anschauliche Beschrei- 
bung dieser Prozesse findet man in [34]. h'iittelt man über das Instanton-Antiinstanton- 
Ensemble, so bleibt eine effektive Quarktheorie mit einer 4-Fermion-Wechselwirkung übrig. 

Von t'Hooft [35,36] ist gezeigt worden, daß die Instantoneffekte die U.4(l)-Symmetrie 
brechen. Dies ist ein Beispiel für eine Symmetriebrechung durch Quanteneffekte, welche 
als Anomalie bezeichnet wird. Will man diese Symmetriebrechung schon auf dem Niveau 
der Lagrange-Dichte realisieren, so schafft man dies mit einem Zusatzterm [35,36] 

wobei die Determinante bezüglich der Flavourindizes i, j der Quarkfelder zu nehmen ist. 
Beschränkt man sich auf nur zwei Quarli-Flavour, so kann man GI. (2.14) mit Hilfe der 
Isospin-Matrizen schreiben als [37] 

Dieser Term wird bei der Konstruktion der NJL-Lagrange-Dichte berücksichtigt. Die Chi- 
r d e  Anomalie hängt auch mit dcr Nichtinvarianz des Funktionalintegralmaßes zusam- 
men [38]. Grundlegende Größe in einer quantisierten Feldtheorie ist das erzeugende Funk- 
tional. Benutzen wir zur Quantisierung der Feldtheorie den Pfadintegralformalismus, so 
ergibt sicb das erzeugende Funktional durch die Abintegration über die Felder und de- 
ren kanoriischen Feldimpulse. Als Symmetrieforderung muß man nun die Invarianz des 
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erzeugenden Firnktionals betrachten und nicht die Invarianz dcr Wirkung wie im klas- 
sischen Fall. Dabei entsteht bei der Transformation des Funktionalmaßes eine Jacobi- 
Determinante (Vqt Vq -+ D ~ "  Vq' = dDqt Dq). Ist nun J # 1 so spricht rnari von einer 
Anomalie, und bei der Berechnung der Divergenz von Strönien können zusätzliche Terme 
auftreten, die klassisch nicht vorhanden sind, da in der klassischen Feldtheorie ja nicht 
über alle möglichen Feldkorifigurationen integriert wird, sondern nur die Felder betrachtet 
werden, die den Euler-Lagrange-Gleichungen genügen. 

Beschriinkt man sich auf die U- und d-Quarks und verzichtet auf die vektoriellen J?Tech- 
selwirliungsterme der effektiven Lagrange-Dichte in GI. (2.11), d.h. in einer entspreclien- 
den mesonischen Theorie (siehe auch Kapitel 3.1) vernachlässigt man Vektor- und Asial- 
vektormesonen, so ergibt sich nach Addition des UA(l )  brechenden Terms (GI. (2.15)) 
und der Annahrne GI = GA 

Das ist die im folgenden benutzte NJL-Lagrange-Dichte [9,10] mit einer chiral invarian- 
ten 4-Quark-PunktwechseIwirkung. Die Quarkfelder q(s) = (3) sind zweikomponentige 
Spinoren im Flavour-Raum und U, d sind jeweils vierliomponentige Dirac-Spinoren mit 
Arc = 3 Farb-Freiheitsgraden. Weiterhin machen wir keinen Unterschied zwischen den (im 
Vergleich zur Nukleonen-Masse 1 GeV ohnehin kleinen) Quarkstrommassen der u- und 
d-Quarks m, = m d  =m. Die 4-Fermion-I<opplungskonstante G wird im von uns betracli- 
teten Niederenergiebereich als impulsunabhängig angenommen und wird später über den 
Pionzerfall empirisch bestimmt, da sie aufgrund der starken Kopplung nicht direkt aus der 
QCD abgeleitet werden kann. Sie hat die Dimension EW2 und liegt, nach den Ausführun- 
gen über effektive Niederenergietheorien, in der Größenordnung Ag&. 

Neben der Lorentz-Invarianz der Lagrange-Dichte (Gl. (2.16)) bleibt diese auch iiiva- 
riant bei einer globalen Phasentransformation Uv(l) und einer globalen cliiralen Symme- 
trietransformation im Flavour-Raum SUV(2) X SWA(2) 

mit beliebigen Transformationsparametern 4,  a, ß und den Pauli-Matrizen T als Erzeuger 
der SU(2)-Flavour-Gruppe, welche die Isospin-Gruppe ist. Der Term mit der aus U- und 
d-Quark gemittelten Quarkstro~nmusse rn in der Lagrange-Dichtc (GI, (2.16)) bricht die 
SU2t(2)-Sym~netrie explizit, so daß diese Symmetrie esakt nur irn Fall rn = 0 gegeben 
ist. Da der Quarkstrommassen-Term im Vergleich zur Ti.Vcc~lseltvirlcu~igser~ergie aber kleiii 
ist, ist diese Symmetrie nur wenig gestört. Das Nwther-Theorem Ehrt auf klassischeni 
Niveau zu folgenden erhaltenen Strömen 
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mit dem isoskalaren Baryon-Strom B, (bis auf einen Faktor l/-Wc), dem Isovektor-Strom 
V, und dem Isovektor-Axialstrom A, 

Nach dem Noether-Theorem ist das Volumenintegral über die nullte Komponente der 
Ströme eine Erhaltungsgröße, was letztendlich die Erhaltung der Baryonenzahl, des Iso- 
spins und die (partielle) Erhaltung der Isospin-Axialladung zum Ausdruck bringt. 

3 Quantenfeldtheorie bei endlicher Temperatur 
und Dichte 

Ausgangsgröße für die Behandlung von thermodynamischen Eigenschaften von Quan- 
tenfeldern ist die thermodynamische Zustandsfunktion. Dies ist die analoge Größe zur 
Vakuum -+ ~akuum-Übergangsamplitude in der üblichen Quantenfeldtheorie. In Kapitel 
3.1 vverden die Schritte angegeben, wie man aus der Lagrange-Dichte die Zustandsfunk- 
tion berechnet, Dabei wird die Pfadintegral-Formulierung benutzt. Die Idee der effektiven 
Wirkung wird in Abschnitt 3.2 vermittelt. In Kapitel 3.3 wird die von uns später genutzte 
Näherung des mittleren Feldes behandelt, und in Kapitel 3.4 wird in diesem Zusammen- 
hang die thermische Green-Funktion für Quarks im klassischen äußeren Feld angegeben. 

3.1 Zust andsfunktion, Großkanonisches Potential 

Um thermodynamische Eigenschaften von Quantenfeldern zu beschreiben, nutzen wir den 
Formalismus imaginarer Zeiten, auch Matsubara-Formalis~nus genannt [39-411. Er beruht 
auf einer formalen Analogie zwischen der Quantenfeldtheorie im Euklidischen Raum und 
der Quantenstatistik. Physikalisch sind das unterschiedliche Situationen, die sich aber 
durch den Funktionalintegralzugang rein technisch sehr ähnlich beschreiben lassen. 

?Vir betrachten ein großkanonisches Ensemble von U- und &Quarks mit dem che- 
mischen Potential ~6~ = p~ = p (isospin-symmetrische Quarkmaterie) bei der Temperatur 
T. Grundlegeade Gröi3e zur Berechnung von thermodynamischen Eigenschaften ist die 
großkanonische Zustaridsfunktio~i 



1 3.1 Zustandsfunktion, Groflkanonisches Potential 1 1 

antip. 0 V 

n n 
mit den formalen Differentialen Dg = lim n n dq(r, T ~ )  und D n  = lim n n V, 

"-)" i=l T i=l T 

-TI = 1/T. In der ersten Zeile der obigen Gleichung sind H(%, 6) und f i (2 ,  Q) die 
feldquantisierten (zweitquantisierten) Hamilton- bxw. Teilchenzahl-Operatoren. 4, 2 sind 
dabei die Feld- bzw. kanonischen Feldirnpulsoperatorcn. Den Operator e-(H-pfi)I~ kann 
man als 'LZeitentwicklungsoperator" in Analogie zu e-i"(tl-tO) der iiblichen QFT mit den 
imaginiiren "Zeiten" to = 0, tl = -i/T auffassen. In der zweiten Zeile von G1. (3.1) ist 
die Zustandsfunktion durch ein Pfadintegral ausgedrückt. In diesem Formalismus sind die 
Quarkfelder antivertauschende komplexe Grassmann-Variablen und genügen der antipe- 
riodischen Randbedingung zu den reellen euklidischen Zeiten (T = it) T = 0 und T = l/T: 
q (r, T = 1/T) = -q (r  , r = 0). Thermodynamik von Quantenfeldern beinhaltet sowohl die 
Quantisierung der klassischen Feldtheorie als auch die Quantenstatistik mit dieser dann 
quantisierten Feldtheorie. Diese zwei Aspekte sind kompakt in dem Phasenraumintegral 
(Gl. (3.1)) enthalten. Es ermöglicht die Beschreibung von Quantenfluktuationen, die auch 
bei verschwindender Temperatur vorhanden sind (übliche QFT), als auch thermischer 
Fluktuationen. 

Für unsere Lagrange-Dichte (GI. (2.16)) gilt T i  = iqf und wir erhdten für die Zustands- 
funktion (Gl. (3.1)) 

Z(T, P,  V )  = 1 Dqt z ) ~  e - 4 ~ t B ( T ~ . V )  (3.2) 

mit 

(3.3) 
wobei p= f & ist. Da das Integrationsvolumen V in unserer Betrachtung stets das gleiche 
sein soll, unterdrücken wir in den folgenden Gleichungen die Abhängigkeit von V. 

Das großkanonische Potentid ist definiert als 

und die mittlere Teilchenzahl N und Entropie S sind gegeben durch 

Die freie Energie F erhält Inan aus dem großkansnischcn Potential dimh eine Legendse- 
Transformation, bei der das chemische Potential durch dic Tcilci~enznhl ttusgedruckt wird 
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Die mittlere innere Energie E erhält man durch eine weitere Legendre-Transformation, 
bei der die Temperatur durch die Entropie ersetzt wird 

Der Wechselwirkungsterm der Wirkung (Gl. (3.3)) enthiilt Terme, die eine Abinte- 
gration über die Quarltfelder und dercn kanonischen Fcldimpiilse in geschlossener Form 
unmöglich machen (kein "Gauß-Integral" fiir die Grassrriann-Variablen q, q t ) .  Um diese 
Terme zu eleminieren, was uns dann die Ausintegration der Quarkfelder erlaubt, multipli- 
zieren wir 2 mit einer Konstanten, die wir als Gauß-Integral über bosonische Hilfsfelder, 
die keine kinetischen Tenne enthalten, einführen 

Dies ist die Pfadintegralversion einer Hubbard-Stratonovich-Transformation [42-461 bei 
Verwendung von Feldoperatoren. Aufgrund der Integrationsgrenze 1/T bei der Integra- 
tion über die euklidische Zeit T ist K temperaturabhängig, was später nach geeigneter 
Normierung keine Rolle spielen wird. Die Zustandsfunktion ist nun gegeben durch 

mit dem rein mesonischen Anteil an der Wirkung 

h ist der Hamifton-Operator in erster Quantisierung, der nun die Hilfsfelder enthält 

Die Selbstwechsel.ivirkung der Quarks ist durch eine Wechselwirkung der Quarks mit den 
Hilfsfeldern ersetzt. Durch diesen Trick kann man nun in GI. (3.9) die Quarkfelder ausin- 
tegrieren %und erhält 

2Fiir k ~ m p l e ~ e  antivertmscheride V'iablen q, q' mit q  = (Q +- iQ)[& und V* = (ti - i ~ ~ ) / &  mit 
reeihvertigen anti\~ertaiiscIxer1den Variablen EI, & und den definierten Integralen 1 dq q = J &* q* = 1 
sowie Hq = J&+ = 1 itw* = ,f dz fq  = 0 gilt ,f Dri*Dq exp (- J &C dy q" x)dx, v ) q ( ~ ) )  = det g mit 
'Dzi*~q-rX~~v'(a) I t l l b ~ ' t > .  

% 
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Um die Quarkfelder herausintegrieren zu können, hat Inan neue Freiheitsgrade, ein iso- 
skalares-skalares (C) und isovektorielle-pseudoskalare (T) Felder, eingeführt. Aufgrund 
der zuvor genannten Gründe werden wir die feldunahhängige Konstante K irn folgen- 
den weglassen. Gleichung (3.12) definiert uns eine effektive ~nesonische Theorie mit der 
Zustandsfunktion 

Z(T, p) = 1 DO DT e-b~u$zl (3.13) 

und der mesonischen Wirkung 

I A'[G, = - 111 det [& +- h(a, T) - ,U] + P[o T ]  . (3.14) 

Sie besteht aus der sogenannten Quark-Determinante, die funktional von den mesonischen 
Feldern abhängt, und aus der klassischen Wirkung (GI, (3.10)) der rnesonischen Felder. 

I 3.2 Konzept der effektiven Wirkung 

Die Idee der effektiven Wirkung [47,48] besteht darin, aus der Quantentheorie, wie sie 
z. B. durch GI. (3.13) gegeben ist, eine effektive klassische Theorie für die Erwartungstver- 
te der Quantenfelder 6 ,  .7r zu machen. Zur Abkürzung wählen wir ab jetzt die kompakte 
Schreibweise = (G, T) mit a = 0,1,2,3, r = ( T ,  T) und J d42. = JOIT d~ J d3r. Die ther- 
mischen Erwartungswerte seien dann 4, = ( ~ , 7 i ) .  Sie sind im Pfadintegral-Formalismus 
gegeben durch 

d a  (X) (I, (X)) = 2-' 1 ~ 8 a  8 a  (X) e~ (-A1[4b]) (9.15) 

~ bzw. bei Ankopplung äußerer klassischer Quellen ja($)  für die einzelnen Felder $ j a ( - )  

Ein Vergleich mit GI. (3.4) zeigt, daß TV[jb] bis auf den Faktor 1 fT die Bdle des grofk-  
nonischen Potentials bei ,knxvcsenheit von äußeren Quellen spielt. AIS den letzten beiden 
Beziehungen ist ersichtlich, daf3 sich der Erw;uctungs.svert der Felcler bei An\vesenl~eit v ~ r i  
äußeren Quellen auch schreiben W3t d s  

Die Envartungs~verte in GI. (3.15) ergpbeu. sici'~ aus der c3blgea Beziehung iia& ~ ~ ' ~ ~ s c h l i e  
fllendrm Nulisetzexl der Quellen, Diese Estvart;ur~gs~verte des Qrnai~teafefder genEgi9,n einer 
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Euler-Lagrange-Feldgleichung, die aus der Extrcmalisicriing der sogenannten efleektiven 
Wirkung I'[&] folgt, die ein Funktional der Erwartiingswerte der Felder ist. Das heißt 

nr [&I - 
- -$&C) . 

66: (X) 

Die gesuchte effektive IVirkung ist gegeben durch eine funktionale Lcgcndre-Transforma- 
t i m  

Bildet man die funktionale Ableitung von der so definierten effektiven Wirkung nach &, 
so kann man sich davon überzeugen, daß GI. (3.20) erfüllt wird. Dabei muß man beachten, 
da8 die Quellen j b  wegen GI. (3.19) nun selber von den & abhängen. 

Die so definierte Wirkung enthält die volle Information des quantenmechanischen Sy- 
stems, da W in G1. (3.18) die komplette Ausintegratiori über die Felder enthält. In dieser 
Allgemeinheit ist I? nicht berechenbar, und man mnuß Xäherungen durchführen. 

3.3 Die Näherung des mittleren Feldes 

Die Näherung des mittleren Feldes erhält man durch eine Sattelpunktsnäherung (semi- 
klassische Näherung) in GI. (3.18) bezüglich der 4, Felder, d. h. an Stelle der Abintegration 
über alle möglichen Felder nehmen wir nur den Integranden mit den e1 Feldern, die die 
Wirkung At minimieren. Bei verschwindenden Quellen ist dann die Zustandssumme in 
GI. (3.18) in dieser mittleren Feldnäherung (MF-4) gegeben durch ZMFA wexp (-A1[q5;]). 

und bei verschwindenden Quellen gilt At[$:] = T/VXfFA = und wegen GI. (3.4) sind 
die Feldgleichungen (GI. (3.20)) dann äquivalent zur Minimierung des großkanonischen 
Potentials 

~ M F A  = -T In ZMFA = TA' [$:I , (3.22) 

wobei die q5",'er Feldgleichung 

genügen, was mit Gln. (3.10) und (3.14) auf 

führt. Die Quarkdeterminaute in L?Mm enthält Divergenzen und die obigen Gleichungen, 
einachliefilich der Fefdgleichunge~i fiir die mittleren Felder $:(X), erhalten erst nach einer 
Regularisierung einen Sinn, 

%3 In det B = In d&(B + (1B) - 111 det. B und Formel (E.18) aus dem Anhang bis zur ersten Ordnung in 
SB führt- auf ii In det B = SpB-'GB. 
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Die Spur in GI. (3.24) enthält dabei nur clie Integration über die Qiiarkfelder und 
besteht aus einer funktionalen Spur (Raum-Zeit-Integration in Ortsdarstellung), sowie 
aus der Spur tr  über die Dirac-, Isospin- und Farb-Matrizen 

Da wir nur Farb-diagonale Operatoren betrachten, wird die Spur über den Farb-Freiheits- 
grad gleich als Faktor _r\i, herausgezogen. Die Spur über die Dirac-hlatrizen und über die 
Isospin-Matrizen berücksichtigt Teilchen, Antiteilchen und Spin-Freiheitsgrade der u- und 
d-Quarks. Der Einfachheit wegen verzichten wir im folgenden immer auf den Index "CI" 
und "hfFA" und vereinbaren, daß mit 4, nun immer die mittleren Felder aus GI. (3.24) 
gemeint sind. 

Da unser Formalismus das thermodynamische Gleichgewicht zur Voraussetzung hat, 
müßte eine mögliche Zeitabhängigkeit der 4, Felder langsam gegenüber derjenigen Zeit 
sein, die das System benötigt, um ins thermodynamische Gleichgewicht zu gelangen. Irn 
folgenden verzichten wir auf diese Möglichkeit und betrachten zeitunabhängige aber im all- 
gemeinen ortsabhängige 4, Felder und damit wegen G1. (3.11) auch einen zeitunabhängi- 
gen Quark-Hamilton-Operator. Das bedeutet, wir beschreiben ein zeittranslationsinva- 
riantes System und werden im folgenden mit den Energieeigenzuständen (-.werten) des 
Einteilchen-Quark-Hamilton-Operators h - günstig der Raum-Zeit-Symmetrie des Pro- 
blems angepaßt - arbeiten. Für die Spur eines Einteilchen-Operators o ist dann die f& 
gende Darstellung günstig 

mit 

Die zeitabhängigen Einteilchenzustiinde /an) sind dabei in Ortsdarstellung gegeben zu 
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und die Normierung in GI. (3.28) ist so gcwiihlt, daß gilt 
1/T 

(a, nl a', n? = / (171 BT (a, n1 T ,  T )  ( T ,  T I  at, n') = hai dnn, . (3.38) 
0 

Da die betrachteten Operatoren unabhängig vorn Farb-Freiheitsgrad sind, liefert die Sum- 
mation über alle Farben den Entarturigsfaktor 1% dcn wir explizit angeben. Eine Summe 
C, über alle Eigenzustände des Operators o schließt dann den Fubfreiheitsgrad nicht 
mehr ein. 

3.4 Thermische Green-Funktion für Quarks im klassischen 
äußeren Feld 

Das zeitunabhängige mittlere Feld kann man als ein statisches äußeres Feld auffassen in 
dem sich die Quarks bewegen. Es ist dann möglich die Green-Funktion durch die Ener- 
gieeigenwerte und Energieeigenfunktionen des Einteilchenproblems (Lösung der Dirrtc- 
Gleichung mit äußerem Feld &(r)) auszudrücken. Im folgenden geben wir die Berechnung 
der Green-Funktion im Operator-Formalismus an. 

Die Green-Funktion ist der thermische Erwartungswert des zeitgeordneten Produktes 
von Heisenberg-Feldoperatoren. Im imaginären Zeitformalismus benutzt man zweckmäßig 
die sogenannten Matsubara-Operatoren 139: 491 

mit dem zweitquantisierten Hamilton-Operator H = J d3r @ ( T )  h J(r) und dem Teilchen- 
zahloperator fi = J d3r it(r)P(r), deren Schrödinger- und Heisenberg-Darstellung iden- 
tisch sind. Gleichung (3.31) ist die analoge Beziehung zu den in der üblichen Quanten- 
feldtheorie benutzten Heisenberg-Feldoperatoren P(t, T )  = eiBt {(T) e-iRt 4.  Die Matsubara- 
Operatoren erfüllen bei gleichen Zeitargumenten dieselben Antivertauschungsrelationen 
wie die Schrödinger-Feldoperatoren Q(r) und $(r) 

{$ ( r ' ,~ )~a(r , r ) }=d(r ' - r )  { { ( r : r ) , ~ ( r , ~ ) } = { ~ ( r ' , ~ ) , ~ ( r , ~ ) } = O .  (3.32) 

Da r reell ist, gilt im allgemeinen ;(r, T )  # (@(T,  r ) ) t  - aus diesem Grunde die etwas un- 
gewöhnliche Bezeichnung. Die temperaturabhängige Green-Funktion ist in Analogie zur 
üblichen Green-Funktion definiert durch den thermischen Erwartungswert des zeitgeord- 
neten Produktes von Matsubara-Operatoren 

4Der Kamilton-Operatar .@ ist hier auf dem Meanfield-Niveau und entlrält nur die Wechsehirkung der 
Quarks mit d a  mesanisclie~~ Feldern und ist damit keinesfalls der volle Operator des Ausgangsproble~ns 
nrit der kom~izierten Quark-SeIb~t~e~I~sel~virkung Insofern handelt es sich in GI. (3.31) nicht um die 
6iigentlichen Hehenberg-FeIdoperat~reri- Die so definierten Operatoren beriichichtigen das auflere Feld in 
'cntrlIt;d?:" Ngl~erung, man spricht auch vorn Furry-Bild f50) 
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mit dem Zeitordnungsoperator T, für euklidische Zeiten, und i, k sind Dirac- und Isospin- 
indizes. Der thermische Erwartungswert kann berechnet werden zu 

Gik(r1,r ' ;r ,r) = -enqlTsp [ ; T ~ ~ ~ ( T ~ , ~ ~ ) ~ ~ ( ~ , T ) ]  mit = e -(a-pk)/~ (3.34) 

Hier ist Rq der Anteil am großkanonischen Potential, der von der CJuark-Determinante 
stammt R" -T In det(8, i- h-P). Der rnesonische AntciI (GI. (3.10)) liefert selber kei- 
nen Beitrag zum Erwartungswert der Quurkfelder (siehe auch Kapitel 4.3). Setzt man 
nun GI. (3.31) in die obige Beziehung ein und nutzt die Invarianz der Spur gegenüber 
zyklischem Vertauschen, so kann man zeigen, da8 die Grecn-Funktion nur von der Zeit- 
differenz T'-r abhängt, die im folgenden mit 7 bezeichnet wird. Es ergibt sich ein Zu- 
sammenhang zwischen der Green-Funktion bei 7 < 0 und r] > 0 mit -1/T < q < 1/T 

wobei das Zeitargument der Green-Funktion auf der rechten Seite positiv ist. Da wir die 
Quarks in einem ortsabhängigen äuaeren Feld betrachten, hängt 4 von den Argumenten 
r' und r einzeln ab und nicht nur von der Differenz r'- r. 4 kann in eine Fourier-Reihe 
entwickelt werden 

-!-00 
-iwnq 

Gik(r];r t1r)=T >: Gik(wn;r1,r)e j (3.36) 

und Gik(w,; T', T) ist nun durch die Lösungen des Einteilchenproblems darstellbar. Dazu 
bemerken wir, dai3 aus G1. (3.31), für nicht von T abhängige Operatoren und fi, die zu 
den sonst üblichen Heisenberg-Bewegungsgleichungen analogen Gleichungen 

folgen. Mit Hilfe der Kommutatorideatitat 

der Zuordnung A = $(T', T), B = (h„ - P)@(#, T) und C = @(T, T )  und den Antivertau- 
schungsrelationen für die Quark-Feldoperatorcn zu gleichen Zeiten (GI, (3.32)), ergibt sich 
aus der Beziehung (3.37) 

(& t h T  - ~ 1 ) 4 [ ~ > ~ )  , (3.39) 

d. 11. $(T, T) gehorcht auf Operatorniveau der Dirac-Gleichung mitcliemischen PoteriGictl. 
Bilden wir nun die Zeitablcitung des zeitgeordneten Produktes von Feldoper.iltore11~ SO 

ergibt sich 
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Feldoperators setzen wir nun Gleichung (3.39) ein, bringcn den Term auf die linke Seite 
und erhalten die Operatorgleichung 

Fiir T'# T verschwindet die r e c h  Seite und für T' +T können wir den Antikommutator 
zu gleichen Zeiten (Gl. (3.32)) cinsetzeri. Mit unserer Definition clcr Green-Funktion in 
G1. (3.33) ergibt sich nach R4ittelurig der letzten Gleichung 

Die &Funktionen auf der rechten Seite drücken wir nun mit Hilfe der Eigenfunktionen 
der Operatoren 8, und h, aus. Mit Hilfe von G1. (3.28) erhalten wir 

Setzen wir dies in die rechte Seite von G1. (3.42) ein und lassen den inversen Operator 
(& + h„ - von links auf die Gleichung wirken, dann ergibt sich mit G1. (3.27) 

Ein direkter Vergleich mit G1. (3.36) und q=rl-T liefert 

Aus der Green-Funktion kann man die Teilchendichte p(r) = T &(W,; r, T )  bzw. nach 
Volumenintegration die Teilchenzahl N berechnen. Die Teilchenzahl über p integriert lie- 
fert wegen GI. (3.5) dann das groBlcanonische Potential. Die bei dieser Integration entste- 
hende Integratisnskonstante, die nicht von pabhängt, muß dann noch bestimmt werden. 
Dabei muß man auch beachten, daß die rnesonischen Felder &(r)  über G1. (3.10) einen 
Beitrag zu den Energien liefern. 1% werden aber später bei der Berechnung der therrno- 
dynamischen Größen des Solitons direkt vom (regularisierten) großkanonischen Potential 
ausgehen. 
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4 Solit onische Feldkonfigurationen 

Im folgenden betrachten wir ortsabhängige Felder $,(r), dic einer Konfiguration mit end- 
licher Energie entsprechen und die sich nur in einem eridlichen Rmmgebiet von ihren 
konstanten asymptotischen TtTcrteri unterscheiden. Sie u~ercleri als solitonische Feldltonfi- 
gurationen bezeichnet. In Kapitel 4.1 wird ein spezieller Ansatz fiir die mesonischen Fel- 
der q5,(r) erläutert (Hcdgehog-Ansatz), für den solitonischc Lösungen gefunden wurden. 
Kapitel 4.2 enthält die Formeln zur Berechnung der grundlegenden tbermodyn~n~ischm 
Grö13en des Solitons. Hier werden das Problern der Regiilarisierung des großkanonischcn 
Potentials behandelt und die riichtlinearen Feldgleichungeri für die mesonischen Felder 
$,(r) abgeleitet. In Kapitel 4.3 werden Formeln zur Berechnung von Observablen des 
Solitons angegeben. 

4.1 Hedgehog-Felder 

Den ortsabhängigen mittleren Feldern werden im folgenden weitere einschränkende Bedin- 
gungen auferlegt. Durch "Hedgehog"-Ansatz, sphärische Symmetrie und chirden Zirkel 
sind die mittleren Felder durch eine einzige Funktion, die nur vom Abstand zum Ursprung 
abhängt, bestimmt. 

Der Hedgehog-Ansatz verknüpft die Richtung des isovektoriellen T-Feldes im Isospiri- 
Raum mit dem Ortsvektor auf folgende -4rt 

wobei P = 6 den Einheitsvektor im Ortsraum darstellt. Aufgrwid der (lokalen) Isomor- 
phie zwischen der SU(2)-Isospin-Gruppe und der SO(3)-Drehgruppe kann rnan das r-Feld 
als Vektor im dreidimensionalen Isospin-Raum auffassen. Der Ansatz (GI. (4.1)) bedeutet, 
daß der Isospin am Ort r stets in Richtung des Ortsvelctsrs r ausgerichtet ist. 

Zusätzlich fordern wir sphärische Symmetrie cicr mittleren Mesonenfeldtas 

mit r = Irl. Hedgehog-Ansatz und sphiirische Symmetrie der hlesanenfefder haben zur 
Folge, daß der Hamilton-Operator (GI. (3.11)) mit dem Superspin 

der die Summe aus Bahndrehimpuls 1, Spin s und Isospin t der Quarks ist, und mit dem 
relativistischen Parit$its-Operator 

n = '+V {"4$ 

vertauscht (siehe auch ,%nliang 6)  



Der nichtrelativistische Paritäts-Operator P ist definiert durch P$(?-) = $(-r). Es gibt 
damit Quark-Einteilchenzustände rnit definierter Energie, Superspin und Parität, und es 
liegt Entartung bezüglich der Projektion m= -9, -g + 1, .. . , g  - l , g  von g vor. 

Als letztes beschränken wir die Mesonenfelder auf den sogenannten chiralcn Zirkel 
(nichtlineares Modell) 

2 
C + r2 = konst. = OB . (4-6) 

Der chirale Zirkel wurde auch in einer Reihe von anderen Modellen (wie z. B. im chiralen 
Sigma-Modell von Gell-Mann lind Levy [51] als Minimum des Mexikanerhut-Potentials) 
verwendet. In 152,531 tvurdc gezeigt, ciaß ohne den chiralen Zirkel keine stabilen soli- 
tonischen Feldkonfigurütionen im Vakuum existieren, so daß diese Bedingung von uns 
übernommen wurde. 

Mit diesen Annahmen läßt sich der Einteilchen-Hamilton-Operator (GI. (3.11)) dar- 
stellen als 

h = a - p  + /3 ao [cos 0 ( ~ )  + iT-ry5 sin B(r)] (4.7) 
mit dem sogenannten chiralen Winkel (Profil) B(r), der nur vom Abstand zum Ursprung 
abhängt. Q bestimmt als Amplitude der Hedgehog-Felder die "Potentialtiefe" der mitt- 
leren Felder, in denen sich die Quarks bewegen. 

Jetzt müssen noch die Randbedingungen des chiralen Winkels festgelegt werden. Die 
Forderung nach Eindeutigkeit des T-Feldes am Ursprung führt auf die Bedingung ~ ( r  = 
0) = 0, was für den chiralen NTinkel 0(r = 0) = -nn bedeutet, wobei n eine ganze Zahl 
ist. Für groi3e Entfernungen vom Ursprung fordern wir ein homogenes paritätsinvarian- 
tes Medium, d. h. das isovektorielle-pseudoskalare T-Feld muß verschwinden. Für das 
isoskalare-skalare a-Feld lassen wir einen von Null verschiedenen asymptotischen Wert oo 
zu, der die spontane chirale Symmetriebrechung realisiert. Zu diesem Zweck setzen wir 

Die Differenz 
1 n/L=- [B(T + CO) - B(T = 0)] 
X (4.9) 

bezeichnet man als Windungszahl des Hedgehog-Feldes. Zur Beschreibung von Nukleonen 
verwenden wir n = 1, was zur Absenlung genau eines gebundenen Niveaus im Einteilchen- 
spektrum der Quarks führt [12,13]. Solitonen im Vakuum mit größerer t;lTindungszahl 
wurden in [54] untersucht. 

Neben einem ortsabh%ngi)ig.cn chirden Winkel betrachten wir den Quark-Hamilton- 
Operator für den homogenen Fall, den man mit 8 5 0  aus Gl. (4.7) erhält 

Dieser homogene Sus%and steht für eine effektiv freie Theorie von Quarks mit der Konsti- 
hen ten- Qgarkrnaase 00, die die elementaren Quarlrkanregungen im homogenen Medium 
beschreibt und zu einem Gap im Einteilchen-Energicspektrr~m der Quarks führt. Mehr 
$azu irn Kapitel 6. Die Randbcdingung, daß die messnische~i Felder asymptotisch gegen 
die Felder des hornageaen Mediums gehen, ist typisch für nicht-topologische solitonische 
I;%ildkonfipretionen, in die sich das hier behandelte Modell einordnet. 
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4.2 Thermodynamische Größen des Solitons 
I Das Soliton wird in unserem Modell als eine lokalisierte Abwcichiing von der homogenen 
I Feldkonfiguration des i'vfediums beschrieben, die von den im rriittleren Feld gebundenen 

Valenzquarks erzeugt wird. Die Valenzquarks führen zii einer Polarisation sowohl des Me- 
diums als auch des Dirac-Sees. Diese Polarisationseffekte werden in der Näherung des 
mittleren Feldes vollständig berücksichtigt, d. h. die Quark-Determinante wird exakt be- 
rcchnct. Bei der Berechnung von Erwartungswerten des Solitons hat man cinen eventuell 

a ieren. von Null verschiedenen Erwartungswert des homogenen Mediiims zu subtr h' 

4.2.1 Großkanonisches Potential 

Im folgenden geben wir die Ausdrücke für das großkanonische Potential, innere Energie, 
Entropie und Teilchenzahl für die solitonische Feldkonfiguration an. Dabei muß noch 

I eine spezielle Regularisierung angegeben werden. Desweiteren werden die Valenzquarks, 
die das niedrigste abgesenkte positive Energieniveau der Quarks besetzten und zu einem 
gebundenen Zustand dieser Valenzquarks im Medium führen, gesondert behandelt. 

I Um eine kompakte Schreibweise zu ermöglichen, definieren wir die folgenden Einteil- 

I chen-Operatoren 

Es erweist sich als zweckmäßig, positiv definite hermitesehe Operatoren einzuführen. Da 
die euklidische Zeit T reell ist, ergibt sich für den Operator der Zeitableitung der antiher- 
mitesche Charakter a: = -3, . Wegen der Hermitezität (ht = h) und Zeitunabhibgigkeit 
([h, &] = 0) der Quark-Hamilton-Operatoren gilt dann für die kermitesclltsn Operatoren 
41.1) und Ao(d 

Da wir im folgenden eine Zerlegung der Quark-Deterniinantt! in einen nicht expkzif, Von 
der Temperatur lind dem chemischen Potential abhängigen Anteil und einen explizit, T, 
P-abhängigen Anteil durchführen werden, benötigen wir die Spur eines Operatom irn 
Fa11 (P, T) -0, wobei die Summen über die diskreten Matsub;kra-Preque111ten durch eine 

-983 & Integration ersetzt werden (4, -+U, T Ciz-, -+J-a3 2z 1 
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a 
-Ia,w) = -iwIa,w) , 
37 

mit der Normierung 

Mit Hilfe der Beziehungen (3.26) und (4.15) und dem Anhang B sind die im folgenden 
berechneten Ausdrücke nachrechenbar. 

Wie im Kapitel 3.3 erläutert, ist das großkanonische Potential in MFA bezüglich der 
4, Felder gegeben durch die euklidische Wirkung in G1. (3.14) und die Beziehung (3.22). 
Der erste Term auf der rechten Seite in G1. (3.14) kommt von der Integration über die 
Quarkfelder. Der daraus resultierende Anteil am großkanonischen Potential wird im fol- 
genden mit fP bezeichnet. Nach Subtraktion des entsprechenden Anteils im Potential des 
homogenen Systems ist dieser Beitrag gegeben durch 

n4 = -T In det D ( ~ )  
det D0 (P) ' 

Da im Spektrum des Operators D(p) zu jedem Eigenwert auch sein komplex konjugierter 
gehört, gilt 

det D (p) = det D (,u) = Jd- = 4- (4.19) 

und damit 
1 det 

= --TSp [lnA(p) - lnAo(p)] , Qq = --T In 
2 detAo(p) 2 

mit den hermiteschen Operatoren aus G1. (4.13) und Gl. (4.14). Die Quark-Determinante 
ist somit reell und enthält keinen Imaginärteil. Der Ausdruck in GI. (4.20) enthält noch 
Divergenzen, die jetzt behandelt werden. 

Wir regularisieren nur den Anteil zum großkanonischen Potential (GI. (4.20)), der für 
Tz y -+ 6 (im expliziten Sinne) übrig bleibt und entkoppeln damit die Regularisierung von 
einer expliziten Abhängigkeit twn der Temperatur und dem chemischen Potential, was die 
Ausdrücke wesentlich vereinfacht. Diese resultierende Größe bezeichnen wir als Dime-See- 
Anteil PS"". Mit Hilfe der Beziehungen (4.15) und (4.16) ergibt sich der unregularisiertc 
divergente Ausdruck 



4.2 Thermodynamische Größe11 des Solitons 23 

der die Polarisation der virtuellen Quarks und Antiquarks aufgrund der ortsabhängigen 
Hedgehog-Felder beschreibt. E, und E: sind dabei die Eriergieeigenwerte des Quark- 
Harnilton-Operators h, der die ortsabhängigen Hedgehog-Felder enthält bzw. des Quark- 
Hamilton-Operators ho des homogenen Systems. Aufgrund der Temperaturabhängigkeit 
der Hedgehog-Felder (siehe Kapitel 4.2.2) sind die Energieeigen~vcrte ebenfalls tempera- 
turabhängig und C P e e  ist implizit von den thermodynamischen Parametern abhängig. 
Der obige Ausdruck beschreibt die Differenz der Nullpunktsenergien der Quarks mit dem 
für Fermionen typischen negativen Vorzeichen. Die Verschiebung der Nullpunktsenergien 
der Quarks durch den Einfliiß der ortsabhängigen Felder a und T ist mit einer Energie- 
differenz bezüglich des homogenen Mediums verbunden (Casiniir-Effekt). 

Die Aufspaltung der divergenten Größe (Gl. (4.20)) in einen divergenten (GI. (4.21)) 
und einen endlichen Anteil ist nicht eindeutig, so daß die von uns gewählte Regularisierung 
nicht zwingend ist. Mit der hier verwendeten Zerlegung der Quark-Determinante erhält 
man für den endlichen Anteil der reellen Quarks und Antiqucbrks formal die üblichen 
Formeln für ein Fermi-Gas (ohne Nullpunktsenergien). Zur Diskussion ob man diesen 
Mediumanteil auch regularisieren sollte, siehe Kapitel 6. 

Das Vorhandensein der ortsabhängigen Hedgehog-Felder führt im Mittel zu einer Ab- 
senkung des Betrages der Einteilchenenergieniveaus (I&,[) gegenüber dem homogenen 
Fall (/&:I), so da8 positiv ist. So eine grundlegende Eigenschaft sollte durch die 
Regularisierung nicht zerstört werden. Eine ausführliche Diskussion verschiedener Re- 
gularisierungsmethoden ist in [55] gegeben. Die Anwendung von verschiedenen Regu- 
larisierungsmethoden wird im allgemeinen zu unterscliiedlichen Aussagen des Modells 
führen. In den Arbeiten [56,57] wurden die Auswirkungen von unterschiedlichen Regula- 
risierungsschemas (unterschiedliches Abschneiden im Impulsraurn, Pauli-Villars-, prsper- 
time-Regularisierung) auf die Eigenschaften des Solitons im &CD-Vakuum untearsucht. 

~uairn- Es stellte sich heraus, daß die Eigenschaften des Solitons bei Verwendung einer Vctk 
Konstituenten-Quarkmasse MVak x 400 MeV (siehe auch Abschnitt 5) nur wenig von der 
speziell gewählten Regularisierung abhangen. 

Wir benutzen hier Schwinger's proper-$ime Schema [58], in der der Logarithmus in 
GI. (4.21) durch eine Integraldarstellung ersetzt wird. Für eine positive reelle Zahl a 
gilt l / a  = J a s  e-#". Integriert man diese Beziehung über at, so ergibt sich In b - lna  = 

J? ds s-I (ePsb - e-"") mit positiven reellen Zahlen a urid b. Sind st. und & positiv definite 
hermitesche Operatoren, so gilt dann die entsprechende Beziehung nach 3purbildung. Bei 
der Regularisierung wird der Dirac-See-Anteil [Gl. (4.31)) ersetzt durch 
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Dabei ist RE(&; A) die Regularisierungsfunktion für die Einteilchenenergien 

mit der unvollständigen Gam~nafunktion r (z ,  U) r Jaw d t  t t - I  eFt i~iif der rechten Seite. Sie 
schneidet die Beiträge von Niveaus mit /EI > A  expo~ientiell ab. Bei der Integration über 
w wurde das GauR-Integral J z d u  c-sw2 = 6 genutzt. 

Für A+m, d. h. im unregularisierten Fall, ergibt sich wieder der ursprüngliclie Aus- 
druck (4.21). Uni dies zu sehen, muß man beachten das aufgrund des negativen Argumen- 
tes in der unvollständigen Garnmafunktion in GI. (4.23) diese Größe selber für A -+ ca 
divergiert. Man kann mittels partieller Integration diese Gammafunktion in eine mit po- 
sitiven Argument überführen. Es gilt 

- - 1 -- 1 
uze-' + - r (x  + 1, U) mit x + 0 , 

z z (4.24) 

~ was; für unseren Fall auf 

~ führt. An Stelle des Grenzwertes von GI. (4.23) betrachten wir die Differenz 

da in diesem Limes der letzte Term auf der rechten Seite von GI. (4.26) gegen Null geht. 
Die letzteu zwei Gleichungen werden bei Grenz.~t.ertbetracl~t~~ngen oftmals von Nutzen 
sein* 

Der ulttraviolette Absehneideparameter A darf nicht mit dem fundamentalen Skalen- 
pararneter AQcD der &CD, der ds Ren~rmierungsgru~peninvaria~ite die Kopplungsstärke 
der starken Wechselwirkung bestimmt und bei Ca. 200 MeV liegt,  erw wechselt werden. Das 
hier verwendete NJL-&Iodell ist nicht rensrmierbar. In renormierbaren Theorien wird die 
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Abhängigkeit der physikalischen Größen vom speziellen Wert des Regularisierungsparame- 
ters durch das Renormierungsprogramm (Renormieriing von blassen, I<opplungskonstan- 
ten, Felder) beseitigt. In einer effektiven Niederenergietheorie hat Inan aber von Anfang an 
cine Skala gesetzt, die die Gültigkeit der Theorie begrenzt, so daß hier die Forderung nach 
Renormierbarkeit nicht zwingend ist. Dic Festlegung des Abscli~ieideparameters A wird 
in Abschnitt 5 gegeben. Die Größenordnung kann durch das Insta~iton-Vt~kiiuai-hfodell, 
in dem der Abschneideparamcter mit dem Inversen der mittleren Irista~itonausdehnurig 
zusammenhängt: A - p-l N 600 MeV [59], abgeschätzt werden. 

Für den verbleibenden endlichen Rest R"-S2q,see im kanonischen Potential (Gl. (4.20)) 
der Beiträge der reellen Quarks und Antiquarks, dem Medivm-Anteil am großkanonischen 
Potential, ergibt sich 

d e t A ( ~ )  ++l i imTln  Q~F"~(T,  P) G fiq - fiq,see = --T ln det -4 (0) 
2 det A o ( p )  2 T+O det &1(0) 

mit der typischen mittleren fermionischen Besetzungszahl 

für Quarks (E > 0) und Antiquarks (E < 0). Man kann dies uminterpretieren, indem 
man von Teilchen und Antiteilchen mit positiver Energie ( / E / )  aber entgegengesetzten 
chemischen Potentialen spricht. Die Baryonenzahl BSee des Dirac-Sees ist gegeben durch 

Im Kormalfall ist auch für die ortsabhhgige Lösung die Anzd~ l  der pmitiven und XE- 

gativen Energit?nivearis gleich und BSe~erschwindet. Nur t7~enn die Bindimg der Ener- 
gieniveaus so stark wird, daf3 ein oder rnehrwe Nivem ihr lbrzeicl~en ~a;er:bselxx, ist BSe" 
von Null verschieden, Dies ist der Fall wenn die Iiapplungskonstan%%~ Q gra8 genug ist. 
Die I<opplungskonstante wird in ,%bschnitt 5 mit der ~r~ku'tlm-~~onsti~ue~f;en-Q~ar~~n~dsse 
verknüpft. Von den Recl~riungcn für das Soliton irn Vakumn is% I~&~.rutt, da8 elri 't'orzeii- 
cherm-cchsel des ~iiedrigstun positirrcn Einteil~~it:~~-E~~ergic~it-e~z~ns der 
Vakuum-Konstituente~~-Q~arkn~t~sct? von etwa 75f-f hkV auf&ri&t 168'3]. 
der Arbcit nicht be't;raehtt?k, so daIJ hier stets P" =0 gift, Der '?(.Ia!din 
hangt, von den mittleren Be~etzungsza't~len (GI. f4,38)), 4, 711. der &'29$rrn~d~zi~r~x11ise~aer~ 
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Wahrscheinlichkeit mit der die Einteilchenniveaus der Quarks besetzt werden, ab. Er be- 
schreibt die Polarisation des Mediums aufgrund der solitonischen mesonischen Felder. 

Nach der Regularisicrung ist der Beitrag der Quarks zum großkanonischen Potential 
gegeben durch die Summe aus regularisierten Seeanteil und Mediiimanteil 

fl; (T, p)  = fllqisee + flql"l"d (T, P )  . (4.32) 

Der rein mesonische Beitrag Qm zum groflkanoriischen Potential ist gegeben durch 
den letzten Term auf der rechtcn Seite in G1. (3.14), was mit G1. (3.10) nach Abzug der 
rnesonischen Energie des homogenen htediunis (a = oo7 .iro = 0) auf 

führt. Das gesamte, auf das homogene Medium von Konstituentenquarks bezogene, regu- 
larisierte großkanonische Potential ist die Summe aus dem Quarkbeitrag (Gl. (4.32)) und 
dem rein mesonischen Anteil (GI. (4.33)) 

und ist ein Funktional der mesonischen Felder. 

4.2 -2 Feldgleichungen 

Die mittleren mesonischen Felder 4 ,  = (a, T) ergeben sich gemäß G1. (3.23) aus der Va- 
riation des regularisierten großkanonischen Potentials (GI. (4.34)) nach den mesonischen 
Feldern 

Zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise wählen wir die Abkürzung I?, = iyoy5r>, 
so da8 der Quark-Hamilton-Operator (GI. (3.11)), bestehend aus einem kinetischen Term 
und den Potentialtermen, gegeben ist durch 

und es gilt 

Die Variation des regularisierten Dirac-See-Anteils ans G1. (4.22) führt auf 

6fiYW 1 
W 

- -- Sh2 - lim T Sp 1 ds e-bA(0)- 
64,(r) 2 

l{A* si&> J 
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wobei Eigenschaften des Expo~ientialoperators, wie sie irn Anhang E zusammerigestellt 
sind, ausgenutzt wurden. Die obige Formel folgt aus G1. (E.%), wenn man dort Al = bh" 
setzt und nur den Term proportional zu A41 mitnimmt. Aufgrund des möglichen zyklischen 
Vertauschens unter der Spur und da /L mit A(0) vertauscht, ergibt sich dann mit GI. (4.37) 

Mit (al r a 6 ( ~ - ~ I )  la) -J d3r1 @t(r1)T,6(r-rl)@,(r') = @~(r) r ,@,( r )  läfit sich dies nach 
Durchführung der W-Integration schreiben als 

mit der Regularisierungsfunktion 

Die Variation des Mediumbeitrages aus GI. (4.29) führt auf 

dfl4,"ed d(h - d2] + 1 lim TSp 
JA&> GIQa(r) 2 T+O 

und hängt von den mittleren ferrnionischen Besetzungszahlen (GI. (4.30)) ab. 
Die Variation des mesanischen Beitrages (GI. (4.33)) nach den sri~so~~isclien Feldern ist 

trivial. Aus den abgeleiteten ,4usdrücken ergeben sich die mesanischen Feldgleichuligen 

.iw, 
&(r) (T, p) = m do, + G- &((E~; AI @L(r)l?,O. L 

-GXC \;, CR(co; T. p)  bh(r)l?,<P, 
(IY 

Aufgsund der weiteren Einsc2ir&nikungt?n an diese Feldes, die in1 Kapitol 4.1 8Ilge 
sind, sind die vier Iisrr~ponenten n - 0,1,2,3 des Gleichung (4.43 nkht unff,bMngig 
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voneinander, und es bleibt nur eine Bewegungsgleichung für den chiralen Winkel B(r). 
Die sphärische Symmetrie sorgt dafür, daß das skalare Feld a nur vom Abstand zum 
Ursprung r = Ir1 abhängt, und man kann über den Raumwinltel mitteln. Man erhält dies, 
wenn man in GI. (4.43) die entsprechende Gleichung mit a=O über den Raurnwinkel dL? 
integriert und anschließend durch den gcsamten Raumtvinkel von 47r teilt 

Aufgrund des Hedgehog-Ansatzes (GI. (4.1)) erhält man das analoge n(r)-Feld, wenn man 
~ ( r )  mit dem Einheitsvektor in1 Ortsraum .f. multipliziert und anschließend wieder die 
Integration über den Raumwinkel durchführt, was mit Gleichung (4.43) für a= l , 2 , 3  auf 

führt. Der chirale Zirkel (GI. (4.6)) sorgt dafür, daß auch die zwei Felder a ( r )  und ~ ( r )  
nicht unabhängig voneinander sind, und es verbleibt als einzige freihe Funktion der chirale 

4.2.3 Innere  und  freie Energie, Entropie, Teilchenzahl 

Im folgenden wahren wir die thermodynamischen Relationen (Gln. (3.4)-(3.7)) und be- 
stimmen die innere Energie E durch eine Legendre-Transformation, bei der die Variablen 
S und p durch die Ableitungen von Rh(T, P) nach diesen Parametern, d. h. die Entro- 
pie S = -X& (T, p) /aT und mittlere Teilchenzahl N = -dRA (T, p) /ap, ersetzt werden. 
Aufgrund der Bewegungsgleichung (4.35) reduzieren sich diese -Ableitungen auf die expli- 
ziten Ableitungen nach den entsprechenden Parametern. Implizite Abhängigkeiten über 
die mittleren Felder, die ja selber von T und p abhängen, liefern keine Beiträge 

U a 
N = --Rn(T, ,U) = - -Ramed (T, /L) 

ap 8P 

sowie 
3 a 

S = - -ClA (T, /J) =: - -Cl"~med (T, P) . 
a T  

(4.48) 
aT= 

Die Ableitungen nach den tliermodynümischen Variablen auf der rechten Seite der Glei- 
chungen (4'477) und (4,423) sind uIso bei festgehaltenen mittleren Feldern und damit bei 
Eestgeli~ltenem Einteilcheti-EnergiespeIctrum {E,) der Quarks zu nehmen. Mit der von uns 
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gewählten Regularisierung des explizit von T und p unabhängigen Anteils an1 großkano- 
nischen Potential erhalten wir unregularisierte Ausdrücke für die Entropie und mittlere 
Teilchenzahl. Aus GI. (4.29) erhält rnan für mittlere Teilchenzahl und Entropie, bezogen 
auf das homogene Medium 

mit der Baryonenzahl B des Solitons. 
Analog zum großkanonischen Potential bestehen die innere und die freie Energie des 

Solitons aus Quark- und rnesonischen Anteilen 

mit 

Dabei wurde in G1. (4.53) der chirale Zirkel (Gl. (4.6)) benutzt. Der Mediumanteil an der 
freien Energie ist mit GI. (4.29) gegeben durch 

und der Mediumanteil an der iniicren Energie ergibt sich zu 
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Der explizite Ausdruck mit den Energieeigenwerten folgt direkt aus der letzten Zeile in 
Gleichung (4.29). Die Darstellung mit den Einteilchen-Operatoren in der zweiten Zeile 
benötigen mir später im Kapitel 8.1.1 bei der Berechnung der trägen Masse des Solitons. 
Sie folgt aus den Relationen 

a a 
ln det A(p) = p-Sp ln A(p) = -2 Sp [A(p)-'p(h - p)] 

8~ 

für die Spur (Gl. (3.26)) der Operatoren (Gl. (4.13)), (Gl. (4.14)) und aus der ersten Zeile 
in GIeichung (4.29). Während die Beziehung (4.58) aus G1. (E.14) und G1. (4.13) folgt, 
erhält man die Relation (4.57), wenn man die Spur mit Hilfe der Eigenwerte (GI. (3.27)) 
erst explizit ausführt, da die dabei auftretenden ungeraden Matsubara-Frequenzen die 
Temperatur enthalten, und danach die Ableitung nach der Temperatur durchführt. Aus 

folgt dann G1. (4.57). T& E. l n ( 4  + a2) =2 E, 
Formal entsprechen die obigen Formeln den Ausdrücken für ein freies Fermigas mit den 

Einteilchenenergien E „  einschließlich der regularisierten Nullpunktsenergien. Man muß 
aber beachten, daß die E, neben den kinetischen Energien bereits die Wechselwirkung mit 
den ortsabhängigen Hedgehog-Feldern $,(r) enthalten. TVegen der Bewegungsgleichung 
(Gl. (4.43)) hängt jede Einteilchenenergie der Quarks selber von allen Einteilchenenergien 
und mittleren Besetzungszahlen ab. 

Es sei darauf hingewiesen, daß aufgrund des Theorems der kleinen Zusätze [61], eine 
kleine Variation des großkanonischen Potentials am stationären Punkt bei festgehalte- 
ner Temperatur und chemischen Potential äquivalent einer kleinen Variation der freien 
Energie bei festgehaltener Temperatur und mittlerer Teilchenzahl bzw. einer Variation 
der inneren Energie bei festgehaltener Teilchenzahl und Entropie ist. Die Feldgleichungen 
(GI. (4.35)) können damit auch als Minimierung der freien Energie bzw. inneren Energie, 
bei Festhalten der entsprechenden natürlichen thermodynamischen Variablen, formuliert 
werden. Da uns aber nur das großkanonische Potential in Abhängigkeit von dessen natürli- 
chen Variablen T und ,U explizit bekannt ist, ist G1. (4.35) der einfachste Zugang. 

4.3 Thermische Erwartungswerte von solitonischen 
0 bservablen 

Im folgenden leiten wir Formeln für die thermischen Erwartungswerte von Observablen für 
das Soliton ab, da wir dies später für die Berechnungen, z. B. des mittleren quadratischen 
Radius der solitonischen Feldkonfiguration oder bei den Schwerpunktskorrekturen für den 
Erwartungswert des Einteilchenbeitrages zum Impulsquadrat, benötigen. 

Der thermische Envartungswert eines Operators @ = 1 d3r $(r )  o @(T) in zweiter 
Quantisierung (Schrödinger-Darstellung) mit dem Einteilchen-Operator o, der im Dirac- 
und Isospin-Raum oder auf die Ortsvariable r wirkt, kann mit Hilfe eines erweiterten 
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großkanonischen Potentials R(*) (T, ,U; K )  berechnet werden 

wobei man R(h) (T, p; K )  aus LR(.q (T, P )  erhält, indem man D ( p )  in GI. (4.11) und GI. (4.12) 
durch die Operatoren 

ersetzt. Das ist der übliche Trick: Einführung eines Lagrange-Parameters IC: Ableiten 
nach diesem Parameter und anschließendes Nullsetzen des Parameters. Wird der Erwar- 
tungswert regularisiert, so geht man vom regularisierten Potential ClA aus, andernfalls 
vom unregularisierten R. Diese zwei Möglichkeiten sind durch das tiefer gestellte (h) in 
G1. (4.59) angedeutet. Aufgrund der Xäherung des mittleren Feldes, in der nicht über die 
mesonischen Felder integriert wird (im Sinne des Pfadintegral-For~nalismus), liefert nur 
der Quarkanteil am großkanonischen Potential einen Beitrag zu Erwartungswerten, die 
wieder in See- und Mediumanteil aufgespalten werden können 

Wir beginnen mit dem regularisierten Seeanteil am Eswartungswert und erhalten we- 
gen G1. (4.22) 

Benutzt man die Beziehung ( E X )  aus dem Anhang und beachtet das mögliche zylclische 
Vertauschen innerhalb der Spur, so ergibt sich 

1 (&)T = - lirn T Sp 
2 T40 

' 1 %  . (4.63) 
$IK 

Wir nehmen an, daß K o hermitesch sowie o zeitunabhgngig ist (1% 01 =O), und erhalten 

Aufgrund des möglichen zyklischen Vertauschens unter der Spur, und du Ii. mit 4(0) 
vertausclt , ergibt sich &&mit 

(@)Y = - T Sp i& [e-'"@]h - e-''biO)hQ 01 * I? (4,651 
T-30 

I i P  
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Bilden wir nun die Spur entsprechend GI. (4.15) mit Gln. (4.16) und (4.17) und bc?truchten 
Einteilchen-Operatoren mit der Eigenschaft (U' ,  w'I o I a, U )  = (U' I o 1 a)  6(w1-W), so erhalt 
man aus G1. (4.65) 

~ mit der Regularisierungsfunktion Rd aus GI. (4.41) und den Matrixelemcnten 

mit den, auf das Volumen normierten, Energieeigenfunktionen @?)(T) der Quark-Hamil- 
ton-Operatoren h(0). Wir werden später auch den unregularisierten Ausdruck (8)qjSee 

h+co verwenden, der sich aus R@(E,; A) -+ 1 ergibt 

I (8)q*e = - lirn T Sp L4(~)-1h o - A0(0)-' ho o] 
T+O 

~ Für den Mediumanteil ergibt sich aus GI. (4.29) 

(8)41med(~, P )  - 
diFmed (T, p; n) 1 

dlc n=O 

und mit der Formel (E.14) aus dem Anhang erhalten wir 

dA(0; E) 
- Ao (o)-' 

~ i l = O  dlc 

$Pegen der Invarianz der Spur bei zyklischem Vertauschen der Operatoren, und d a  (h -F) 
mit A(p)  vertauscht, ergibt sich 
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Bilden wir nun für den ersten Term die Spur mit Hilfe der Gln, (3.26), (3.27) und (3.30), 
und betrachten Einteilchen-Operatoren mit der Eigenschaft (U', n' 1 o 1 a,  n) = (a' 1 o 1 a )  - 
(r„„ so erhält man 

- Substitution ( E „  o, -+ E:, 0:) , (4.73) 

wobei der Ausdruck in den eckigen Klammern identisch mit dem bei der Bsrechnung 
der Feldgleichungen (GI. (4.42)) gefundenen Ausdruck ist. Nach Ausführung der Summa- 
tion/Integration über die Matsiibara-Frequenzen und -4bziig des Anteils vom homogenen 
Medium erhält man das Resultat mit den mittleren fermionischen Besetzungszahlen 

Den Ausdruck für den thermischen Erwartungswert (@( r ) I ' $ ( r ) )  von zeitunabh&ngi- 
gen Quarkdichten , wobei I' eine Kombination aus Dirac- und Isospin-Matrizen symboli- 
siert, wie man sie z. B. bei den Feldgleichungen für die mesonischen Felder benötigt, erhält 
man aus den obigen Überlegungen, wenn man anstelle des Parameters ,K eine Funktion 
K(T)  einführt und dann die Funktionalableitung des großkanonischen Potentials bezüglich 
&(T)  bildet. Für einen unregularisierten Erwartungswert von Quarkdichten erhält man 
auf diese Weise mit G1. (3.25) 

der sich aus der Summe aus G1. (4.68) und GI. (4.1%) ergibt, wenn man dort o durch 
b ( r  - T') ersetzt. 

Benötigt man einen regularisierten -Ausdruck für die Quarkdichten, so erhiilt man die 
expliziten Ausdrücke für den regularisierten Seemteil aus GI. (4.66), indem Inan o p  durch 
3) (T )  = @%)i (T )  i' @$I (T)  ersetzt 
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Für den Mediumanteil erhdt man aus G1. (4.74) 

Die Summe aus G1. (4.77) und GI. (4.78) ergibt den expliziten Ausdruck für GI. (4.75). 
Wir weisen noch auf eine Besonderheit hin, die mit der Regularisierung im Zusammen- 

hang steht. Wir benutzen die obigen Forrneln nicht zur Berechnung des Erwartungswertes 
der inneren Energie (o = h) oder zur Bestimmung der mittleren Teilchenzahl (o = I ) .  Diese 
haben wir aus thermodynamischen Konsistenzgründcri aus den Relationen (Gln. (3.4- 
3.7)) bestimmt. Würde man o=  h in G1. (4.66) einsetzen, um den regularisierteri Anteil 
an der inneren Energie zu bestimmen, so ergibt sich wegen der unterschiedlichen Regu- 
Iarisierungsfunktionen R4 und Re keinesfalls der Ausdruck in G1. (4.22), wie man auch 
unmittelbar an Gleichung (4.26) sieht. Die Übereinstimmung tritt erst für A+ W, also im 
unregularisierten Fall, wieder auf, da dann R4 = 1 wird und Beziehung (4.28) gilt. Für die 
Teilchenzahl gibt es ähnliche Probleme. Hier würde wegen GI. (4.66) ein regularisierter 
Anteil hinzukommen, der auch in [62] (Soliton im QCD-Vakuum) untersucht worden ist. 
Erst im Grenzfall A + ca mit R+ = 1 verschwindet dieser Beitrag wieder, da die An- 
zahl der positiven und negativen Energieeigenwerte identisch ist 5 .  Um konsistent mit der 
Beziehung (4.49), die sich aus der Ableitung des großkanonischen Potentials nach dem 
chemischen Potential ergab, zu bleiben, benutzen wir zur Berechnung des Seeanteils an 
der Teilchendichte den unregularisierten Ausdruck (GI. (4.77)) mit r= I .  Die Integration 
über das gesamte Volumen liefert dann zusammen mit dem Mediumanteil (Gl. (4.78)) die 
Teilchenzahl aus G1. (4.49). 

4.4 Sonderbehandlung der Valenzquarks 

Bei der Behandlung eines Solitons im Vakuum hat sich gezeigt, da8 die Existenz der 3 
Valenzquarks im niedrigsten Niveau positiver Energie im Spektrum des Quark-Hamilton- 
Operators von entscheidender Bedeutung für die Stabilität des Solitons ist. Um stets 
einen gebundenen Zustand aus drei Quarks zu realisieren, wird das niedrigste positive 
Einteilchen-Energieniveau der Quarks aus dem thermischen Gleichgewicht ausgeschlossen 
und seine Besetzungswahrscheinlichkeit bei Vorhandensein der ortsabhängigen Hedgehog- 
Felder gleich Eins gesetzt 

f i ( ~ = ~ ;  T,  p) 1 , (4.79) 

unabhängig von der Temperatur und Teilchendichte (oder dem chemischen Potential) 
der Umgebung. Numerische Rechnungen zeigen, daß dies notwendig ist, damit bis T FS 

180 MeV noch solitonische Lösungen existieren. Andernfalls bricht die solitonische Lösung 

5Wir untersuchen in dieser Arbeit nicht den FalI, bei dem die Bindung der Valenzquarks so stark wird, 
da8 dieses in den negativen Energiebereich abtaucht - in diese~n FaH wäxe dünn die Anzahl der 
negativen Niveaus um zwei größer ds die Anzalil der positiven Niveaus und der See würde einen Anteil 
an der Baryo~eazdd tragen. 
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bei einer von Null verschiedenen Teilchendichte der Umgebung schon oberhalb T N 80 MeV 
zusammen. Bei endlicher Tenipcratur und verschwindender Teilchendichte w5re über- 
haupt keine solitonische Lösung möglich. Man kann jedoch voraussetzen, daß in der Katur 
das Confinement dafür sorgt, daß die Valenzquarks zusarn111e1lbleiben, was durch G1. (4.79) 
simuliert wird. 

Um irn kalten Medium (T = 0) ein Soliton mit Baryonenzahl Eins zu realisieren, 
wurde in 1181 das ungebundene Valenzniveau des homogenen Mediums nicht besetzt 
(fi(&,; T, p)  0). Dies wurde dann auch in der späteren Arbeit [16] übernommen. Ein un- 
besetztes Niveau irn homogenen Medium verletzt jedoch dessen Symmetrie und hat ernste 
Auswirkungen auf die Größe des mittleren quadratischen Radius und des Trägheitsmo- 
mentes, siehe die Abschnitte 7.3 und 8.2.2. Deshalb wird in dieser Arbeit das ungebunde- 
ne Valenzniveau des homogenen Mediums mit der entsprechenden temperaturabhängigen 
Besetzungswahrscheinlichkeit besetzt. 

Parameter des Modells 

Neben den thermodynamischen Parametern (T, 11) treten in der Lagrange-Diclite in Glei- 
chung (2.16) noch die Quarkstrommasse m und die 4-Fermionen-Kopplungskonsta~1te G 
auf. Durch das Regularisierungsverfahren kommt noch zusätzlich ein UV-Xbschneide- 
parameter A ins Spiel. Weiterhin liefert die spontane chirale Syrnmetriebrechung einen 
von Null verschiedenen Vakuumerwartungswert für das isoskalare-slialare G-Feld, der den 
Quarks im Vakuum eine effektive Masse MIBk = M(T = 0, P= 0) gibt. Diese Konstituenten- 
Quarkmasse kann man nicht einem einzigen Quark zuordnen - vielmehr handelt es sich 
um die Energie eines Quasiteilchens: Quark plus Wolke aus virtuellen Quark-Antiquark- 
Fluktuationen. Im folgenden werden die Parameter 7n, G, A und iWViLk mit Beobachtuxigs- 
größen in Zusammenhang gebracht und auf einen freien Parameter reduziert. 

Die PCAC-Hypothese verknüpft, die Divergenz des iso~~ekt,orisllen AxiaTstromes mit 
der Pion-Masse m, und der Pion-Zerfallskonstante f, 

Setzen wir dies mit der entsprechenden Beziehling in G1. 

gleich, da1111 ergibt sich aus einer endIic11e.n Pion-klasse auch eine von Nu91 vewchiedofie 
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Die Pion-Masse ist somit ein Mai3 fiir die explizite Brechung der chiralen Symmetrie. Mit 
den von uns benutzten experimentellen Vakuuni-Werten jT = 93 McV, m,% = 139 MeV lie- 
fcrt G1. (5.3) eine Beziehung zwischen der Quarkstromniassc m, der 4-Qu;irli-Kopplungs- 
konstanten G und der Vakuum-IGmstituenten-Quarlimassc Alvak.  

Der schwache leptonische Zerfall (1cs elektrisch geladenen Pions n + 1 + ül (1 = e, p) 
wird durch das Matrixelemerit des axialen Stromes zwischen einem Ein-Pionen-Zustand 
rb(k) mit d e ~ n  Viererimpuls k und dem Vakuum-Zustand beschrieben 

Der komplizierte Vertex F,(k) des Pions kann mit einer mikroskopischen Quarktheorie 
berechnet werden. Nach Anwendung von Feynman-Regeln auf den Zerfallsprozeß, wobei 
man die Quark-Pion-Wiechselwirkung vom NJL-Modell (in ILfFA) benutzt, erhält man im 
Rahmen der proper-time Regularisierurig in 1-Schleifen-Näherung mit Quarks der Masse 
MY& mit fT = K(o)  E631 

Diese Beziehung liefert einen Zusammenhang zwischen der Konstituenten-Quarkmasse 
MVak und dem Regularisierungsparameter A. 

Als letztes nutzen wir die Gap-Gleichung für den Vakuumzustand, die sich aus der 
Minimierung des effektiven Potentials ergibt, um die Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse 
mit dem Vakuum-Quarkkondensat (01 $4 10) zu verknüpfen. Zur Herleitung verweisen wir 
auf den Abschnitt 6. Die dortige Formel (6.7) liefert für den Vakuumzustand (T = 0, ,LL = 0) , 
d. h. in dem Fall, in dem nur virtuelle Quark-Antiquark-Flukixationen aber keine reellen 
Quarks vorhanden sind und der Term mit den thermischen Besetziingszahlen in GI. (6.7) 
verschwindet, mit .Mvak = ~ ; a k  den folgenden Ausdruck 

Die Kombination der Gln. (5.3) und (5.6) führt auf die Gell-Mann-Oakes-Renner-Rela- 
tian im Vakuum: fzm; N -m (0 1 @ 10) [64]. 

Mit den Gln. (5.3) und (5.5) sowie der Gap-Gleichung (GI. (5.6)) verfügen wir somit 
über 3 Gleichungen fiir die 4 Parameter m? G, A, Mvak. Zwecks der Anschauung wählen wir 
als einzigen freien Parameter die Vakuum-Konstituente~l-Quarkmasse Gk, die innerhalb 
gewisser Grenzen variieren kann. Die Vakuum-Konstituenten-Quadirnasse bestimmt die 
Sieffe des skalaren Potentials, in dem sich die Quarks bewegen. Je tiefer das Potential de- 
sto stärker wird das Valenzniveau gebunden. Aus den Untersuchungen für ein im Vakuum 
eingebettetes Soliton ist bekannt, da8 für &fYak < 350 MeV keine solitonischen Lösungen 
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existieren 1601. Im Bereich von Mmk E 400 MeV liefert das abgesenkte positive %lenz- 
niveau im Energie-Einteilchenspektrum der Quarks den Hauptbeitrag zu den meisten 
Observablen des Solitons ( Valenz-Bild), wo hingegen für *Mvak 2 700 MeV das Valenzni- 
veau in das negative Spektrum eintaucht und sich das Soliton als ein stark polarisierter 
Dirac-See beschreiben 15ß;t (Skgrmion-Bild). 

Die Abbildung 5-1 zeigt die Abhängigkeiten der &uarkstrommastsse ?Tb(d%fvat), des Regu- 
larisierungsparameters A(i2,iMk) und der 4-Quark-Kopplungskonstanten G ( ~ f . i ~ ~ ~ )  in dem 
Bereich von =300 - 600 MeV, wie sie sich aus den Gleichungen (5.3 (5.5) und (6.6 
ergeben. Eine Zunahme der Vaicuurri-K~nstituenten~Quarkmasse hat eine a111~2hernrJ. %- 
neare Zunahme der Kopp1ungskonsta;nten G zur Folge' 111 den weiteren Eechi~ungen ver- 
wenden wir -SIvak = 420 MeV, welcher die experimentelle A-Nukleon-?I,1assto,f-l-~tufspa1.t~ng 
im Vakuum in diesem solitoiiischen Modell reproduziert. 

Die Kupplungskonstante G und der Absclineideparanreter sind Gber Relationen 
im Vakuum fixiert und werden im meitercn als unet$h%ngig va33 Te~i~peraz~pr und DicBs;te 
der Umgebung angenommen, so wie das im Z~ctrnrnenfla~ig mit dem KJL-&Hadr?rlX äueh 
in [65,6;6l erfolgte. Die Erweiterung der Instar~tor~--hIodef1e auf dcn Fa11 sndiPg:!~er ?hn- 
peraturen fiihrt jedoch (wxh Integration über die kaPflektiit?~?n Varl~bIivx~ der Ins%i%ntonera) 

12 - - 
- 

10 Bild 5-1: 

60 - - Quarkstrommasse m, Kopplungskon- 
n - 

C( stante G und Regularisierungsparameter 
50 - 3 

- A in Abhängigkeit von der Vakuum-Kon- - - 
40 - - stituenten-Quarkmasse MYak, wie sie sich 

30 
aus den Gleichungen (5.3), (5.5) und 

- 
(5.6) ergeben. Der "phänomenologische"" - 
Wert für die Quarkstrommasse liegt bei 
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auf eine NJL-ähnliche 4-Fermion-IVechselwirkung von Quarks mit temperatiirabhängigen 
Kopplungskonstanten [67]. Desweiteren wird auch die mittlere Instantoriausdelinung, die 
im Fa11 T = 0 mit dem Inversen des R.egiilarisieriingsparameters A-l in Zusammenhang 
gebracht wurde [59], temperatiirabhärigig sein. Gitterrechnungen geben Hinweise auf eine 
geringe Änderung der mittleren Instantonausdehnung bis Temperaturen in der Nähe des 
chiralen Phasenübergangs [68]. 

Lösungen der Feldgleichungen für ein homogenes 
Medium aus Konstituentenquarks 

Bevor wir zu den numerischen Ergebnissen der solitonischen Konfigurationen kommen, 
behandeln wir das homogene Medium von Konstituentenquarks (6 r 0, d. h. go = konst, 
.iro = O ) .  Dieses homogene Medium bildet das Wärmebad und ist der Referenzzustand bei 
Berechnung der Observablen des Solitons. Für diesen homogenen Fall existieren umfang- 
reiche Übersichtsartikel [66,69,70,14,37], so daß wir uns hier nur auf die Aussagen kon- 
zentrieren, die für das verwendete Soliton-Modell wichtig sind. Das betrifft hauptsächlich 
das Verhalten der Konstituenten-Quarkmasse, die in diesem Modell proportional zum 
Quarkkondensat ist, in Abhängigkeit von der Temperatur und der Dichte des Mediums. 
Die Konstituenten-Quarkmasse M = ao bestimmt das skalare mesonische Feld für große 
Abstände vom Ursprung des Solitons (Randbedingung) und damit die Amplitude (Po- 
tenkialtiefe) der mittleren mesonischen Felder, in denen sich die Quarks bewegen. Die 
Konstituenten-Quarkmasse folgt aus der Minimierung des effektiven Potentials, der Gap- 
Gleichung als der Feldgleichung für das homogene Medium. Es wird sich zeigen, daß die 
Konstituenten-Quarkmasse mit zunehmender Dichte undIoder Temperatur kontinuierlich 
abnimmt. Die Anwesenheit reeller Quarks und Antiquarks führt zu einer Zerstörung des 
Vakuum-Quarkkondensats, verbunden mit einer Wiederherstellung der chiralen Symme- 
trie bei hohen Temperaturen und Dichten. Die Größenordnung der kritischen Temperatur 
und Dichte für den Phasenübergang, bei der die Konstituenten-Quarkmasse stark ab- 
nimmt, wird abgeschätzt und die numerischen Ergebnisse werden mit anderen Modellen 
verglichen. 

@,I EEektives Potential, Gap-Gleichung 

Ein homogener; Medium mit konti~tuierlichem Energiespektrum berechnet man am ein- 
fachsten in der I~.~ipul~basd.;Is. Ma.n kam dam die Summation über die Einteilchen-Energie- 
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eigenwerte durch eine Integration über die räumlichen Impulskomponenten ersetzen 

V ist dabei das betrachtete Volumen, der Faktor 2Nf berücksichtigt die Entartung in 
den Spin- und Flavour-Freiheitsgraden (isospin-symmetrische Materie) und die beiden 
Integrale berücksichtigen Quarks und Antiquarks. Die Einteilchenenergien sind gegeben 
durch E = f & M ,  &M = J-. Für ein homogenes Medium kann man das Volumen als 
konstanten Faktor abspalten und man rechnet am besten mit den thermodynamischen 
Größen pro Volumen (Dichten) - den intensiven Größen. Die groj3kanonische Potential- 
dichte ist dann identisch mit dem effektiven Potential VA(T, P)  und dem negativen Druck 

,4us den Gleichungen (4.22) und (4.29) kann man nun direkt den regularisierten Seeanteil 
und den Mediumanteil der Quarks am effektiven Potential ablesen. Mit G1. (6.1) und 
GI. (6.2) erhält man 

vqtmed (-M) (T, p) = 

was in der Näherung des mittleren Feldes das (regularisierte) effektive Potential in 1- 
Schleifen-Näherung für Fermionen der Masse M darstellt. In diesem Sinne ist das kom- 

Bild 6-1; 
Effekrzives Potential der Quarks in 
1-Schleifen-Naheruns &ir Teilchen 
mit der Masse &C. 

plizierte homogene Medium von tvechselwirkenden leichten Quarks mit, der Strolnmasse 
m ersetzt durch ein homogenes Medium von scbvereri quasifreien Konstitnentenquptrks 
der Masse M.  Neben den Quantenfluktuationcn virtueller Quarks nnd Antiwltsks, die 
ebenfalls zur Energiedichte clss homogenen Zustandes beitrager% (regul~ric1erte Natflgunkt- 
senergien der Konstitiientenquarlcs in GI. (6.3)). sind bei e~;dIi&er er;rntur und Teil- 
chendichte jetzt auch reelle Quarks und Atrtiqwt.trks vol.hitndeu, dcmi statkeisci~e Fluh 
tuationen durch die FTkhselwirkung mit dem Wiirme- ux~d Teiichenbrzd einbezogen shd, 
was durch die Besetzungszahlen in der Abbildung 6-1 &T Scltileifeaii-Diagram~n~ %an1 Anis- 
druck gebracht werden soll. Glieicliung (6.4 ist bis aaf das Vorzeielneta dt:r %blicht) AUS- 
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druck für den Druck eines idealen Fermi-Gases von Teilchen und Antiteilchen der Mas- 
se &I, ohne Nullpunktsenergien. Für masselose Teilchen Ad = 0 kann G1. (6.4) analy- 
tisch ausintegriert werden mit dem bekannten Ergebnis für den Mediumanteil am Druck 
p m e d  = - v % m e d  = 2j'Vri77p + (1) + G 360 12 T (P)~] .  

Für das gesamte effektive Potential ergibt sich bei Berücksichtigung des rein meso- 
nischen anteils, der homogene Anteil aus Gleichung (4.33) mit U,-, = M ,  

wobei der zweite Term auf der rechten Seite den über die Impulse integrierten Seeanteil 
(Nullpunktsenergiedichte) der Quarks aus G1. (6.3) beschreibt. 

Die Gleichgewichtslage des Systems wird bestimmt durch die Extremstellen des effek- 
tiven Potentials. Dies führt auf die Gap-Gleichung (die analoge Gleichung zu GI. (4.35) für 
den homogenen Fall), aus der der Gleichgewichtswert für die Konstituenten-Quarkmasse 
M bestimmt werden muß 

~ V A  (lw) (T, P) 
dlW 

= 0 .  

Wegen dv2(z(T'p) =($G) und G1. (6.5) ergibt sich die zu GI. (4.43) analoge Gleichung für 
den homogenen Fall 

In der obigen Gleichung gehen bei der Berechnung des thermischen Erwartungswertes (C@) 
der regularicierte Vakuumanteil und der Mediumanteil mit unterschiedlichen Vorzeichen 
ein, so daß die Möglichkeit des Zerstörens des Quarkkondensates durch Anwesenheit reeller 
Quarks und Antiquarks besteht. Fiir größere Werte der Temperatur und des chemischen 
Potentials sollte die Konstituenten-Quarkmasse Ad gegen die Strommasse m gehen. 

Das exakte Verschwinden des Quarkkondensates ($4) = 0, also M = m = Quarkstrom- 
masse, ist jedoch keim Lösung der obigen Gleichung. Eine solche Lösung wird erst möglich, 
wenn auch der Mediumanteil z u h m e n  mit dem Vakuumanteil regularisiert wird [37]. Das 
k a ~ n  man sich wie folgt klarmachen. Betrachtet man das effektive Potential der Quarks 
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(Gln. (6.3) und (6.4)) für den Fa11 wo der Beitrag der Nullpunktsenergien in GI. (6.3) 
nicht regularisiert wird, bildet dann, zur Berechnung des Quarkkondensates, die Ablei- 
tung des effektiven Potentials nach M, so ergibt sich anstelle von (@) in GI. (6.7) der 
unregularisierte (divergente) Ausdruck 

Bildet man nun formal den Limes T + oo für p = 0 oder p + oo für T = 0 (oder T + oo 
und P-+ CO), so kann man mit der Definition der mittleren Besetzungszahlen in GI. (6.8) 
leicht zeigen, daß der Ausdruck in den eckigen Klammern in G1. (6.9) verschwindet und 
man somit (54) + 0 erhält. In dem Li~nes hoher Temperaturen und/oder hoher chemischer ' 

PotentiaIe kompensieren sich der Mediumbeitrag und der Vakuumanteil gerade. TVill man 
diese Struktur erhalten, und der Theorie durch Beseitigung der Divergenzen einen Sinn 
geben, muß man den Vakuum- und den Mediumanteil in gleicher Art und weise regu- 

T +W larisieren. Oftmals wird also die Forderung ($4) 5 0 gestellt. Da das NJL-Modell als 
Niederenergietheorie der QCD aber ohnehin nur für nicht zu hohe Energiedichten (und 
damit für nicht zu hohe Temperaturen und Teilchendichten) konzipiert ist, ist hier der 
Grenzfall T, p 4 cm physikalisch nicht sinnvoll. Den Grenzwert T, p-+ ca sollte man hier als 
T, p »  A verstehen. Das hier verwendete chemische Potential liegt in der Größenordnung 
der Konstituenten-Quarkmasse und die verwendeten Temperaturen, bis zu denen solito- 
nische Lösungen existieren (siehe Kapitel 7.1), gehen bis maximal 185 MeV. Die mittleren 
Besetzungszahlen fif (EM; T, p) der Einteilchenniveaus, die als natiirliche Abschneidefunk- 
tion des Mediurnanteils wirken, sind wesentlich von Null verschieden Wr EM < p -i- T. In 
dem in dieser Arbeit betrachteten Temperatur- und Dichtebereich gilt p + T CA, so daß 
das Abscheiden des Energiespektrums durch die Besetzungszahlen früher wirkt als der 
mögliche Einfluß von A bei einer Regularisierung. Aus diesem Grund würde die Regulari- 
sierung des Mediumanteils in dem von uns betrachteten Temperatur- und Dichtebereieh 
zu keinen wesentlichen Änderungen führen. 

Die numerischen Ergebnisse für die Abhängigkeit der Konstituenten-Quarkmasse von 
Temperatur und Teilchendichte sind in Abbildung 6-2 dargestellt. Dabei ist anstelle der 
Abhängigkeit der Konstituenten-Quarkmasse von Temperatur und chemischen Potential 
die Abhängigkeit von Temperatur und baryonischer Teilchendichte p~ (in diesem verein- 
fachten Modell: mittlere Anzahl der Quarks geteilt durch ?Jc) darge~telld~ Letztere Ixtingt 
mit T, p und der Konstituenten-Quarkmasse über 

zusammen. Dies ist der homogene AA~iteil aus GI, (4.7'8) mit P= f/lVC, wobei die Samma- 
tion über die Energiezustände, die auf das Vblunml normiert sind, eritsprerJkexd GL (6.1) 
durch die Integration über die In~pulseigerizust%nde ersieht s;vurde. Der Seeax~teg der Teil- 
chendichte des homogenen Mediums in GI. f4.77) gibt keinen Beitrag zur Tei1c31eadi&:ht;eE? 

Für T = 0 zeigt sich für nicht allzu hohe Dichten eine x~$l~emgs~veista &lr;are Abnah- 
me der Konstituenten-Quztrk~asse~ und damit des Quarkkonder~cstr?~,~ bei Erh6hilng des 



42 G Homogenes ~Vedium aus Konstituentenquarks 

_ _ _ _ - - - _ _ _  
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Bild 6-2: 
Die Konstituentcn-Quarkmasse M 
(Quasiteilchenmasse) in Abhängig- 
keit von baryonischer Teilchen- 
dichte po (in Einheiten der Dich- 
te nornialer Kernmaterie p„ = 
0.16 fmY3) und Temperatur T des 
Mediums, wie sie sich aus der 
Gap-Gleichung (Gl. (6.7)) und der 
Gleichung für die Teilchendichte 
(Gl. (6.10)) ergibt. 

Baryonendichte in Übereinstimmung mit dem "Low density Theorem" [71-731. Für die 
Dichte normaler Kernmaterie p„ = 0, 16fm-3 erhalten wir eine Reduktion des Quark- 
kondensats von etwa 25 Prozent. Vergleiche mit Gittereichrechnungen sind noch nicht 
möglich, wegen der dort auftretenden Schwierigkeiten bei p # 0 [74]. 

Für po = 0 finden wir für kleine Temperaturen erst ein flaches Plateau in der Konsti- 
tuenten-Quarkmasse, bevor sie dann stark abfällt. Ein ähnliches Verhalten in der Nähe 
des Phasenübergangs ergibt sich in Gittereichrechnungen [7,8]. Das Verhalten für kleine 
Temperaturen ist verschieden von den Resultaten der chiralen Störungstheorie [75-771, die 
ein Abnehmen des Kondensates mit dem Quadrat der Temperatur voraussagen. In [78] 
ist gezeigt, daß bei Mitnahme der I-Meson-Schleife (dieses geht über die Näherung des 
mittleren Feldes hinaus) die Resultate der chiralen Störungstheorie reproduziert werden 
können. 

Im folgenden geben wir noch eine vereinfachte Abschätzung der kritischen Temperatur 
und der kritischen Teilchendichte, bei der die Konstituenten-Quarkmasse stark abfällt, 
d. h. die chirale Symmetrie wiederhergestellt wird. 

6.2 Abschätzung der kritischen Temperatur 

Um die Werte von Temperatur und chemischem Potential abschätzen zu können, bei 
denen die Konstituenten-Masse stark abfällt, betrachten wir den Fall rn =O. Ein endlicher 
Wert- der Strommasse m verschiebt zwar den Punkt an dem &I = rn exakt erfüllt ist 
nach T 4 oo oder P-+ ca (falls Medium - m d  Seeanteil einheitlich regularisiert werden), 
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aber die eigentlich interessanten Werte von T und p, bei dem &f stark abfällt, sind nahezu 
unabhängig vom Wert der Strommasse, wenn diese nur klein gegenüber der Konstituenten- 
Quarkmasse bei T = p = 0 ist. 

Wir betrachten den Fall p=O, d. h. die Anzahl von Quarks und Antiquarks ist gleich 
und die Teilchendichte verschwindet. Für den .Anteil der reellen Quarks und Antiquarks 
zum effektiven Potential (Gl. (6.4)) erhält man 

mit a = M/T. Im zweiten Ausdruck auf der rechten Seite wurde die Ersetzung X = p / T  
vorgenommen. Hier setzt sich p nur aus den räumlichen Impulskornponenten zusammen: 
p = m. Wir nehmen nun an, daß wir in dem Gebiet sind, in dem die Konstituenten- 
Quarkmasse schon stark abgefallen ist und entwickeln den Ausdruck nach a2 « 1 (Hoch- 
temperatur-Entwicklung). Die ersten zwei Terme bereiten keine Schwierigkeiten, wegen 

Der nächste Term in der Entwicklung des effektiven Potentials nach a2 ist schon kompli- 
zierter. Um diesen Term zu erhalten folgen wir Referenz @7] und betrachten die zweite 
Ableitung des Potentials [Gl. (6.11)) nach a2 

" > B  - 1  a wobei wir zwischendurch eine partielle Integration mit Hilfe der Beziehung - 5 % ~  
durchgeführt haben. Für das Integral i ( a )  ist nun einc E~lttt*ickfung nach u zu fir~den. 

P Dazu wird I ( a )  mit X-E ( 1  > r > 0) multipliziert und die Eutivicklung ,+„„+ifn - - 
1 - -  i-00 fx2+a2)lJ2 
2 C,-, (GI. (B.3)) genutzt. Nadidern man Term fur Term integriert 
wird am Ende E + 0 gesetzt. Einzelheiten dieser Reclinungen sind irn Atnhang w n  geferenz 
[47) zu finden. Wir geben hier glcich das Ergebnis für das Integral an 
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wobei c=0.5772.. . die Euler-Konstante ist. Zweimalige Integration der Beziehung (6.13) 
über a2 ergibt dann mit G1. (6.14) die folgende Näherung für das Potential (Gl. (6.11)) 

Die Terme mit den Integrationskonstanten Co und Ci sind uns aufgrund der Beziehungen 
in GI. (6.12) schon bekannt. Man erhält zusammenfassend 

Zur Abschätzung der kritischen Temperatur berücksichtigen wir nur die ersten zwei 
Terme in GI. (6.16) und setzen dies in die Berechnung des effektiven Potentials (GI. (6.5)) 
ein 

Daraus ergibt sich für die Gap-Gleichung (GI. (6.6)) mit -&[M' I'( - 2> (M/A)~  )] = 
-2M3 I?( - ll (A4/A12), was man mit Hilfe von GI. (4.24) erhalten kann 

Diese Gleichung hat offensichtlich die beiden Lösungen 

Der Ausdruck F( - 1, ( ~ K / A ) ~ )  kann nicht größer als Eins werden, wegen der Be- 
ziehung a l?(-l, U) s a J: ds s-2e-S < a J,"O ds s - ~  = I mit a > 0, so daß die 2. Lösung in 
G1. (6.19) mit Al2 # 0 überhaupt nur so lange existieren kann wie 

gilt. BberhaIb der Temperatur T, verbleibt nur noch die Lösung M1 = 0. In dieser Scharfe 
gilt dies -saf,.iirlich nur für n~ = 0. Für unseren venvendeken Parametersatz, Vakuurn- 
Konstituenten-Quilskm~tsse &IVak = 420 MeV==+ A = 636 MeV, G = 42,s Gevd2 ergibt sich 
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T, = 195 MeV. Wir betrachten jetzt die Eigenschaften der zwei Lösungen in G1. (6.19) 
genauer . 

Fiir T < Tc entspricht die Lösung MI = 0 dem lokalen Maxi~niim des effektiven 
Potentials (GI. (6.17)) und damit einer instabilen Gleichgewichtslage. Dies ergibt sich 
aus der Betrachtung der zweiten Ableitung von G1. (6.17). Mit Hilfe der Beziehung 
&[hf2 I'( - 1, (M/A)')] = -2MF(0, (M/A),) erhält man 

d q A  (M) (T) - 1 4NfNc T2 - 
d&12 

- - -.M~ r (- 1, ( M / A ) ~ )  + JN~V, - 
G 16n2 24 

Benutzt man lima+o a r (0 ,  U) = 0 und lima+o a T(-1, U) = 1, so ergibt sich 

Wenn die Temperatur unterhalb der kritischen Temperatur liegt, ist die stabile Gleichge- 
wichtslage durch die 2. Lösung in G1. (6.19) mit n/iz #O gegeben, die dem lokalen Minimum 
des effektiven Potentials entspricht. Aus GI. (6.19) und G1. (6-22) folgt nämlich 

für M2 # 0. Da außer MI = 0 kein weiteres lokales Maximum des effektiven Potentials 
(Gl. (6.17)) existiert, muß es sich bei dem lokalen Minimum auch um das u.hsolute Mini- 
mum des effektiven Potentials handeln. Das System wird daher den Zustand mit Y'~..&~LO 
einnehmen. Dies ist auch der Mechanismus einer spontanen Symmetriebrechung. 

Für T = Tc gilt M2 = 0 und für T > Tc wrleibt als einzige L6sung MI = 0, die dain  
ebenfalls dem absoluten Minimum des Potentials entspricht und rnwseloce Fermionen 
beschreibt, bei denen die chirale Symmetrie des Zustandes ~viederhe-estellt ist. 

6.3 Abschätzung des kritischen chemischen Poteatials 
Im folgenden betrachten wir kalte (T = 0) und dichte &uarkmat;wie mit einer verschwin- 
denden Quarkstrommasse 7n = 0. Analog zu einer kritischen Ten~pertztnr Irn vos~nge- 
gangenen Abschnitt läßt sich auch ein kritischer Wert für das che~nlsche 130tenäli;ial ( O ~ G K  

äquivalent eine kritische Teilchendichte) abscliätzen, ab der die eRe3etive LLltassasl der Fm- 
mionen verschwindet (nur noch die triviale Lösung ; !  =8 übrigl~leib~]. 

Für den Medinmanteil arn effektiven Potentiat (421. (6.41) er&l& man axb. partieller 
Integration und der Betrachtung T+O 
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wobei wir J dx = d m ( $  - &) 8 + ?$ 8 h ( x  + d m )  verwendet haben. 
Berücl<sichtigen wir nur die ersten zwei Terme und nehmen dort eine Eiltwicklung nach 
(M/p) « 1 vor, so ergibt sich mit [l - (,S/~/,U)~]"~ = 1 - 3 (Ad/p)' + O((M/p)*) bis zur 
Ordnung p4 (MIp) 

Für das gesamte effektive Potential (GI. (6.5)) erhalten wir mit dieser Näherung 

Dies ist die analoge Beziehung zu G1. (6.17). Für die Gap-Gleichung erhält man anstelle 
von GI. (6.18) den Ausdruck 

1 mit den zwei möglichen Lösungen 

Da der Ausdruck ( F ) 2  I'( - 1, (Mz/A)~)  nicht größer als Eins werden kann, existiert die 
2. Lösung nur solange wie 

1 2NfNc 4NfNc -+- 
G 4r2 

A2 

bzw. 

gilt. Für p=pC gilt 1% =O und für ,U oberhalb pc bleibt dann nur die Lösung MI =O.  Für 
p < pc entspricht die Lösung .M2 # 0 dem Minimum des effektiven Potentials (GI. (6.27)), 
und hf1 =O entspricht einem lokalen bhximum. Das System wird daher den Zustand mit 
M2 #O bevorzugen. Die Argumentation ist völlig analog zum vorangegangenen Abschnitt, 
wenn man dort ,uc anstatt Tc verwendet. 

Für p > pc verbleibt als einzige Lösung Ml = 0, die dann ebenfalls dem absoluten Mi- 
nimum des Potentials entspricht und masselose Quarks beschreibt. Neben der Erhöhung 
der Temperatur kann somit auch ein Erhöhung des chemischen PotentiaIs (bzw. der Teil- 
chendichte) zur Wederherstellung der chiralen Symmetrie des Zustandes führen. 
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Zusammen mit G1. (6.21) ergibt sich eine Beziehung zwischen der kritischen Tempe- 
ratur und dem kritischen chemischen Potential 

die iinabharigig vom speziellen Wert des Regularisierungsparameters A ist. Mit unserem 
Parametersatz führt dies auf p, = 354 MeV. Für T = 0 und &I2 = 0 ergibt sich dann die 
kritische baryonische Teilchendichte zu p, = 2Nf p,?/6n2 = 0,39 fm-3. Dies entspricht etwa 
dem zweieinhalbfachem der Dichte normaler Kernmaterie. 

Mit einem analogen Vorgehen kann man für den Vakuumzustand (T = p = 0) eine 
kritische Kopplungsstärke G, angeben. Erst für G > G, ist eine nichttriviale Lösung für 
M möglich, was zur spontanen chiralen Symmetriebrechung des Vakuumzustandes führt. 
Die Wechselwirkung zwischen den Quarks und Antiquarks muß also stark genug sein, um 
die Bildung eines Vakuum-Quarkkondensates (0 1 @Q 10) zu ermöglichen. Diese kritische 
Kopplungskonstante kann man auch aus den Gleichungen (6.21) und (6.31) erhalten. 
Damit der Ausdruck unter der Wurzel positiv ist, muß gelten: G > G, = -. 

7 Numerische Ergebnisse für solitonische 
Feldkonfigurat ionen 

Die mittleren Felder &(r )  = (a(r), n(r)T) sind selbstkonsistent aus den Qriarkfeldern zu 
bestimmen. Man startet eine iterative Rechnung mit einem Startprofil &(T) (siehe Kapitel 
4.2.2), das die Startfelder ( T )  festlegt und den Einteilchen-Quark-Hamilton-Oyercttgr 
h in G1. (4.7) bestimmt, der in einer Basis (siehe Anhang D) diagonalisiert wird. Xit die- 
sem Verfahren erhält man die E~iergieeigen~erte &,,I und Energieeigenfunktionen @&J ( T )  

der Quarks. Aufgrund der Bewegungsgleichungen (Gln. (4.44-4.46)) ist män dann in der 
Lage, einen neuen chiralen Winkel 821~) auszurechnen, und der ganze Prozeß wird bis 
zur Konvergenz wiederholt. Die Möglichkeit, $aß solche stabilen FeIdko11~gurati011eri exi- 
stieren, wurde für den Fall T = 0, p = 0 (Soliton im &CD-Vakuum, d, 11. in GL (4.44) 
und G1. (4.45) bleiben von dem Medi~mbeitra~ niit den mittleren Besetzringszahlen 5 
entsprechend G1. (4.79) nur die Ausdrücke für die Valenzquarks übrig), erstrnds in den 
Arbeiten [79-811 gezeigk. Diese ortsabhlingigm setbstkamkte~ten Liasungen trerlgfen sdi- 
tonische Feldkonfigurationen des SU(2)-NJL-bIodellc genrrnnt* 

Abschnitt 7.1 gibt den Temperatur- und Dichtebsreich für die Existma soicher F"ePd- 
konfigurationen an. Die selbstkonsistenten mittleren Felder werden in KapikeB 7.2 ge~igt ,  
Der Abschnitt 7.3 beschäftigt sich niit des räumlichen Verteilung der 3eilchfa1~dic:~'1ts~ 
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Solitons und enthält eine Diskussion zur Einführung verschiedener chemischer Potentiale 
zur Fixierung der Baryonenzahl des Solitons. In Kapitel 7.4 sind schließlich die Energien 
des Solitons angegeben. 

7.1 Temperatur- und Dichtebereich für solitonische Lösungen 

Als erstes wird diskutiert in welchem Temperatur- und Dichtebereich überhaupt solito- 
nische Feldkonfigurationen, d. h. selbstkonsistente ortsabhängige Lösungen der Bewe- 
gungsgleichungen (GI. (4.43)), existieren. Einen Überblick gibt die Abbildung 7-1. 

50 1 solitonische 1 Bild 7-1: 
Temperatur- und Dichtebereich, in 
dem solitonische Feldkonfiguratio- 
nen, d. h. selbstkonsistente orts- 
abhängige Lösungen der Feldglei- 
chungen (GI. (4.44-4.46)), existie- 
ren. 

Für eine Baryonendichte der Umgebung größer als ungefähr das Zweifache normaler 
Kerndichte p„ = 0.16 fm-3 wurden numerisch keine ortsabhängigen Meanfield-Lösungen 
gefunden. Es verbleibt dann nur noch die homogene Lösung mit verschwindendem chi- 
ralen \Enkel (0 z 0). Für kleine Teilchendichten findet man solitonische Lösungen bis 
etwa T N 180 MeV. Mit zunehmender Teilchendichte nimmt die Temperatur, bis zu der 
man Lösungen erhält, langsam ab, und sie beträgt bei 2pm etwa T N 150 MeV. Die- 
se Beobachtungen stimmen mit den erhaltenen Ergebnissen in der Arbeit 1161 überein. 
Für kleine Temperaturen in der Größenordnung T < 50MeV aber endlicher Teilchen- 
dichte po # 0 beobachtet man ein Aufschaulceln von Oszillationen in den mesonischen 
Feldern bei fortschreitender Iteration der Bewegungsgleichung (Gl. (4.43)), so daß man 
in diesem Bereich keine stabilen Fcldkonfiguratiane~i findet. Möglicherweise steht dies im 
Zusammenhang mit dem Auftreten von sogenannten Friedel-Oszillationen, wie sie im ho- 
mogenen NJL+)uIode11 gefunden wurden /37], was auf Instabilitäten hindeutet, Anstelle des 
exponentiellen Abklingens von mesonischen E<orrelationsfunktionen fand man in [37] bei 
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T = 0 Oszillationen, deren Existenz allerdings von Details des Modells, wie der gewähl- 
ten Regularisierung, abhängt. Aus diesem Grund wird in [37] die Meinung vertreten, 
daß diese Instabilitäten nicht physilülischen Ursprungs sind. Bei den hier auftretenden 
Instabilitäten bei kleinen Temperaturen muß man sicherlich noch die für die Numerik 
verwendete diskrete Basis in Rechnung stellen, die die Behandlung von Problemen mit 
relativ "scharfer" Fermi-Fläche erschwert. Man kann vermuten, dafi die beobachteten In- 
stabilitäten mit den obengenannten Problemen zusammenhängen und nichts ~ n i t  Physik 
zu tun haben. 

Die Wiederherstellung der cliiralen Symmetrie bei höheren Te~nperaturen und Diditcn, 
die in Abschnitt 6 behandelt wurde, und das Verschwinden der solitonischen Lösungen 
("Deconfinement") sind zwei unterschiedliche Vorgänge, die nicht notwendigerweise bei 
den selben Werten von Temperatur und Dichte vor sich gehen müssen. Es ist durchaus 
denkbar, daß es in der Natur erst zum Deconfinement der Quarks kommt und danach 
noch massive Quasiteilchen (Konstituentenquarks) übrig bleiben, die erst bei noch hö- 
heren Temperaturen das Quarkkondensat "abschütteln" und damit die chirale Symmetrie 
(nälierungsweise) wiederherstellen. In diesem Sinne hat man die Vorstellung, da8 die ein- 
zelnen Strukturen nacheinander aufgebrochen werden. Vielleicht treten aber auch viel 
exotischere Vorgänge in Erscheinung [34]. 

In unseren Rechnungen verschwinden die solitonischen Lösungen bei solchen Tempera- 
turen und Dichten, bei denen die Konstituenten-Quarkmasse etwa auf die Hälfte des Va- 
kuumwertes gefallen ist. Dies ist auch der Bereich, in dem die Konstituenten-Quarkmasse 
anfängt stark abzufallen (siehe auch Abbildung 6-2). Qualitativ kann man das folgender- 
maßen verstehen. Die Konstituenten-Quarkmasse bestimmt die Amplitude der mittleren 
mesonischen Felder, in denen sich die Quarks bewegen, d. h. die Tiefe des skalaren Poten- 
tials a, welches hauptsächlich für die Bindung der Valenzquarks verantivortlich ist, da  es 
im gesamten Raumgebiet anziehend wirkt. Wird der Potentialtopf flacher, so wandert der 
gebundene Zustand in diesem Potentialtopf nach oben - in Richtung Kontinuum - zu den 
ungebundenen Einteilchenzuständen. ,4b einem bestimmten Wert der Teilckendichte und 
Temperatur ist dann durch die Abnahme der Konstituenten-Quarkmasse einfach nicht 
mehr genug "Volumen3' im Potentialtopf, um einen gebundenen Zustand zu erm6glichen. 
Diese Eigenschaft basiert auf der Heisenbergschen Unschärferelation. Die Tiefe des Poten- 
tials bestimmt die Unschärfe des Impulses der Valeiizquarks und die 6rtBche Ausdehnung 
des Potentials ist verknüpft mit deren Unbestimmtheit im Raum. Das Produkt aus der 
Breite und Tiefe des Potentials kann nun nicht beliebig klein gemacht tvesden. 

7.2 Selbst konsist ent er chiraler Winkel und Nlesonenfelder 

Die Abbildung 7-2 zeigt den selbstkonsistenten chiralen Winkel B{r) aus @L (4.46) in 
Abhängigkeit von Baryonendichtc und Temperatur der Umgebung. Bei verseli12*~ndcndg.i 
Teilchendichte (po = 0) erkennt man die Zunahme der fiurnlicl~en Aus 
Winkels bei Erhöhung der Temperatur. Deutliche Effekte trekea hier dlerditags erst bei 
Temperaturen in Nähe des Verschwindens der selitonischen Lfisungen auf, Dies kam m a l  
qualitativ verstehen, wenn man dic gieiciizeitige Abna1~rn-t~ der K~~~stitwen%en~-C~~'$.rknias~e 
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Bild 7-2: 
Abhangigkeiten des chiralen 
Winkels 0 (Gl. (4.46)) vom 
radialen Abstand zum Ur- 
sprung des Solitons r: wie 
sie sich aus den selbstkon- 
sistenten Lösungen bei ver- 
schiedenen Umgebungsdich- 
ten po und variierenden Tem- 
peraturen T ergeben. In der 
rechten unteren Abbildung 
sind die Profile bei einer 
konstanten Temperatur für 
verschiedene Dichten darge- 
stellt. 

in Abbildung 6-2 betrachtet. Eine Abnahme der Konstituenten-Quarkmasse bedeutet eine 
Abnahme der Tiefe des skalaren Potentials, in dem das Valenzniveau gebunden ist. Wird 
das Potential flacher, so wird ein gebundener Zustand realisiert, indem die räumliche 
Ausdehnung des Potentials erhöht wird, damit genug "Volumen" im Potentialtopf ist. 

Bei endlicher Teilchendichte ist es möglich, daß bei Erhöhung der Temperatur die 
räumliche Ausdehnung des chiralen Winkel abnimmt. Dies muß man auch im Zusam- 
menhang mit dem Verlauf der Konstituenten-Quarkmasse in Abbildung 6-2 sehen. Bei 
endlicher Teilchendichte ist &f(T, po) keine mit der Temperatur monoton fallende Funk- 
tion, so da5 die Potentialtiefe mit, Erhöhung der Temperatur durchaus zunehmen kann. 
Dies kommt auch deutlich bei dem Radialteil der mesonischen Felder in Abbildung 7-3 
zum Ausdruck. 
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Bild 7-3: 
Radialteil der selbstkonsi- 
stenten mittleren rnesoni- 
sehen Felder U (GI. (4.44)) 
und n (Gl. (4.45)) in Abhän- 
gigkeit vom Abstand zum 
Ursprung des Solitons r 
bei unterschiedlichen Teil- 
chendichten po und Tempe- 
raturen T. 

7.3 Baryonendicht e, Baryonenzahl und mittlerer 
quadratischer Radius 

Die Baryonendichte p(r) des Solitons besteht aus einem (unregularisierten) Sti-6- U& einem 
Mediumanteil 

Pb9 = ~ ( 4  w e  t_ p(T)"l,med > (74 
in denen die einzelnen Ko~nponenten aus GI, (4.77) und G1. (4, 1 IXGt =t U = ~ G  f ~ l s n  
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Der mittlere quadratische Radius R' des Solitons ist gegeben durch 

Die Abbildung 7-4 zeigt die Baryonendichte, normiert auf die Baryonenzahl des So- 
litons, für drei verschiedene selbstkonsistente Lösungen. An der Stelle wo die Dichte des 

Bild 7-4: 
Baryonendichte p des Solitons 
(GI. (7.1)), normiert auf die Ba- 
ryonenzahl B, in Abhängigkeit 
vom radialen Abstand zum Ur- 
sprung r für 3 verschiedene Um- 
gebungsdichten (po) und Tempe- 
raturen (T). Der gepunkteten Li- 
nie entspricht der Seebeitrag aus 
GI. (7.2). Die gestrichelte Linie 
gibt die Dichte des homogenen Me- 
diums po (GI. (6.10)), ebenfalls 
in der diskreten Basis (Anhang 
D) berechnet, an. Der Radius der 
sphärischen Box beträgt D = 18/M 
und ist damit in den gezeigten 
Fällen unterschiedlich. 

homogenen Mediums (PO) abnimmt und abrupt endet, ist das Boxende erreicht. Die Ba- 
ryonendichte des homogenen Mediums wurde ebenfalls in der diskreten Basis mit einer 
endlichen Anzahl TFon Zuständen berechnet. Die Anzahl der Zustände muß groß genug sein, 
um den Kontinuumslimes in GI. (6.10) hinreichend genau zu reproduzieren. Bis auf die Re- 
gion unmittelbar am Kastenende (Relikt der Randbedingung für die Quarkfelder) ist dies 
in Abbildung 7-4 der Fall. Der Hauptbeitrag zur Lokalisierung der Feldkonfiguration am 
Ursprung stammt von den gebundenen Valenzquarks. Diese gebundenen Valenzquarks po- 
larisieren die Umgebung. Die gepunktete Linie in Abbildung 7-4 beschreibt den Seebeitrag 
(Gl. (7.2)) und gibt die Polarisierung der virtuellen Quark-Antiquark-Fluktuationen an. 
Diese i s i  am stärksten im Zentrum des Solitons, wo dieser Anteil negativ wird, d. h. die 
Anzahl der Antiquarks überwiegt (dadurch Abschirmung der Valenzquarks). Um diese 
Quark-Antiquark-Fluktuationen zu spüren, muß man somit tief in das Soliton eindrin- 
gen, so wie das bei tief inelastischen Lepton-Nukleon Streuungen der Fall ist. Die Tiefe 
des Loches betragt gr6BensrdnungsmäBig etu7a 1/10 der Baryonendichte des Solitons am 
Ursprung. Am Rand des Loches gibt es einen kleinen positiven Beitrag der Seequarks zur 
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Dichte, was zu einem insgesamt positiven Beitrag zum mittleren cluadratischen Radius 
führt. Die Seequarlcs liefern keinen Beitrag zur Baryonenzahl, da das Volumenintegral 
über GI. (7.2) verschwindet. Abbildung 7-4 verdeutlicht auch die abnehmende Lokalisie- 
rung der solitonischen Feldkonfiguwtion mit zunehmender Baryonendichte der U~ngebung 
(swelling) . 

Neben den Seequarks werden beim Soliton im Medium auch die reellen Quarks und 
Antiquarks des umgebenden Mediums polarisiert. Diese Polarisation ist ungefähr eine 
Größenordnung kleiner als die Polarisation der Seequarks und ist deshalb in Abbildung 
7-4 nicht sichtbar. Ein vergrößerter Ausschnitt (Bild 7-5) macht dies aber deutlich. Die 

Bild 7-5: 
Baryonendichte p (Gl. (7.1)) und 
ihre Komponenten fG1. (7.2), 
(GI. (7.3)) in Abhängigkeit vom ra- 
dialen Abstand zum Ursprung des 
Solitons r fiir die selbstkonsisten- 
te Lösung bei der Umgebungsdich- 
te po = 0.16 fm-3 und einer Tempe- 
ratur T = 100 MeV. Die Baryonen- 
dichte der Valenzquarks p(r)qlval = 
9ta1(r)9„i (Y) ist ein Bestandteil 
der Mediumdichte p(r)q3med- 

0.0 0.5 1 .O 1.5 2.0 

r (fm) 

Polarisation der Mediumquarks (ohne die Valenzquarks) ist im gr6lSeren Abstand zum 
Ursprung lokalisiert, so daß dadurch der rnittlere quadratische Radius wesentlich beein- 
flußt wird. Diese zusätzliche Polarisation liefert einen temperatur- und dichteabhängigen 
Beitrag zur Baryonenzahl, die dadurch im allgemeinen verschieden m n  Eins ist. Die nu- 
merischen Ergebnisse für die Baryonenzahl sind zusammen mit den Energien des Solitons 
in der späteren Abbildung 7-8 dargestellt. 

Um das Problem, einer von Eins verschiedenen Baryonenzahf des Solitons, zu l&sn, 
wurde in [16] für das inhomogene System mit den ortsabhängigen mesonischen Feldern 
ein neues chemisches Potential ps = p + 6p eingeführt, das verschieden vom chmiscfien 
Potential des homogenen Systems p ist. Um die daraus resdtisrenden Gnsequcrizen 
zu studieren, betrachten wir den Ausciruck für die B~ryoziendi&te des Solitons mit den 
chemischen Potentialen p, und ,U für die sulitonicche und 1xornogcxl.e E"csldIionEgurati~~f 
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der sich mit Hilfe von GI. (4.75) und F=l/Nc ergibt. 
In der asy~nptotischen Region weit außerhalb des Ursprungs des Solitons (r  » R) 

können wir A(p,)-I durch Ao(pS)-l und ( h  - ps) durch (ho - p,) ersetzen. Dies erkennt 
man, wenn man A(pS)-l nach Ao(pS)-l entwickelt (Gradientenentwicklung [52]). Beide 
Operatoren unterscheiden sich dann durch Terme, die proportional den Abweichungen 
von cr und n von ihren asymptotischen Werten sind, und durch Terme, die proportional 
zu den Ableitungen der niesonischen Felder sind. Weit genug vom Zentrum des Solitons 
entfernt verschwinden beide, und es gilt mit Hilfe von G1. (4.77) und GI. (4.78) 

und die Dichte verschwindet nur, wenn die chemischen Potentiale p und p, gleich sind. 
Die Einführung von verschiedenen chemischen Potentialen hat zur Folge, daß man die 
Besetzungswahrscheinlichkeiten für die Quarks in den ungebundenen Zuständen ändert. 
Diese Quarks tragen zu Dichten in großem Abstand zum Ursprung bei, und ein Teil 
der Baryonenzahl ist über dem gesamten Raum verschmiert. Man erhält keine wirklich 
lokalisierte Feldkonfiguration, und der mittlere quadratische Radius divergiert. Da man in 
der numerischen Rechnung nur innerhalb eines Kastens bestimmter Länge integriert gibt 
es zwar keine Divergenzen im mittleren quadratischen Radius, aber er wird vom Betrag 
her sehr groß und ist durch die Kastengröße bestimmt. Solche Probleme traten beim 
Soliton im Vakuum nicht auf, da man hier nur 3 Quarks im gebundenen Valenzniveau 
hatte, die keinen Beitrag zur Teilchendichte in großen Abständen vom Ursprung liefern. 
Um eine lokalisierte Abweichung vom homogenen Medium zu erhalten, verwenden wir 
aus den oben genannten Gründen nur ein chemisches Potential und lassen eine von Eins 
verschiedene Baryonenzahl zu. 

Eine weitere Möglichkeit, die Baryonenzahl des Solitons auf Eins zu fixieren ohne 
ein neues chemisches Potential einzuführen, wurde in [62] vorgestellt. Hier wurde die 
regularisierte Baryonenzahl des Solitons im Vakuum betrachtet, die ebenfalls von Eins 
abweicht (siehe auch Anmerkungen am Ende von Kapitel 4.3). Um die Baryonenzahl auf 
Eins zu fixieren, verzichtete man auf den chiralen Zirkel (GI. (4.6)) und führte somit ein 
weiteres freies Feld ein. Zusätzlich forderte man die Erhaltung der Baryonenzahl, was 
das Soliton vor dem in den Arbeiten [52,53] prognostizierten Kollaps bewahrt. Da diese 
Behandlung über den chiralen Zirkel hinausgeht, wird diese Methode in dieser Arbeit 
nicht betrachtet. 

In Abbildung 7-6 sind die solitonischen Baryonendichten bei verschiedenen Dichten 
und Temperaturen der Umgebung zusammengestellt. Man erkennt, die Abnahme der Lo- 
kalisierung der solitonischen Feldkonfiguration bei Erhöhung der Teilchendichte der Um- 
gebung, Bei konstanter Umgebungsdichte, aber verschiedenen Temperaturen, ist dieser 
Zusammenhang nicht immer monoton. Hier kann es vorkommen, daß eine Erhöhung der 
Temperatur auch zu einer Zunahme der Lokalisierung führt. Dieses Verhalten erkennt 
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r (fm) r (fm) 
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Bild 7-6: 
Baryonendichte p des Soli- 
tons (Gl. (7.1)) in Abhän- 

1 gigkeit vom radialen Ab- 
? 1.0 1.0 9 

T = 50 MeV T = 70 MeV E stand zum Ursprung r bei 

T = 150 MeV ..... . . . .. . . T= 150 MeV V unterschiedlichen Baryonen- 
T=lgOMeV - - X :  - - - -  dichten po und Temperatu- 

L .  
ren T der Umgebung. 
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man auch bei den mittleren Feldern in Abbildung 7-3 und beim mittleren guadratisclxen 
Radius in Abbildung 7-7. 

Bei kleinen Temperaturen wächst der mittlere quadratische RR,adius (r, rn, s. Radius) 
naherungsweise linear mit der Umgebungsdichte (po),  Der r. m. s. Radius des Sdittsns, 
eingebettet in ein Medium mit narmder Kerndiditc, ist um etwa 20% grbj3~r als irn hta- 
kuum. Bei verschwindender Unigebungsdichte nimmt der r- m. s. Radius monotoz-r mit der 
Temperatur zu. Bei endlichen Urngebungsdichten ist dies nick mehr der F&, Hkr kommt 
es bis ca. T z  125 MeV erst zu einer leichten Abnahme des s, m. s,. Radius. Ab Teit1pera%u- 
ren größer als SN 125 MeV gib% es dann einen starken Anstieg, bis es acCr12ie33ii~il abcrkaib 
T N 180 MeV keine solitonischcn Lösungen mehr gibt;, was den DccoaiB~~etr~enk%berg%~g 
simuliert. 

Der r. m. s. Radius wird im wesentlichen ditrcth zwei Effekte B@~S;in_nime. "Zum einen 
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Bild 7-7: 
Der mittlere Radius R aus GI. (7.4) 
des Solitons in Abhängigkeit von 
der Temperatur bei verschiedenen 
Unigebungsdichten po , die in Ein- 
heiten der Dichte normaler Kern- 
materie p„, = 0.16 fm-3 angegeben 
sind. 

T (MeV) 

skaliert die Ausdehnung der selbstkonsistenten mittleren Felder ungefähr mit dem Inver- 
sen der Konstituenten-Quarkmasse 1/M, was sich entsprechend auf die Baryonendichte 
auswirkt. Der zweite Effekt kommt von der Polarisation der Umgebung, die in größerem 
Abstand zum Zentrum des Solitons eine positive Teilchendichte in Bezug zum homogenen 
Medium hervorruft. Der r. m. s. Radius ist empfindlich für die Teilchendichte in großen 
Abständen zum Ursprung, da bei der Berechnung die Dichten (GI. (7.4)) mit r4 gewichtet 
werden. 

Ein Vergleich unserer Werte für den r. m. s. Radius mit [16] ist nicht problemlos, we- 
gen der dortigen Verwendung von zwei unterschiedlichen chemischen Potentialen, was zu 
einer von Null verschiedenen Baryonendichte des Solitons bei beliebig großen Entfernun- 
gen vom Zentrum des Soliton führt. Im Gegensatz zu 1161 finden wir bei Erhöhung der 
Umgebungsdichte immer eine Erhöhung des r. m. s. Radius für jede Temperatur. 

7.4 Energien des Solitons 

Die numerisch bestimmte innere Energie des Solitons E (GI. (4.51)) in Abhängigkeit von 
den thermodynamischen Parametern der Umgebung ist in Abbildung 7-8 gegeben. Wei- 
terhin ist die dichte- und temperaturabhängige Baryonenzahl B (Gl. (4.49)) im rechten 
unteren Teilbild dargestellt. Im Temperaturbereich 80 MeV < T ( 180 MeV liegt sie zwi- 
schen 0.8 und 1.2. Für kleinere Temperaturen gibt es bei endlicher Baryonendichte der 
Umgebung einen starken Anstieg von B. Hier deuten sich bei der Iteration der Bewe- 
gungsgleichung schon Oszillationen des ehiralen Winkels an, so daß die Ergebnisse in 
diesem Bereich mit Vorsich zu betrachten sind. Durch die Bindung der Valenzquarks 
wird Energie gegenihr dem Zustand des homogenen Mediums gewonnen. Gleichzeitig 
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Bild 7-8: 
Scebeitrag (sce) aus GI. 
(4.54), Mediumanteil (med) 
aus GI. (4.56) und meso- 
nischer Beitrag (~nes) (Gl. 
(4.53)) zur gesamten (tot) 
inneren Energie (GI. (4.51)) 
des Solitons in Abhängigkeit 
von der Temperatur bei ver- 
schiedenen Baryonendichten 
po der Umgebung. Der Bei- 
trag der Valenzquarks 3 Evai 

(val) zur inneren Energie 
ist ebenfalls angegeben. Die 
zu der Feldkonfiguration ge 
hörende temperatur- und 
dichteabhängige Baryonen- 
zahl (B) (GI. (4.49)) ist ins 
Teilbild rechts unten zu se- 
hen. 
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muß aber für die Polarisation der Umgebung ein beträchtlicher Anteil an Energie aufge- 
bracht werden. Der Seeanteil (Gl. (4.54)) macht nahezu 50% der gesamten inneren Energie 
aus. Der Hauptbeitrag zu der Energie der reellen Quarks kommt von den Valeriaquarls 
Eva' = 3 ~,d, die relativ unabhängig von der Barpnendichte der Umgebung, nnd damit 
unabhängig von der Konstituenien-Quarkmasse, bei etwa 500 MeV verharrt- Die Ener- 
gien skalieren keineswegs mit der Konstituenten-Qu~~kmassc. Kommt das 'Cuda,1enr;niwitii 
~,al X 500/3 MeV in die Nahe der oberen Kante des skalaren Potentida, so vcrschmiudet 
die solitonisclie Lösung. Der rein mesonische Beitrag (@I. (4.53)) lieferk nur einen kleinen 
Beitrag zur Gesamtenergie von ca. 30 MeV. 

Der Anstieg der Gesamtenergie bei endlidien Unigebungsdicl~te~~ und Iklelneri. %km- 
peraturen muß im Zusarnme~hang mit der sttwken Zunahme der Baryoneliaahl gesehen 
werden. 

Ein Teil der inneren Energie wird dem Soliton vm dem die U~ngebung ~eprEserrtie- 
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T (MeV) T (MeV) 

Bild 7-9: 
Innere Energie (E) aus G1. 
(Ul), freie (F) Feldenergie 
(Gl. (4.52)) sowie das groß- 
kanonische Potential (52) 
(GI. (4.34)) der solitonischen 
Feldkonfigurationen in Ab- 
hängigkeit von der Tem- 
peratur bei verschiedenen 
Baryonendichten der Umge- 
bung (po).  Weiterhin ist das 
Dreifache der Konstituen- 
ten-Quarkmasse (3 M) ange- 
geben. Die zu der Feldkon- 
Gguration gehörende tempe- 
ratur- und dichteabhängige 
Baryonenzahl (B) ist im 
Teilbild rechts unten zu se- 
hen. 

rendem Wärme- und Teilchenbad zur Verfügung gestellt. Aus diesem Grund haben wir 
zusätzlich die freie Energie F (GI- (4.52)) und das großkanonische Potential i2 (Gl. (4.34)) 
in Abbildung 7-9 dargestellt. 

Wahrend die innere Energie die gesamte am System zur Erzeugung des Solitons aufiu- 
bringende Arbeit darstellt, enthält die freie Energie nicht den Anteil an Wärmemenge, der 
vom \'F"iirrmebad geliefert wird und proportional der Entropieiinderung, zwischen inhomo- 
genen und homogenen System, ist. Das großkanonische Potential enthält weiterhin nicht 
den Anteil an chemischer Arbeit, den das Teilchenbad zur Änderung der Baryonenzahl 
(Abweichung von Eins) liefert. Dabei ist; berücksichtigt, dafi das gebundene Valenzniveau 
des inhomogenen Systems, wegen der Fixierung seiner Besetzungszahl auf Eins, keinen 
Beitrag zur Entropie liefert und nicht mit dem chemischen Potential p verknüpft wird. 
Dadurch wird der Zusammenhang zwischen großkanonischen Potential und freier Energie 
modifiziert zu Q=F - p &(B - 1). Bei B = 1 oder p= 0 sind C2 und F gleich. 
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Mit zunehmender Baryonendichte der Umgebung werden die Unterschiede zwischen 
E, F und R immer geringer. Der Unterschied zwischen der inneren Energie und der frei- 
en Energie nimmt im allgemeinen mit der Temperatur zu, d. h. es wird verstarkt eine 
Wiirmemenge aus dem Wärmebad aufgenommen. Die Temperatiirabhängigkeit des groß- 
kanonischen Potentials zeigt ein ähnliches Verhalten wie die Konstituenten-Quarkmasse. 
Die Dichteabhängigkeit ist jedoch wesentlich geringer. Wir beobachten kein Skalenverhal- 
ten, im Gegensatz zu 12,831, wobei man in diesem Modell aber noch die quasi-klassischen 
Energiekorrekturen in Kapitel 8 berücksichtigen muß, die erst einen Vergleich mit der 
Masse des Nukleons ermöglichen. 

Ein Vergleich der Ergebnisse mit [16] ist wieder nicht problemlos. Unterschiede im 
Bereich von einigen hundert MeV resultieren aus Besonderheiten bei der Besetzung des 
Valenzniveaus (des homogenen Systems) und der bereits erwähnten Einführung unter- 
schiedlicher chemischer Potentiale. 

8 Quasi-klassische Energiekorrekturen 

Das in den vorangehenden Kapiteln behandelte Soliton beschreibt keine physikalischen 
Teilchen wie Nukleonen oder A-Isobaren. Das liegt daran, daß aufgrund der eingeführten 
Näherungen die solitonische Lösung kein Eigenzustand Ton Impuls, Spin und Isospin ist. 
Als Folge davon existieren, neben den thermischen Fluktuationen aufgrund der Anwesen- 
heit des Mediums, Impuls-, Spin- und Isospinfluktuationen des Solitons, deren kinetische 
Energien in den Meanfield-Lösungen enthalten sind. 

quasi-klass. 
Soliton + Nukleon, A 

Korrekturen 

Zur näherungsweisen Bestimmung dieser Energien mit Hilfe des F~~sl~i72g- und CraakCng- 
Verfahrens [19], das schon beim Soliton im Vakuum zur Anwendung kam [20,84,21], ist 
die Kenntnis der mit diesen Bewegungen verknüpften Tr~g~1eitsmo1nent.e notlvendlg. Die 
Berechnung von Trägheitsparametern im Medium und die Bestimmung der Energiekor- 
rekturen wird in den folgenden ,4bsdi1litteri behandelt. 

8 -1 Impulsfluktuationen und Schwerpunktskorrekturen 

Die Näherung des ortsabhängigeri. mittleren Feldes zerstört die Zie~niEcl~e "1"~&nslat,tioz~s- 
symmetrie, was in Abschnitt; 3.3 auch dadurch zum A~zsdruck kam, dd.3 dir! Greplin-hnli- 
tion nicht nur von der Differenz T'-T, sondern von den Osten rt uad r t.Pnzeln abI~&a@* 



~ 60 8 Quasi-klassische Energiekorrekturm 

Der Impulsoperator P des Solitons vertauscht nicht mit dem Harnilton-Operator, so daß 
der Impuls keine Erhaltungsgröße des Systenis ist. 

Das wollen wir im folgenden kurz zeigen. Dazu benutzen wir Operatoren (in 2. Quan- 
tisierung) in Heisenberg-Darstellung für imaginäre Zeiten 

mit den Matsubara-Operatoren ; und Y aus GI. (3.31). Den Einteilchen-Operator o neh- 
men wir als zeitunabhängig an, da später nur solche Operatoren, wie z. B. der Impuls 
o =P, betrachtet werden. Bildet man die Zeitableiturig und benutzt die Bewegungsglei- 
chung (GI. (3.37)) für und Q, so ergibt sich 

Wenn also 6 mit dem Hamilton-Operator H = J d3r q(r,  T) h 4(r, T) und dem Teilchen- 
zahloperator N=J d3r ;(T, r)Q(r, r )  -vertauscht, handelt es sich um eine Erhaltungsgröße. 

Für die Vertauschung des Impulsoperators des Solitons ( ~ ( r )  =J d3r ;(T, T) p Q(r, T)) 
mit dem Hamilton-Operator ergibt sich die Beziehung 

[H, P] = J d3r [H7 i ( r ,  7) P ~ ( r ,  T)] , 

was sich unter Ausnutzung der Beziehung [A, BC] = [A, B] C + B [A, C] mit A = H, 
~ = $ ( r ,  T) und C=p @(T, r )  schreiben läßt als 

Bei dem zweiten Kommutator auf der rechten Seite der obigen Gleichung kann der Diffe- 
rentialoperator p vor den Kommutator gezogen werden, da H nicht von r abhängt (in H 
wurde über das Volumen integriert). Um den Ausdruck weiter auswerten zu können, muß 
man die Vertauschungen des Hamilton-Operators mit den Quark-Feldoperatoren kennen. 
Dafür benutzt man die Beziehung (3.38) und die Antivertauschungsrelationen der Quark- 
Feldoperatoren zu gleichen Zeiten (Gl. (3 .X?)) und erhält 

Setzt man dies in GI. (8.4) ein und führt im ersten Term auf der rechten Seite eine partielle 
Integration durch (Überwerfen von p) ,  so ergibt sich 

und die Vertauschung des Harnilton-Opercttors mit dem Impuls ist auf die Vertauschung 
der entsprechenden Einteilchen-Operatoren zurückgeführt. Dtrrch analoges Vorgehen kann 
man zeigen, daß der Impulsoperator mit dem Teilchenzahloporator vertauscht ( [ J ! ,  P] = 
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0). Da h die ortsabhängigen mittleren Felder $,(T) enthält, ist [h,p] proportional zu den 
räumlichen Ableitungen dieser Felder und GI. (8.6) verschwindet im allgemeinen nicht, so 
da13 d P (T) / d r  # 0 gilt. 

Zur späteren Berechnung der Inipulsflul~tuatio~ien des Solitons betrachten wir das 
Quadrat eines zweitquantisierten Operators 

was 

ergibt, wobei im Unterschied zu GI. (8.1) die @(T) Feldoperatoren im Schriidinger-Bild 
(Matsubara-Operatoren zum Zeitpunkt T= 0) sind. Dabei nehmen wir an, daß die Matrix 
o, diagonal im Farb-Raum ist und i,j seien Dirac-Flavourindizes. Mit Hilfe der Anti- 
Vertauschungsrelationen aus GI. (3.32) Iäßt sich das Quadrat des Operators in einen Ein- 
und Zweiteilchenbeitrag (im Sinne der 2. Quantisierung) aufspalten 

mit 

Der thermische Erwartungswert des Zweiteilchenbeitrag [B21t2) ergibt sich als zweite Ab- 
leitung der Zustandsfunktion 

mit Z(T,  p; r;) = exp [-R(T, p; &)/T] und einem großkanonischen Potential, bei dem wie 
im Abschnitt 4.3 der Einteilchen-Hamiltonian h durch h - K o ersetzt -rvurde. Aufgrurid 
der Näherung des mittleren Feldes liefert nur der Quarkanteil des gro$kansnisch-t!~1 PO- 
tentials einen Beitrag (die rein mesonischen Anteile kiirzen sich weg) zum thermischen 
Erwartungswert, so daß R(T, p; E) durch Q(,) (T, p; n) ersetzt werden kann. Divergiert der 
Erwartungswert, so ist das regularisierte großkanonische Potential der Quarks &?)_(T, p; 
zu benutzen. Für die Gleichung (8.11) erhalten wir somit 

Der erste Term entspricht dem Quadrat des Erwartu~igs~~.~i!rtes von &$ so &B sich insge- 
samt 
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ergibt. Für die Fluktuationen Ae) G d- ( 6 )  des Operators e) erhält man 

mit ( d ) ( ~ )  = -dR(T, p; K ) / ~ K ,  dem thermischen Erwartungswert des Operators d bei 
Anwesenheit des Quellterms -K o. 

Die Gleichungen (8.13) und (8.14) verwenden wir zur Bestimmung der Impulsfluktua- 
tionen des Solitons. Dazu ersetzen wir den Einteilchen-Hamiltonian h durch 

wobei man die (euklidische) Geschwindigkeit U als Lagrange-Parameter zur Fixierung des 
mittleren (euklidischen) Impulses des Solitons (P) (U) betrachten kann. Aus der Gleichung 
(8.14) erhält man dann mit K = U  und o = p  für die ImpuIsfluktuationen 

Der erste Term auf der rechten Seite der obigen Gleichung gibt die unphysikalischen 
Impulsfluktuationen des Solitons aufgrund der Näherung des ortsabhängigen mittleren 
Feldes an. Der zweite Term (der im Falle T = 0 verschwindet) beschreibt die thermischen 
Fluktuationen des Solitons als Ganzes im Medium. Der Proportionalitätsfaktor zwischen 
dem mittleren Impuls (P) (U) und der Geschwindigkeit des Solitons ist dessen träge Masse 
M. Der Trägheitsparameter 

ist diagonal, da  für rotationssymmetrische Feldkonfigurationen keine Richtung im Raum 
bevorzugt ist. 

Desweiteren verschwindet für die solitonische Lösung der Erwartungswert des Impulses 
bei V = 0, d. h. (P) = (P) (V = 0) = 0 - das Soliton L'zappelt" in d le  Richtungen gleich- 
wahrscheinlich. Dies erkennt man unmittelbar durch die mögliche Kommutatordarstellung 
(GI. (F.14)) des Einteilchen-Impulsoperators 

wenn man bei der Berechnung des thermischen Er~vizrtungswertes (P), entsprechend den 
Ausdrücken (4.65) und (4,72), die Möglichkeit des zyklischen Vertauschens unter der Spur 
und die Vertauschbarkeit von h2 mit A(p)  beachtet (wegen [/I, B-'1 = -B-'[A, B]B-I ver- 
tauscht dann hZ mit A(']-l). Die Darstellung G1. (8.18) gilt für allgemeine Felder $,(r), 
unabhgngig von zus5tzlicllen Synimetrien fz. B. sphiirische Symmetrie), Das Verschwin- 
den des thermischen Ertvartunp\vertes des Impulses des Solitons ist somit allein eine Folge 
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der Zeitunabhängigkeit der mittleren Felder (damit ist h zcitunabhängig und vertauscht 
mit A ( P ) ) .  

Diese Aussage hat ein -4nalogon in einer lokalen klassischen Feldtheorie, in der der 
Gesamtimpuls P'' mit Hilfe des Energie-Impuls-Tensors Tp" berechnet wird. Die Zeitun- 
abhängigkcit dieses Tensors hat für eine isolierte Feldkonfiguration dann einen verschwin- 
denden (Dreier-) Impuls zur Folge. Dies ergibt sich aus J d3r  &(7.jToi) = J d3r Toj + 
J 'd3 r  +&Toi. Die linke Seite kann nach Anwendung des Satzes von Gauß in ein Ober- 
flachenintegral verwandelt werden. Dieser Term verschwindet unter der ilnnahme des 
genügend schnellen Abklingens dcr Felder in großen Entfernungen. Der lokale Energie- 
Impuls-Erhaltungssatz T p " , ,  = 0 liefert für einen zeitunabhängigen Energie-Impuls-Tensor 
die Aussage -&Toi = 0. Daraus folgt dann letztlich Pj = J d 3 r  T@ = 0. 

Die letzten Überlegungen ergeben mit den Gln. (8.13), (8.16) und (8.17) 

Die mit diesen Impulsfluktuationen verbundenen kinetischen Energien erhält man in 
nichtrelativistischer Näherung bei Division der obigen Gleichung durch das Zweifache 
der trägen Masse 

Während der 2. Term die Energie der thermischen Fluktuationen des Solitons irn Medium 
liefert (auf jeden Freiheitsgrad der Translation entfallen T/2),  beschreibt der 1. Term die 
Energie der unphysikalischen Schwerpunktsbewegung 

Um diese näherungsweise aus dem System zu entfernen, subtrahieren wir sie von den 
Meanfield-Energien (Gl. (4.51)), (GI. (4.52)) und erhalten die sehtVerpu~~ktskorrig3erten 
Energien 

Der Erwartungswert des Einteilchenbeitrages von p2 in GWcliung (8.21) wird reylarisiert 
und berechnet mit den Formeln (4.66) und (4.74) mit o=p2. 

Nach unserer Argumentation sollte { [P~) (~ ) )  # 0 mit [hfi, p] j. O verkniipft sein. Dieser 
Zusammenhang läßt sich herstellen, wenn man GI. (3-18) mit p w~ultipliziea:t und d a  
Ergebnis als 

I i 
p2 = - [h2$ r m p ]  + l~. [P' h2] 8.23) 

2 
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schreibt. Bei der Berechnung des thermischen Ermartungswertes ([b2](,)) liefert dann der 
erste Kommutator auf der rechten Seite von GI. (8.23) keinen Beitrag (analoge Überle- 
gungen mit denen zuvor (P) = 0 gezeigt wurde). Der 2. Term verschwindet ebenfalls, 
wenn der Einteilchenimpuls p mit dem Haniltoii-Operator h vertauscht, und wir erhalten 

(P21„,) =o. 
Nach diesen Wberlegungen ist klar, dafl das homogene Medium von Monstituentcn- - 2 

quarks wegen [p, hol = 0 keinen Beitrag zu ([P liefert, was numerisch bei Verwen- 
dung der diskreten Basis (Anhang D) auch bestätigt wird. Das Auftreten der Energie 
(GI. (5.21)) hängt mit der Beschreibung einer lokalisierten Feldkonfiguration zusammen. 
Diese Lokalisierung ist nach der Heisenbergschen Unschärferelation mit Impulsfluktiiatio- 
nen verknüpft, die kinetische Energien enthält. 

Schlüsselgröße zur Bestimmung der Energiekorrektur in GI. (8.21) ist die träge klasse 
des Solitons M. Die Bestimmung dieser Größe und anschlieflende Berechnung der korri- 
gierten Meanfield-Energien ist im folgenden Abschnitt gegeben. 

8.1.1 Trägheitsparameter für  Translation - träge Masse des Solitons 

Bevor wir zur Ermittlung der trägen Masse als den Proportionalitätsfaktor zwischen Im- 
puls und Geschwindigkeit des Solitons bei einer langsamen Bewegung im umgebenden 
Medium kommen, besprechen wir den Fall der Bewegung des Solitons im Vakuum. Es 
geht dabei um ein Verständnis der Begriffe Feldmasse und träge Masse. Dabei wird klar 
werden, daß die Gleichheit von Feldmasse und träger Masse ("masseneinheitliche" Theo- 
rie) bei einem ausgedehnten Teilchen nicht selbstverständlich in jedem Modell realisiert 
sein muß - für eine konsistente Theorie aber realisiert sein sollte. Für eine ausführliche 
Diskussion siehe auch [85,86]. 

Für ein Punktteilchen bilden Energie und (Dreier-) Impuls einen Vierervektor P" = 
(E, P), und die Lorentz-Invarianz liefert für die freie Bewegung des Teilchens mit der 

(Dreier-) Geschwindigkeit V im Vakuum den Zusammenhang P =EU mit E = 
Die Rolle der Trägheit übernimmt in der speziellen Relativitätstheorie die Energie. Für 
kleine Geschwindigkeiten gegenüber der Lichtgeschwindigkeit, bei denen man den Impuls 
nur bis zur ersten Ordnung in V berücksichtigt, ergibt sich das nichtrelativistische Resultat 
P = MV. M ist dabei die Ruheenergie (Masse) des Teilchens. Ruheenergie und träge Masse 
sind in dieser Näherung folgerichtig identisch (iW hat bei diesen Überlegungen nichts mit 
der Konstituenten-Quarkmasse zu tun). 

FVill man den Viereriznpuls P" = (E, P) eines ausgedehnten Teilchens mit Hilfe einer 
klassischen Feldtheorie aus der Energie und dem Impuls des Feldes berechnen, so ergibt 
sich der Viererimpuls des Teilchens aus dem Energie-Impuls-Tmsorfeld TH" 

Bezieht man sich auf das Ruhesystem des Teilchens (PP = (M>O)) ,  so ergibt sich die 
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Feldmasse 1.i aus der Berechnung der Feldenergie 

Führt man eine Lorentz-Transformation von G1. (8.24) in X-Richtung durch, so erhält man 
bei Berücltsichtigung der Zeitunabhängigkeit des Energie-Impuls-Tensors im Ruhesystem 
des Teilchens fiir den Impuls P'' bis zur ersten Ordnung in der Geschwindigkeit v [86] 

Die träge Masse M, als der Proportionalitätsfaktor zwischen Impuls und Geschwindigkeit, 
enthält in dieser Näherung neben der Feldmasse hl noch den Zusatzterm J d 3 r T 1 1 .  Für 
das elektromagnetische Feld entspricht beispielsweise T'' dem Druck des elektromagne- 
tischen Feldes. Erst wenn das Integral J d 3 r  Tl1 verschwindet, ergibt sich die .&quivaleuz 
von Feldmasse und träger Masse. Man kann zeigen, daß in einer konsistenten Theorie, 
in der der lokale Energie-Impuls-Erhaltungssatz TP"," = O  gilt, der Energie-Impuls-Tensor 
im Ruhesystem zeitunabhängig ist und die Komponenten Tii genügend rasch für große 
räumliche Abstände verschwinden, die Relation 

gilt, wobei über j hier nicht zu summieren ist. Dies folgt aus J d 3 r  &(,jTji) =J d 3 r  T"+ 
J d 3 r  rj&Tji (keine Summation über j ! ) .  Die linke Seite verschwindet nach Umvand- 
lung in ein Oberflächenintegral und der lokale Energie-Impuls-Erhaltungssatz liefert für 
einen zeitunabhängigen Energie-Impuls-Tensor &T" = 0. Daraus ergibt sich dann die 
Behauptung in G1. (8.27). Dazu noch einige Bemerkungen. 

Es ist klar, daß allein aus einem elektromagnetischen Feld kein stabiles Teilchen be- 
stehen kann, da der Strahlungsdruck zur Explosion führt. Man braucht zmiitzli&e Kuh& 
sionskräfte, so daß der gesamte Tensor, als Summe von Energie-Irripuls-Tensor des dek- 
tromagnetischen Feldes und des Kohäsionstensors, dem Energie-I~n~~uls-Erhalf,u~~g~~~z& 
genügt. In Bag-Modellen des Nukleons erzeugen die Quarks in1 Inneren einen Druck, der 
ebenfalls zur Explosion führen würde. Das Gleichgetvicht wird hier durch Einführung 
einer Bag-Konstanten aufrechterhalten, die von außen einen Gegendruck erzeugt. Die 
Einführung der Bag-Konstante sichert letztlich den Energie-I1ngul,a-E~Er~lt~ngss8tli,~ der 
sonst an der Bag-Oberfläche nicht erfüllt wäre 583'1. 

Der zuvor diskutierte Fall eines durch einen Energie-lri~puls-Tensor cIiarakten"ir!rtcai 
Feldes weist gewisse Analogien zu dem hier verwendeten IL10dell auf. Die Fefcimdsse des 
Solitons wird aus der Feldenergic der Quarkfelder bestimmt und durch CE@ N53aerung des 
mittleren Feldes kann man das Modell als quasi-kfadche FeMtjit)orie keaiigli& der Eddri!a: 
ba ansehen. Der wesentliche Uriterscliied b~stehrt nun darin, daß die rnP& 
Determinante eine explizite Konstruktion des Iakden Etiergie-Iant~puBs-Te~ic~rs~ BIS RI~L-  
tion der mesonischen Felder und deren ,kbleitungen, ari&% zenl8fit. %.hter - % U S I P U ~ Z ~ ~ ~  

algebraischer Operatorrelatio~icn, die äpiiter aingeiuhrj; tvesdexn, und der Fttfdgl~icl~axigen 
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für die mittleren Felder konnte jedoch in [20] die Äquivalenz von Feldmasse und träger 
Masse, einschließlich des Problems der Regularisierung der Quark-Determinante, gezeigt 
werden. Die Verwendung der Feldgleichungen (X2 = 0) ist im gewissen Sinne analog der 
oben verwendeten Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors in einer lokalen Theorie. 
Beide Beziehungen scheinen dafür zu sorgen, tlaß Terme, die die Äquivalenz von Feld- 
rnasse und träger klasse zerstören köriritcn (wie der Term J d"r Tl1 in G1. (5.26)), nicht 
auftreten. In diesem Sinne ist die Theorie "masseneinheitlich" . 

Kommen wir nun zum Verhalten eines Solitons in eine~n Medium. Die Anwesenheit ei- 
nes Mediums zerstört die Lorentz-Invarianz, da das Medium ein bevorzugtes Bezugssytem 
darstellt. Man kann sich nun bei der langsamen Bewegung des Solitons im umgebenden 
Medium von vornherein nicht auf die obigen Aussagen beziehen. Die träge I\/iasse soll- 
te  man aber weiterhin als den Proportionalitätsfaktor zwischen mittleren Impuls und 
Geschwindigkeit des Solitons ansehen. Welche Größe sollte man bei Anwesenheit eines 
Mediums als Feldmasse des Solitons betrachten? 

Wir betrachten ein genügend großes Volumen homogener Quarkmaterie bei der Tem- 
peratur T und dem chemischen Potential p. Dessen extensive Größen der mittleren inneren 
Energie, Entropie und mittleren Teilchenzahl seien (Eo, So, .iRJ,). Durch das Hinzufügen von 
3 Valenzquarks entsteht in diesem Volumen eine inhomogene (solitäre) Feldkonfiguration, 
die durch die Größen (EI, Si, NI) charakterisiert wird und die sich in der Umgebung der 
3 Valenzquarks von der homogenen Konfiguration unterscheidet. Damit sich dabei die 
Eigenschaften des Mediums in genügend großer Entfernung vom Soliton nicht ändern, 
müssen Temperatur und chemisches Potential die gleichen sein wie im Falle des homoge- 
nen Mediums. Neben der (äußeren) Arbeit, die man für die Verschiebung der Einteilchen- 
Energieniveaus der Quarks gegenüber dem homogenen Fall aufbringen muß, wird von 
dem umgebenden Wärme- und Teilchenbad eine bestimmte Wärmemenge (proportional 
der Entropieänderung) geliefert und chemische Arbeit (proportional zur Teilchenzahlände- 
rung) geleistet. Die gesamte am System geleistete Arbeit ist die Summe dieser drei Anteile 
gegeben durch die Differenz der inneren Energien EI - Eo. Aufgrund der Energie-Masse 
Relation sollte jede Form von Energie (also auch die durchs Wärme- und Teilchenbad ge- 
lieferte Wärmemenge und die chemische Arbeit, die dann im System enthalten sind) einer 
bestimmten Masse entsprechen. In diesem Sinne sollte man als Feldmasse des Solitons 
die Differenz der inneren Energien bezeichnen. Durch eine Erweiterung der Ideen aus der 
Referenz 1201 kann man nun auch für die Bewegung im Medium analytisch die Aquivalenz 
von Feldmasse und träger Masse zeigen, was irn folgenden ausgeführt wird [88,22], 

Zur Berechnung der triigen Masse des Solitons betrachten wir dessen adiabatische 
Bevegung mit der Geschwindigkeit V in dem umgebenden Medium von Konstituenten- 
quarks. Diese Bewegung soll so langsam sein, daß zu jeder Zeit thermodynamisches Gleich- 
gewicht herrscht. In der Näherung dcs mittleren Feldes wird auch keine Streuung an den 
Konstituentenquarks betrachtet. Das großk~11110nische Potential Q(v) des sich bewegen- 
den Solitons ist dann fiir kleine Geschwindigkeiten durch die selben Ausdrücke wie in 
(11. (4.32) und GI. (4.34) mit den Anteilen [Gl. (4.22)), f@l. (4.29)) und (Gl. (4.33)) für 
das Soliton bei v = 0, gegeberr, wobei der Einteilchen-Hamilton-Operator in den Opera- 
koren (GI. (4.lf)), (GI. (4.12)) nxin durch den Operator in 61. (8.15) zu ersetzen ist. Die 
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euklidische Geschwindigkeit U kann man hier als Lagrange-Parameter zur Fixierung des 
mittleren Impulses des Solitons (P) (U) betrachten. Der Term -V . p  wirkt für die Quarlcs 
in dem mitbewegten System wie ein zusätzliches Feld. Da das Soliton mit der Wmge- 
bung verbunden (eingebettet) ist, muf3 man erst einen Teil des Mediums, der das Soliton 
enthält, bewegen und anschlieflend dasselbe mit dem homogenen hledium tun, Die trage 
Masse des Solitons ist dann die Differenz der zwei dabei auftretenden trägen Massen, so 
wie das bei der Rechnung irn Anhang F deiitlich wird. Da wir im Euklidischen Raum ar- 
beiten, ist U hier als euklidische Geschwiridigl<cit antihermitesch ut= -U anzusetzen. Man 

<IR- .<IR-- kann sich das durch U = - <IT - -1, - ivPi„ klarmachen, wobei wphys die physikalische 
Geschwindiglceit im Minkomski-Raum sein soll. Damit gilt auch &= - a2 . Für 

~ " ~ i i r s ~ " ~ h y s  

den Trägheitsparameter ergibt sich (GI. (8.17)) 

wobei (Pk)(u) hier der mittlere euklidische Impuls ist. 
Bei der Entwicklung des großkanonischen Potentials nach der Geschwindigkeit des 

Solitons ist der erste nichtverschwindende Term von der Ordnung u2, der gerade die 
zusätzliche kinetische Energie durch die Translationsbewegung des Solitons wiederspiegelt 

RA (T, ,U; U) = RA (T, P; = 0) + 1 a 2 R ~ ( ~ , ~ ; u ) l  .v$p+ + 

.vz + 
w=O 

1 
= aA(T, P )  - (P) - V - -Mikvi?Jk + . . . , 

2 
(8.29) 

wobei der Term proportional zur Geschwindigkeit des Solitons keinen Beitrag liefert, da 
für zeitunabhängige mittlere Felder der Mittelwert des Impulscs bei V = 0 vsrschwi~idet, 
was im vorhergehenden Abschnitt erläutert wurde. 

Aufgrund des Theorems der kleinen Zusätze [6lf ist eine kleine Änderung des grofikaxio- 
nischen Potentials (durch den Zusatzterm -V - p  im Eixiteilchen-Haxniltoniaii der Quarks) 
bei festgehaltener Temperatur und chemischen Potential äquivalent zu einer kleinen Ände- 
rung der freien Energie bei festgehaltener Temperatur und Teilchcnzalrl und der hder lmg 
der inneren Energie bei festgehaltener Entropie und Teilchenzahl. ES gilt somit auch 

Die zweiten Ableitungen des großkanonischcn Potentials sind inn Anhang F gegeben, D k  
Gleichimgen (F.19) und (F.33) fiihren auf 
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und 

Die Summe der Terme, die p2 und die Ableitungen der mittleren Felder enthalten, werden 
im folgenden, durch Ausnutzung der Feldgleichungen, durch den rein mesonischen Anteil 
am großkanonischen Potential (W) ersetzt. 

Wir nutzen aus, daß sich das großkanonische Potential am stationären Punkt bei einer 
beliebigen kleinen Variation der mesonischen Felder, entsprechend den Feldgleichungen 
(Gl. (4.35)): nicht ändern darf. Eine Variation des großkanonischen Potentials, die die 
sphärische Hedgehog-Symmetrie, den chiralen Zirkel und die Randbedingungen 6a = 0, 
Sn= 0 im Ursprung und für große räumliche Entfernungen vom Ursprung respektiert, ist 
gegeben durch 

6 a = & r Q k a  und 6rr=&rk&rr (8.34) 

mit einem infinitesimalen Variationsparameter E. Diese Variation führt zu folgenden Va- 
riationen von See-, Medium- und mesonischen Beiträgen am großkanonischen Potential 

1 
03 

6FLea  A = - - 1 ds lim T Sp [e-sA(0) 6h2] , 
2 T-tO 

l[A2 

1 1 
& f l ~ ~ ~  = --T Sp [ A ( ~ ) - '  6(h - + - lini T Sp [A(o)-'6h2] 

2 2 T40  
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Setzt man nun 6h, 6h2 und 6 ( h - ~ ) ~  und dann 6 0 y  (GI. (8.36)) und 6SPrned (GI. (8.37)) 
in die Summe der Gleichungen (8.32) und (8.33) ein, nutzt die Beziehung Sp [A [B, C]] = 
0 falls [A, B] = 0 oder [A, C] = 0, so ergibt sich unter Ausnutzung der Invarianz des 
großkanonischen Potentials 60"' + 6Rq;""" + 6Wmed = 0 

00 

M = am - J ds !im T sp [(e-~4') - e-s"~("l) 871 
r+o 

l/Az 

+ lim T sp [(4(0)-' - AO (U)-') U:] . 
T-tO 

Diesen Ausdruck vergleichen wir mit der inneren Energie (GI. (4.51)) des Solitons bei 
V = 0. Der erste Term auf der rechten Seite in GI. (8.41) ist die mesonische Ener- 
gie (GI. (4.53)). Um die Identität des zweiten Terms mit der regularisierten Seenergie 
(GI. (4.22)), (Gl. (4.54)) zu zeigen, drücken wir die Spur rnit Hilfe der Gleichungen (4.15), 
(4.16) durch die Eigenwerte W und E, (E:) der Einteilchen-Operatoren i& und h (hol 
aus und benutzen die Relation J?,"dw w2 exp(-sw2) = & ~_$,"dw exp(-sw2). Die Sum- 
me aus dritten und vierten Term ist identisch mit dem Mediumanteil in GI. (4.56), da 
I 2 limir,o T Sp[lnA(O) -1nAo (0)] und limT,o T Sp[(A(O)-I-Ao (0)-')@I identisch sind, was 

mit Hilfe der Relation ]?:du In (s) = - J z d w  w2 [(w2 + E~)- I  - (u2 + E:)-'] ge- 
zeigt werden kann. Zusammenfassend ergibt sich 

d. h. wir erhalten das nichttriviale Ergebnis, daß die träge Masse identisch mit der inneren 
Energie der solitonischen FeldIconfiguration ist. 

8.1.2 Schwerpunktskorrigierte Energien des Solitons 

Die mittlere innere Energie des Solitons haben wir bereits im Kapitel 7.4, in Ab1~;Zngig- 
keit von Temperatur und Teilchendichte der Umgebung, berechnet. Mit dem Resultat. 
des vorherigen Abschnittes sind wir nun in der Lage die kinetische Energie Eemm elcs 
Schwerpunktsbewegung (GI. (8.21)) zu berechnen. Die numerischen Ergebnisse sind in 
der Abbildung 8-1 gegeben. 

Die Energiekorrekturen liegen in der Größenordnung von= (16309% der inneren Emr- 
gie E, gegeben in -4bbildung 7-9. Charakteristisch ist das sstarke Abfdlw der Ex~ergiekor- 
rektur mit zunehmender Temperatur oberhalb TN 125 MeV. Hier is.t das aus Berechmng 
der Energiekorrektur benutzte störunjptltieoreGische 'Ierfahrela an1 ehesten gerecl~tfettigt. 

Den qualitativen Verlauf der Energiekorrekturen man in Zuvarnxnenha~g mit 
der Zunahme der mittleren quadratischen Radien in 2&&ildung 7-1 und der Heisen- 
bergschen Unschärferelation bringen. Ein Anstieg des rnittlesen qwadratische~~ Radix~s, 
und damit verknüpft die Abnahme der Lokalisierung der ~o'Pit%~dscl~en Feldlconi?gur~~- 
tion, zieht eine Abnahme der E~iergiekorrekturen nach sich, was bei oben .2"gin~ffPra- 
turen deutlich zum Ausdruck kommt. Man findet ein AIaxi~nuni der Exie~gi 
ren bei endlichen Teiichendichtca der Wrngebung bei etwa T = 125 &V, B 
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P,, = 1.5 P,", 
P, = 2.0 P,"" 

0 
0 50 100 150 200 

T (MeV) 

Bild 8-1: 
Kinetische Energie der Schwer- 
punktsbewegung E„, aus GI. 
(8.21) in Abhängigkeit von der 
Temperatur bei unterschiedlichen 
Baryonendichten der Umgebung 
(po), in Einheiten normaler Kern- 
dichte (p„ = 0.16 fm-3). 

r. m. s. Radius (Abbildung 7-7) ein Minimum aufweißt. Schwerpunktskorrekturen (in 
relativistischer Form) werden auch in Bag-Modellen von Baryonen [5,89, 901 berück- 

sichtigt: = /- mit K2, wobei R der Bag-Radius ist. 
Ausdehnung der Feldkonfiguration und kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung 

E„, = E B , ~  -EiEr = EBag (1 - /-) sind hier ähnlich korrelliert. 
Die Abbildung 8-2, die man direkt mit der Abbildung 7-9 vergleichen kann, zeigt 

die um die Schwerpunktsbewegung korrigierten Meanfield-Energien aus Gleichung (8.22). 
Zusätzlich ist wieder die Baryonenzahl des Solitons (B) in Abhängigkeit von Temperatur 
und Baryonendichte der Umgebung (po)  angegeben. 

Nach Berücksichtigung der Schwerpunktskorrekturen ist das großkanonische Poten- 
tial nahezu unabhängig von der Temperatur und der Teilchendichte der Umgebung und 
liegt in dem Bereich 800-000 MeV. Ein leichter Abfall der Energien mit der Temperatur 
in Abbildung 7-9, kann durch die Temperaturabhängigkeit der Schwerpunktskorrektur 
in Abbildung 8-1 in einen Anstieg übergehen. Dies hat man zu berücksichtigen, wenn 
man mit anderen Arbeiten vergleicht. In [91] wurden solitonische Lösungen im Gell-Mann 
Levy-Modell [51] betrachtet- Dieses kann man aus dem hier verwendeten NJL-Modell 
durch die Gradientenentwicklung der Quark-Determinante (Entwicklung nach Ableitun- 
gen der mesonischen Felder) erhalten, was unter anderem zu kinetischen Termen für die 
Mesonenfelder führt. Der Einfluß des Mediums wurde d-abei nur durch Umskalierung der 
Pa;rameter (wie Pion-Masse), die aus dem NJL-Modell berechnet wurden, berücksichtigt. 
bfan erhiel$ dort z. B. für eine verschwindende Umgebungsdichte einen leichten Abfall der 
Nukleonen-Masse mit Erhohung der Temperatur. Nimmt man für die Schwerpunktskor- 
rektw, die in [91] nicht berücksichtigt, wurde, einen ähnlichen Verlauf wie ia Abbildung 8-1 
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T (MeV) T (MeV) 
0 50 100 150 0 50 100 150 200 

C " ' " " " " " ' l " " C " " ' L ' " " ' " ' l " " ~  

Bild 8-2: 
Die um die kinetische Ener- 
gie der Schwerpunktsbewe- 
gung korrigierte innere (E) 
und freie Energie (F) so- 
wie das großkanonische Po- 
tential (fl) des Solitons (Gl. 
(8.22)) in Abhiingigkeit von 
der Temperatur bei ver- 
schiedenen Baryonendicliten 
der Umgebung (po).  Zum 
Vergleich ist das Dreifache 
der temperatur- und dich- 
teabhängigen Konstituen- 
ten-Quarkrnasse (3 M) auf- 
getragen. 

o t , , , T l t ' ~ " " " " " ' l , , , , l , , , , t . ~ , , l , , , , ~ ~ ~ ,  

0 50 100 150 0 50 100 150 200 
T (MeV) T (MeV) 

an, dann erhält man auch in diesem Modell einen Anstieg der Masse mit der Temperatur. 
Für kleine Teilchendichten der Umgebung gibt es die Mtjglichkeit, daB die korrigierten 

inneren und freien Energien des Solitons kleiner sind als das Dreifache der ternper&;tur- 
und dichteabhängigen Konstituenten-Quarkmasse (M) - siehe rtmS Abbikh 
die solitonische Feldkonfiguration gegenüber freien Konstituenter1quc1rks energed3rzcZi btv- 
vorteilt. Ohne die Schwerpunktskorrekturen liegen die Energien des Soiikox1s erheblich 
über dem Dreifachen der Konstituenten-Quarkmasse (Ahbilduix 7-94, 

8.2 Isospinfluktuationen und Rotatiorrskorrekt~r~eri 
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Energie in analoger Weise zu den Impulsfluktuationen berechnet werden, indem Inan ein 
mit der Winkelgeschwindigkeit W rotierendes Soliton betrachtet. 

Die sphärische Hedgehog-Symmetrie der mittleren Felder hat zur Folge, daß der Ein- 
teilchen-Hamilton-Operator h (Gl. (3.11)) nicht mit dem Drehimpuls j ,  der die Summe 
aus Bahridrehimpuls und Spin der Quarks ist, und nicht mit dern Isospin t vertauscht. Der 
Gesamt-Isospin T des Solitons ist keine Erhaltungsgrößc, da analog zu der1 Überlegungen 
im Abschnitt 8.1, gilt 

[H ,T]  = / d3r ;(T, T) [h, t]  i ( r ,  T) , (8.43) 

was auf d ~ ( r ) / a r  # 0 führt. Der Einteilchen-Hamilton-Operator vertauscht aber mit 
dem Superspin g = j + t (Gl. (4.3)), und die erhaltene Größe, bei der Bewegung der 
Quarks in sphärischen Hedgehog-Feldern, ist der Superspin G des Solitons ~G(T) /ST  = 
d(T(7-) + J(,))/& = 0. Die Rotationen im Spin- und Ortsraum sind somit nicht un- 
abhängig voneinander, und es genügt die Betrachtung nur einer dieser Fluktuationen. 
Der Einfachheit wegen betrachten wir im folgenden die Fluktuationen des Isospins. 

Um die Iso~spinfluktuationen zu berechnen, gehen wir analog zu Kapitel 8.1 vor und 
benutzen die Gleichungen (8.13) und (8.14) mit K, = W und o = t .  Dazu ersetzen wir den 
Einteilchen-Hamilton-Operator in Analogie zu G1. (8.15) durch den Operator 

wobei man die Rotationsgeschwindigkeit W als Lagrange-Parameter zur Fixierung des 
mittleren Isospins des Solitons (T) (W) betrachten kann. Die Gleichungen (8.13) und (8.14) 

und für die Isospinfluktuationen erhält man 

Der erste Term auf der rechten Seite der obigen Gleichung gibt die unphysikalischen Iso- 
spinfluktuationen des Solitons aufgrund der Hedgehog-Symmetrie der mittleren Felder, in 
denen sich die Quarks bewegen, an. Der zweite Term (der im Falle T = 0 verschwindet) 
fiihrt zu den thermischen Fluktuationen im Medium. Der Proportionalitätsfaktor zwi- 
schen dem mi6tIeren Isospin (T) (W) und der Rotationsgeschwindigkeit des Solitons ist 
der Trägheitsparameter für die Rotation im Isospin-Raum 

der diagonal ist, da irn Isospin-Raum im Ortsmittel keine Richtung bevorzugt ist. Deswei- 
ttjren versebindet E r  die solitonische LiSsnng der Erwartiingswert des Isospins bei w =0,  
d. h. (?) = ($') (w = 0) = 0 - im Isospin-Raum ist keine Richtung bevorzugt. Explizit erhält 
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man dies, wenn man z. B. (F3) mit Hilfe der Einteilchenbasis (Anhang D) berechnet. Der 
Anteil eines Einteilchenzustandes mit der Einteilchenenergie EA,  Parität Ii, Superspin g 
und Projektion m ist gegeben durch (siehe z. B. [92]) 

Der Ausdruck in den großen runden Klammern ist das 3j-Symbol, und ( XgII 1 ltI I XgIi) ist 
das reduzierte Matriselement, das unabhängig von der Projektion m ist. Das 3j-Symbol 
hat den Wert 2m/ [2g(2g + l)(2g + 2)]'j2 [92] und ist proportional zur Projektion m des 
Superspins, so daß der Erwartungswert in GI. (5.48) nach der Summation über die Pro- 
jektionsquantenzahlen verschwindet. 

. Diese Überlegungen ergeben mit GI. (8.45) und GI. (8.46) 

Die mit diesen Isospinfluktuationen verbundenen kinetischen Energien erhält man bei Di- 
vision der obigen Gleichung durch das Zweifache des Trägheitsparameters für die Rotation 

Der 2. Term beschreibt wieder die thermischen Fluktuationen des Solitons bei Anwesen- 
heit eines Mediums (auf jeden Rotations-Freiheitsgrad entfallen T/2), und der 1. Term 
liefert die unphysikalische Rotationsenergie 

die von der Meanfield-Energie zu subtrahieren ist. Der Erwartungsvert des Einteilchen- - 2 
beitrages von T ist endlich und wird nicht regularisiert. Aus den Vertnirscliungsrelhttion~11 
der Isospin-Matrizen folgt t2 = 314 I. Setzt man dies für o in den Formeln (4.68) iind (4.74) 
ein, so ist der Ausdruck proportional zur Baryonenzahl. Man erhält für GI, ( 

Um das Nukleon mit Isospin T = 112 oder die .&Isobaren (7 = 3 2) zu erha1ke% 
betrachten wir ein im Isospin-Raum als Ganzes rotierendes Solitean dessen sex11ik1asskc~3, 
quantisierter Isospin den Wert T haben soll. Die Energie dieser kollelctiven Roklttican ist 
näherungsweise durch den Cranking Term 

gegeben, den wir zur Gesamtenergie addieren. 
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Nach den Schwerpunkts- und Rotatioriskorrekturen sind die korrigierten, vorn Isospin 
der Feldkonfiguration abhängigen, inneren und freien Energien sowie das großkanonische 
Potential gegeben durch 

mit den Korrekturen aus den Gln. (8.21), (8.52) und (8.53). 
Der Energieunterschied zwischen der solitonischen Feldkonfiguration mit dem Isospin 

T = 312 und solchen mit dem Isospin T = 112, der die Massenaufspaltung zwischen 
Nukleon und &Isobaren beschreibt, ist gegeben durch 

und proportional zum Inversen des regularisierten und temperatur- und dichteabhängigen 
Trägheitsmomentes. Die Kenntnis des Trägheitsmomentes im Medium erlaubt auch die 
Bestimmung der A-Nukleon-Massenaufspaltung in Abhängigkeit von Temperatur und 
Teilchendichte der Umgebung. 

Die Bestimmung des Trägheitsmomentes und die anschließende Berechnung der kor- 
rigierten Meanfield-Energien ist im folgenden Abschnitt gegeben. 

8.2.1 lkägheitsparameter für Rotation i m  Isospin-Raum - Trägheitsmoment 

Die Berechnung des Trägheitsparameters für die Rotation im Isospin-Raum erfolgt in 
Analogie zum ~origen Kapitel. 

Wir nehmen wieder eine adiabatische Bewegung des Solitons an und betreiben Stö- 
rungstheorie in w bezüglich der Mearifield-Lösung bei w = 0. Das großkanonische Potential 
für ein rotierendes Soliton ist durch den Ausdruck (4.34) gegeben, bei dem der Einteilchen- 
Quark-Hamilton-Operator h ersetzt wurde durch den Ausdruck in GI. (8.44) mit dem 
Einteilchen-Isospin-Operator t = 7-12. Die Rotationsgeschwindigkeit W kann man hier als 
Lagrange-Parameter zur Fixierung des mittleren Isospins (T) (W)  des Solitons betrachten. 
Der Term -U -t wirkt für die Quarks in dem mitbewegten System wie ein zusätzliches 
Feld. Die Rstationsgeschwindigkeit ist wieder antihermitesch wi=  -W anzusetzen. Die zu 
GI, (5.28) andoge Beziehung zur Bestimmung des Trägheitsmomentes für die Rotation 
irn Isospin-Raum ergibt, (GI. (8.47)) 

3- = a - & - G ( ~ y ) ( w ) /  I W = O  -- a2% i!?~r~akl" (T i i i  U) lw=o 
Die Berechnung der Beiträge vron See- und X!iediumquarks zum Trägheitsmoment ist im 
Anhang G ausgefahrt. 
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Fiir den regularisierten Seeanteil erhält man nach Abzug des Anteils vom homogenen 
Medium (GI, (G.17)) 

mit der Regularisierungsfunktion (Gl. (G.18)) 

die man auf die beiden Regularisierungsfunktionen (GI. (4.23)) und (Gl. (4.41)) zuriick- 
führen kann. Mit Hilfe der Drehimpuls-Algebra kann man zeigen, dai3 die MatrixelemenLe 
( a  1 t3 I P )  nur von Null verschieden sind, wenn der Superspin und die Parität der beiden 
Zustände gleich sind (Ausnahme g=g1=O) oder die Zustände sich irn Superspin um Eins 
unterscheiden und entgegengesetzte Parität aufweisen. 

Da wir nur den nicht explizit vom chemischen Potential und der Temperatur abhängi- 
gen Seeanteil regularisieren, stimmt unser Ergebnis mit [93] uberein, bei der diese Crm- 
king Prozedur für das Soliton im nicht-störungstheoretische~n QCD-Vakuum durchgeführt; 
wurde. Der Einfluß des Mediums ist hier implizit gegeben durch die Versc&ebung der 
Einteilchen-Energieniveaus und Veränderung der Energieeigenfunktior~en des Quarks ge- 
genüber dem ~ a k u u m  aufgrund der temperaturabhängigen mittleren hlder. 

Aus der letzten Beziehung in G1. (8.58) kann man leicht den Limes h+m &alten. Der 
Term mit den Exponentialfunktionen geht gegen Null und Rg geht gegen Eins, so da8 sich 

11-i  W R3 -+ sign (cp)-sign (E,) = 2 [O ( E ~ )  - O (E,)] ergibt, was auf die in der Kernphysik bekaim 
te Inglis-Formel[94,95] für das Trägheitsmoment führt. Die Differenz der ThetafunBionea 
ist nur von Null verschieden, wenn die Energieniveaus unterschitidlicha v6r%eiehrjil h- 
ben. In dem vereinfachten Bild des vollbesetzten Dirt-lc-Sees heiBt dies, d-!: nm Oberg~t~ge 
zwischen besetzten (negativen) Energieniveaus und unbese%zten (pai&ive~r) Nir;tiaxs bei- 

q3-Mn- 
tragen, Für EP +E, ergibt sich im unregularisierten Pz~ll8 E ~ > ~ ( E ~ > ] [ E ~ ~ )  -+ -${G& 
was aufgrund der Energielücke im Einteilehenspektruni keirien Beitrag liefert. 



Für den regularisierten Ausdruck (Gl. (8.57)) kann man zeigen, daß die Übergänge 
zwischen dicht benachbarten Energieniveaus eg -+ E,, und damit speziell Übergänge 
zwischen denselben Einteilchen-Energieniveaus ep = E„ keinen Beitrag zum regulari- 

Eß -)ER sierten Trägheitsmoment des Dirac-Sees in G1. (8.57) liefern (Rs/(&p - E,) --+ = 0). 
Efl+--,P'1 

Ebenso kann man zeigen, daß auch der Limes ~p -+ -E, wohldefiniert ist (R3 + = 
--- Ea e-(ealA)2 - 2R4 (E,; A) s i g n ( ~ ~ ) ) .  

f i A  
Der bei endlicher Temperatur und/oder Teilchendichte hinzukommende Mediuman- 

teil ist, nach Abzug des Anteils vom homogenen Medium, gegeben durch den Ausdruck 
(Gl. (G.30)) 

der die mittleren Besetzungszahlen der Einteilchenniveaus, d. h. die thermodynamische 
Wahrscheinlichkeit mit der die Einteilchenniveaus der Quarks bevölkert sind, enthält. 
Besitzen die Energieniveaus E, und ~p dasselbe Vorzeichen, so ist ihr Beitrag zum Me- 
diumanteil (Gl. (8.59)) positiv, besitzen sie verschiedenes Vorzeichen, so ist der Beitrag 
negativ. 

Im Gegensatz zum regularisierten Seeanteil des Trägheitsmomentes liefern die Über- 
gänge zwischen dicht benachbarten Energieniveaus ~p +&„ und damit speziell Übergänge 
zwischen denselben Energieniveaus, einen endlichen Beitrag zum Trägheitsmoment des 

Eß-=a: 
Mediums. Es gilt [Ti(&,; T, p) sign(E,)-fi(~~; T, p) s ign(~~)] / (~p--~, )  --+ =-&[ii(e,; T, p) 

a ~ a  ., 
sign(~,)] = fi(~,; T, p) [1 -Ti(&,; T, p)]/T. Für große Temperaturen sind diese Ubergänge 
zwischen dicht benachbarten Energieniveaus somit unterdrückt. Diese Terme führen al- 
lerdings zu Schwierigkeiten bei kleinen Temperaturen und endlichen Dichten. Bildet man 
nämlich den Limes für kleine Temperaturen, so erhält man &Funktionen - 2 [ji(~,; T, p) 

T40 sign(~,)] + 6 ( p  sign(~,) - le, 1). Unsere numerischen Untersuchungen zeigen, daß erst ab 
T N 50 MeV für nichtverschwindende Teilchendichten stabile mittlere Felder berechnet 
werden können. Für kleine von Null verschiedene Temperaturen wird aus der &Funktion 
eine Glockenkunre die bei Energieeigenwerten um das chemische Potential herum konzen- 
tri& ist. Die positiven Energieeigenzustände um p herum liefern dann die wesentlichen 
Beiträge zum Trägheitsmoment des i\lediumanteils, Bei verschwindender Mediumdichte, 
also p=O, verschwinden diese Beitr5ige. Dies liegt an der Lücke im Energiespektrum der 
Quarks in der Nahe verschwindender Energie. 

Der Beitrag des Valenzniveaus zu dem Mediumanteil in G1. (8.59) ergibt sich, mit der 
auf Eins fixierten Besetzungszahl des Valenzniveaus, zu 
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der Übergänge zwischen dem Valenzniveau und Niveaus, die mit der thermodynamischen 
Wahrscheinlichkeit G(&,; T, p) besetzt sind, beschreibt. Für p = 0 und T = 0 und ein voll- 
besetztes Valenzniveau erhält man den bekannten Valenzbeitrag für den Fall des Solitons 
im Vakuum 

(vall t3 I Q) ( a  I t3 I val) 
J-~J"'(T = 0, = 0) = 2 i ~ ,  C 

(Y E, - Eva1 

Das Valenzniveau, als das niedrigste positive Energicniveau im Einteilchen-Energiespek- 
trum der Quarks, die sich in den selbstkonsistenten sphärischen Hedgehog-Feldern bewe- 
gen, trägt den Superspin g = 0. Da die Matriselemente zwischen Einteilchenniveaus mit 
dem Superspin g = g' = 0 verschwinden, liefert der Term mit Q = val in GI. (8.60) keinen 
Beitrag zur Summe. Da das Valenzniveau von den anderen Niveaus deutlich separiert ist, 
ergibt sich keine Schwierigkeit mit kleinen Energiedifferenzen im Nenner. 

Das gesamte Trägheitsmoment des Solitons ist die Summe der Beiträge aus GI. (8.57) 
und GI. (8.59) 

JA (T, p) = J-l'see + J~~~~~ (T, P) j (8.62) 

wobei ,Pva1 ein Bestandteil von J-qlmed ist. 
Die Größenordnung des gesamten Trägheitsmomentes kann abgeschätzt werden, wenn 

man für den Fall des Solitons im Vakuum die experimentellen Massen von Nukleon EN(T= 
0, p = 0) = 938 MeV und L-Isobaren EA(T = 0, p = 0) = 1232 MeV zu grunde legt. Diese 
Massenaufspaltung ist proportional zum Inversen des Trägheitsmomentes (GI. (8.55)) und 
liefert für den Vakuumfall den experimentellen Wert $&(T =O, p=O) = 1,01 fm. 

Die Abbildung 8-3 zeigt die numerischen Ergebnisse, berechnet mit der selbstkonsi- 
stenten Meanfield-Lösung, für den regularisierten Seeanteil (GI. (8.57)), den Mediuman- 
teil (Gl. (8.59)) und den Valenzanteil (GI. (8.60)) am Trägheitsmoment. Das gesamte 
Trägheitsmoment (GI. (8.62)), als Summe von Medium- und regularisierten Seeanteil, ist 
ebenfalls angegeben. 

Der starke Anstieg des Valenzanteils bei hohen Temperaturen, unmittelbar vor dem 
Verschwinden der solitonischen Lösung, führt dann zu einem starken Anstieg des totalen 
Trägheitsmomentes. Da die Energiekorrekturen proportional zum Inversen des Trägheits- 
momentes sind, ist das Verfahren am ehesten im Bereich höherer Temperaturen geeignet. 

Bei endlichen Baryonendichten der Umgebung, in die das Soliton eingebettet ist, zeigt 
sich bei kleinen Temperaturen ein Abnehmen des Valenzanteils am Tr5gheitsmsment. 
Dies kann man qualitativ verstehen, wenn man in Gleichung (8.60) den Grenzfall T +B 
betrachtet. Wegen 

{ 
1. : Eaz>$L  

[1 - G(E,; T, p) sign(a,)] T* [1 - O (psign(~,) - 1 ~ ~ 1 )  s i g n ( ~ ~ ) ]  = 0 : 0 i ce < P 
1 : E a < B  

(8.63) 
liefern nur Übergänge zwischen dem Valenzniveau und unbesetzten N~VWUS ci 
trag zum Tr&gheitsmoment. Da dann aber die Differenz E,-%! zu wbesetzten Kiveaus: 
vom Betrag her besonders hoch ist, sind das die kleineren Beitrage zum ~r%gf le iks r r i~~~] t~ . t  
in GI. (8.60). Natürlich spielt hier noch die Größe der hIatrixclemente (vd] t3 in.) eine 
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Bild 8-3: 
Sec- (see) (GI. (8.57)) und 
Mediumbeitrag (med) aus 
GI. (8.59) sowie das gesam- 
te (tot) Trägheitsmoment als 
deren Summe (GI. (8.62)) 
für die Rotation im Isospin- 
Raum in Abhängigkeit von 
der Temperatur (T) und Ba- 
ryonendichte des Mediums 
(po) . Die Valenzquarks lie- 
fern zum Trägheitsmoment 
des Mediumbeitrages den 
Anteil (val) (GI. (8.60)). 

Rolle, so daß die Diskussion qualitativer Art ist. Gbergänge zwischen dem Valenzniveau 
und Zuständen unterhalb der Fermi-Kante (,U) würden, aufgrund des kleineren Niveauab- 
standes, einen größeren Beitrag liefern. Da diese Niveaus für kleine Temperaturen besetzt 
sind, sind diese ebergänge unterdriickt (Pauli-Blocliierung). Umgekehrt liefert dies auch 
ein qualitatives Verständnis für die Zunahme des Valenzbeitrages bei höheren Temperatu- 
ren, da dann genau diese obergärige möglich werden. Für po # 0 und kleine Temperaturen 
wird, durch die niiherungsweise Beschreibung der baryonisdien Umgebung als ein Gas 
von Konstituentenquarks: der Einfiu33 des Mediums sicher überschätzt. 

8.2.2 A-N~kleon-~Massena~f~palt~ng und Energien des Nukleons 

Mit der Bknntnfs des Tr%ghheitsrnsrncntes sind wir in der Lage, die A-Nukleon-&lassenauf- 
spal&ung (61. (8.55)) im Medium zu bestimmen. Irn oberen Teilbild der Abbildung 8-4 ist 
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noch einmal zusammenfassend das gesamte Trägheitsmoment (Gl. (8.62)) in Abhängigkeit 
von Baryonendichte und Temperatur der Umgebung dargestellt. Eine Erhöhung der Tern- 

Bild 8-4: 
Gesamtes Trägheitsmoment 3 (Gl. 
(8.62)) des Solitons für die Rota- 
tion im Isospin-Raum und dazuge- 
hörige A-Nukleon-Massenaufspal- 
tung (GI. (8.55)) in Abhängigkeit 
von der Temperatur und Baryo- 
nendichte der Umgebung, in dem 
das Soliton eingebettet ist, Die 
unterste Kurve in dem unteren 
Teilbild zeigt die berechnete Mas- 
senaufspaltung bei po = 0.5 pnm, 

wenn das ungebundene Valenzni- 
veau des homogenen Mediums un- 
besetzt bleibt. 

T (MeV) 

peratur hat bei konstanter Mediumdichte generell ein Erhöhung des Triigheitsmomentes 
und damit verbunden eine Abnahme der A-Nukleon-Massenaufspaltung zur Folge. 

Bei verschwindender Baryonendichte der Umgebung zeigt sich erst ab T > J50 MeV 
ein deutlicher Anstieg des Trägheitsmomentes bei Erhöhung der Temperatur. Damit ver- 
bunden ist dann ein Abfall der A-Nukleon-Massenaufspaltung, was im unteren Teilbild zu 
erkennen ist. Bei Temperaturen unterhalb 100 MeV und endlicher Baryonendichte wird 
das Trägheitsmoment sehr klein und damit die Massenaufspaltung unsinnig g rd .  Dies 
deutet auf eine Instabilität bezüglich der Rotation im Isospin-Raum in diesem Dichte- und 
Temperaturbereich hin und die Behandlung der Rotation als kleine Störung ist hkr  nicht 
mehr gerechtfertigt, Wie bei den Schtverpunktskorrekturen in Ahschnizt 
hier die Korrekturen am ehesten bei größeren Temperaturen gerecfitfer.tigt, bei denen die- 
se Korrekturen abnehmen, was auch aus der -4bnahme der A-Nukleon-MmeraauEspftltptt~.g 
ersichtlich ist. 

Die quasi-klassischen Energiekorrekturen in G1. (8.54) representieren a r m e  einer 1/18'' 
Entwicklung. Die MeanfieldoEnergien sind proportional zu Aga die &uax~tenfiaakt~~kiri,~e~1 
sind proportional zu (1/NJ0 und der Crankingternr ist proportionctl zu I/XC. 2%) &Z CS ni&f 



überraschend, daß für po = 0 die A-Nukleon-R4assenaufspaltung eine ähnliche Abhängig- 
keit von der Temperatur zeigt, wie sie in der chiralen Störungstheorie für schwere Baryonen 
bei Benutzung einer l lLNC Entwicklung erhalten wurde [96]. Die Korrektur E L k  - E„, 
in G1. (8.54) ist negativ für Nukleonen und positiv für A-Isobaren und ihr Betrag ist, 
bis auf einen Anteil der von der Ab~veichung der Baryonenzahl von Eins herrührt, für 
beide Teilchenarten gleich. In [96] sind die Absolutwerte für die Massenkorrektiiren für 
Nukleon und Q unterschiedlich, dort werden aber auch s-Quarks berücksichtigt. Wir er- 
halten bei T N 130 MeV eine R.eduzierung der A-Nukleon-Massenaufspaltung von etwa 
5 % gegenüber dem Vakuumwert irn Vergleich zu 20 % in [!X]. 

Aufgrund des kleinen Trägheitsmomentes bei po # 0 und kleinen Temperaturen, sollte 
man hier die Energiewerte für die A-Nukleon-Massenaufspaltung erst für T > 100 MeV 

ernst nehmen. Für T > 120 MeV hat eine Erhöhung der Baryonendichte der Umgebung 
einen stärkeren Rückgang der A-Nukleon-Massenaufspaltung zur Folge. Kurz vor dem 
Verschwinden der solitonischen Lösung ist die A-Nukleon-Massenaufspaltung für alle Ba- 
ryonendichten auf Ca. die Hälfte des Vakuumwertes (po = 0 ,  T = 0) gefallen. 

Die unterste Kurve im unteren Teilbild der Abbildung 8-4 zeigt die Massenaufspal- 
tung bei einer Umgebungsdichte von po = 0.5pm, die man erhält, wenn man wie in 
Ref. [16] vorgeht und das Valenzniveau im homogenen Medium unbesetzt läßt. In diesem 
Fall sind die Übergänge zu diesem unbesetzten Valenzniveau bevorzugt und der Me- 
diumanteil am Trägheitsmoment in G1. (8.59) wird sehr groß und damit die &Nukleon- 
Massenaufspaltung schon bei geringen Umgebungsdichten sehr klein. Aus diesem Grund 
ist dieses Niveau bei uns mit der entsprechenden thermischen Wahrscheinlichkeit besetzt, 
im Gegensatz zu [16]. 

Die Abbildung 8-5 zeigt die nukleonischen Energien, die sowohl die Schwerpunkts- als 
auch die Rotationskorrekturen enthalten. Für die Nukleonen-Masse im Vakuum (po = 0, 
T=O)  erhält man Ca. 750 MeV, was um etwa 200 MeV zu niedrig ist. Die Absolutwerte der 
Energien muß man somit im Vergleich zu diesem Wert betrachten. Die Energien nach den 
Korrekturen sind relativ stark vom Parameter des Modells, der Vakuum-Konstituenten- 
Quarkmasse, abhängig. Wir haben fiir diesen einzigen freien Parameter einen Wert von 
420 MeV benutzt, der die experimentelle A-Nukleon-Massenaufspaltung im Vakuum re- 
produziert, da das NJL-Modell bevorzugt zur Berechnung von Massenaufspaltungen zwi- 
schen verschiedenen Baryonen benutzt wird. 

Bis auf die Region unmittelbar vor dem Verschwinden der solitonischen Lösungen 
findet man für alle Umgebungsdichten eine Zunahme der Energien des Nukleons bei Zu- 
nahme der Temperatur. Das ist auch dort der Fa11 wo die Konstituenten-Quarkmasse ab- 
nimmt, Konstituenten-Quarkmacse skaliert wegen GI. (6.7), und der Annahme einer 
ter~rperaiur- und dichteunabhgngigen ICopplungskonstante G, mit dem Quarkkondensat. 
Das Brotvn-Rho-Skalenverhalten [2,83] sagt qualitativ voraus, daß eine Abnahme (Zu- 
nahme) des Quarkkondensateä eine Abnahme (Zunahme) der Masse des Nukleons zur 

hat. Dieser Zusammenharig ist in diesem Soliton-Modell nicht gegeben. Qualitativ 
gilt die Brown-Rko-Shct1ic?.rung in diesem Modell nur auf dem Niveau der Konstituenten- 
Quarkrnasse. Ursache für die starke Abtveichung vom Brown-Rho-Skalenverhalten der 
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Bild 8-5: 
Die Schwerpunkts- und rota- 
tionskorrigierte innere (E) 
und freie Energie (F) sowie 
das großkanonische Potential 
(D) der solitonischen Feld- 
konfiguration aus GI. (8.54) 
mit dem Isospin T = 1/2 in 
Abhingigkeit von der Tem- 
peratur (T) bei unterschied- 
lichen Baryonendichten (po)  
des Mediums. Zum Vergleich 
ist das Dreifache der Konsti- 
tuenten-Quarkmasse (3 M) 
aufgetragen. 

0 50 100 150 0 50 100 150 200 
T (MeV) T (MeV) 

Nukleonen-Masse sind die mit wachsender Temperatur abnehmenden Sch~.verpuakts- und 
Rotationskorrekturen, die Änderungen in der inneren Struktur des Nuklcsns signalisieren. 
Qualitativ ist das Verhalten der inneren Energie E ähnlich dem Bag-Modell in [9o)ya]> in dan 
die Energieniveaus der Quarks im Bag mit der entsprechenden thermischen TValirsc&in- 
lichkeit besetzt werden und auf3erdem eine mediumabhängige Bag-ICot~strtnte eingef6fihrt 
wird. Zusätzlich koppeln dort die Quarks an die Zeitkomponerite des d~ l i~s~ lna .  Eine Zu- 
nahme der Masse des Nukleons mit Zunahme der Temperatur wurde ftir = 0 &U& im 
Rahmen der chiralen Störungstheorie [I, 961 erhalten, 
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9 Zusammenfassung und Ausblick 

In der Arbeit wurden die Eigenschaften eines SU(2)-NJL-Solitons untersucht, welches 
in ein Gas bestehend aus ICoristituentenqiiarl~s mit einer selbstkonsistent bestimmte11 
Konstituenten-Quarkmasse eingebettet ist. Es dient als Modell für ein von liadronischer 
Materie umgebenes Nukleon und soll Aussagen iiber die Eigenschaften des Nukleons in 
Abhängigkeit von Temperatur und Dichte der umgebenden Materie liefern. Die im NJL- 
Modell enthaltene 4-Quark-Punkt~vcchselwirliung wird in der Näherung des mittleren Fel- 
des behandelt, bei Beschränkung auf Hedgehog-Konfigurationen und chiralen Zirkel. Das 
untersuchte Soliton besteht aus einer lokalisierten Abweichung des mittleren Feldes von 
seinen konstanten Werten im homogenen Medium von Konstituentenquarks. Ausdehnung 
und Tiefe der Abweichung bestimmen im wesentlichen die Eigenschaften des Solitons. 

Es hat sich gezeigt, daß bei endlichen Werten von Temperatur und Dichte ein stabiles 
Soliton nur dann existiert, wenn das Valenzniveau wie im Vakuum mit genau 3 Quarks 
besetzt wird. In diesem Fall erhält man solitonische Konfigurationen bis etwa 180 MeV 
Temperatur und doppelter Kerndichte. Bei Verwendung der entsprechenden thermischen 
Besetzungszahl für das Valenzniveau ist das Soliton bereits ab einer Temperatur von etwa 
80 MeV instabil, d. h. die homogene Feldverteilung mit freien Konstituentenquarks ist die 
einzige Lösung der mittleren Feldgleichung. 

Damit das Soliton endlich bleibt, muß sein mittleres Feld für genügend große Ent- 
fernungen in das homogene Feld des Mediums übergehen. Da das mittlere Feld selbst- 
konsistent mit den entsprechenden Quarkfeldern bestimmt wird, kann das nur erreicht, 
werden, wenn Soliton und homogenes Medium durch gleiche Werte von Temperatur und 
chemisches Potential charakterisiert sind. Da der Wert des chemischen Potentials des Me- 
diums durch dessen Dichte bei gegebener Temperatur bereits festgelegt ist, entfällt somit 
die Möglichkeit durch ein abweichendes chemisches Potential für die solitonische Feldkon- 
figuration dessen Baryonenzahl auf den gewünschten Wert 1 zu fixieren. Im Rahmen des 
Mo~dells hat eine solitonische Feldkonfiguration eine Baryonenzahl B, die von Medium- 
dichte und Temperatur abhängt und etwas vom Wert 1 abweicht (0.8 < B < 1.2). Bei 
einer Feklkonfiguration mit fixierter Baryonenzahl ist stets ein Teil der baryonischen La- 
dung homogen im Raum verteilt, was im Widerspruch zum solitonischen Charakter des 
Feldes steht. 

Die durch die Näherung des ortsabhängigen mittleren Feldes und des Hedgehog- 
Ansatzes hervorgerufenen Quantenfluktuationen des Solitons und die damit verbunde- 
nem unpkpikaEschen kinetischen Energien wurden näherungsweise mit Hilfe des quasi- 
klässischea Pushing- und Cranking-Verfahrens bestimmt. Diese Energiebeiträge hängen 
dabei vm den Trägheitsmomenten für die Translation und Rotation des Solitons ab, die 
in diesem Modell erstmalig fiir das irn &fedium eingebettete Soliton berechnet wurden. 
An&ytisch konnte die nichttrivide Gleichheit von träger Masse und innerer Energie des 
S~fitsn.; gezeigt iiverden. Das Trggheitsmon~ent fEr die Rotation wurde separat numerisch 
bcsitimnst, und erlaabt die Berecl~n~ng der A-Nuklean-h1-;se11auf,~paltung im Medium. Ei- 
ne Erhöttung dtw Temperatur hat eine Abnahme der A-Nilkleon-Massenaufspaltung zur 
FnEge. Kurz dem Verschwinden der solitonischen Lösung reduziert sich die Massen- 
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aufspaltung für alle Baryonendichten auf ungefähr die Hälfte des Vakuumwertes. 
Als ein Resultat der inneren Struktur des Nukleons ist das Verhalten seiner Ener- 

gien, in Abhängigkeit von den thermodynamischen Parametern der Umgebung, wesent- 
lich verschieden vom Verhalten der Konstituenten-Quarltmasse. Eine Reduzierung der 
Konstituenten-Quarkrnasse, und damit verbunden die Abnahrne der Tiefe der Potentia- 
le in denen sich die Quarks bewegen, wird durch eine gröfjere räumliche Ausdehnung der 
selbstkonsistenten mittleren Felder teilweise kompensiert. Dies führt zu einer Zunahme des 
r. m. s. Radius des Nukleons bei Erhöhung der Teilchendichte der Umgebung (swelling). 

Die Diskrepanz zwischen dem Verhalten der Konstituenten-Quarltmasse und der Mas- 
se des Nukleons wird durch die quasi-klassischen Energiekorrekturen, deren GrBfie mit 
zunehmender Temperatur kleiner wird, noch verstärkt. So ist die Abnahme der Lokali- 
sierung der solitonischen Feldkonfiguration bei Erhöhung der Temperatur mit einer Ab- 
nahme der unphysikalischen kinetischen Energien der Impulsflul;tuationen des Solitons 
verknüpft, in qualitativer Übereinstimmung mit der Heisenbergschen Unbestimmtheitsre- 
lation. Als Ergebnis erhält man eine Zunahme der Energien des Nukleons bei Erhöhung 
der Temperatur. 

Kopplungskonstante und Regularisierungsparameter des Modells wurden über Rela- 
tionen im Vakuum fixiert und sind durch die in den numerischen Rechnungen verwendete 
Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse von MV& = 420 MeV festgelegt, die für das Soliton 
im Vakuum die experimentelle A-Nukleon-Massenaufspaltung von ungefähr 306 MeV re- 
produziert. Die Werte der Kopplungskonstante und des Regularisierungsparameters m r -  
den unverändert für endliche Werte von Umgebungstemperatur und Dichte übernommen. 
Will man eine mögliche Variation dieser Parameter im Medium mit einbeziehen, so muD 
man Ansätze über deren Skalenverhalten machen. Dies könnte man nm im Vergleich mit 
anderen Modellen (2. B. Brown-Rho-Skalierung) tun. 

Es bleibt auch zu untersuchen, inwiefern andere RegularisierungsverfaI~r~n (z. B, P a l i -  
Villars-Regularisierung) die thermodynamischen Eigenschaften des Solitons ver&ndern, 
um wirklich "model1unabhängige'~ussagen zu gewinnen. Solche Be$rscfieungen wurden 
für das im Vakuum eingebettete Soliton schon durchgeführt. Dort stellte sich heraus, dd3 
die Eigenschaften des Solitons bei Verwendung einer Vakuurn-I<snstitue~~te~i-~;btktrkm~sse 
MVak M 400 MeV nur wenig von der speziell gewiihlten Rcgularisierung abkgr~gen. 

Die Berechnung von nukleonischen Eigenschaften im Medium ist in diesem hdode311 noch 
nicht erschöpft. Elektromagnetische Eigenschaften, wie z. B. die p.m-11etischen Llor11ers8;e, 
Formfaktoren und die axiale Vektorliopplungskonstante des Nuklecms i ~ n  Medium kinaen 
noch berechnet werden. 

Das Problem einer von Eins ab~veichenden Baryonenzahl des Solitotns 18ISt sieh verx~at- 
lich lösen, wenn man auf den chirden Winkel verzichtet und somit wine Freil~eitsgrade 
öffnet. Um das Soliton vor den1 Kollaps zu bewahren; rnuB man dam die Erlaattasng des 
Baryonenzahl des Solitons fordern. Inwiefern diese Idee, die E r  das Soiiitox~ (mit reg?da- 
risicrter Baryonenzahl) irn Vakuum aus An~tmdung Iwn, Wr das So13~m im &Ied?~rn~ zal 
realisieren ist, müssen numerische Untersuchungen zeigen, 

Mit größerem Aufxvand ist sicher die Erweiterung auf s-QwarE-hs, so wie dris beim 
im Vakuum schon gemacht wurde, und die EinscI1lie$ung um $Taiktonnesoae~~ verbanz~de~~ 



Anhang 

A Konventionen 

A. 1 Natürliche Einheiten 

In der Arbeit werden die in der Elementarteilchenphysik üblichen natürlichen Einheiten 
mit c - 1, ii = 1 verwendet. Dies hat zur Folge, daß sich die Einheiten von Länge, Zeit 
und Masse durch eine von ihnen ausdrücken lassen. Vereinbarungsgemäß wählt man als 
grundlegende Einheit die der Masse in Energie-Einheiten. In SI-Einheiten gilt 

i ic = 197,327 MeV Tm , 

woraus sich 

(A.1) 

(A. 2) 

ergibt. Desweiteren wird in dieser Arbeit die Boltzmann-Konstante gleich Eins gesetzt 
k - 1. In SI-Einheiten ist k = 8,617 - 10-'I MeV K-l, so daß dann gilt 

1K = 8,617 10-l1 MeV. (A-3) 

A.2 Minkowski-Raum 

Bei relativistisch kovarianter Darstellung verwenden wir die Konventionen aus [97]. Der 
kontravariante Vierervektor xp ist gegeben durch 

Für den kovarianten Vierervektor X, ergibt silch 

mit dem metrischer Tensor 

Die Ableitungen nach Zeit und Raum sind 

a 8  --= B 
p-8zp (E) 8P = - ; (" -2) - 

ax, at' 

In der Arbeit wird auch das Symbol für den Nabla-Operator benutzt 
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A.3 y-Matrizen 

Die y-Matrizen erfüllen folgende Vertauscliungsrelation 

(7'1, yV) = yPyV + yVyP = 2 p ' I  . (A-9) 

Wir verwenden die Dirac-Darstellung der y-Matrizen nach [97] : 

(A. 10) 

sowie 

mit den Pauli-Matrizen 

die die Relationen 

mit dem total antisymmetrischen Symbol Eikl in drei Dimensionen mit €123 = l3 erfüllen. 
In dieser Darstellung gilt 

A.4 Euklidischer Raum 

Bei Darstellung im euklidischen Raum verwenden wir die Konventionen 

XE = (X; , X; , X;> X;) = (X', X', x3, ixO) = (T> it) = (T$ T )  

X: = (X?> X:, X:, X:) = (-X'> -x2, -x3$ -izu) = (-T$ -it) = ( - T ~  -T) , 

mit den entsprechenden Komponenten aus GI, (A.4) und GI. A.5). D k  rhumjichen Korn- 
ponenten sind damit die gleichen wie im Minkowski-Raum, %an lmn mn wieder einen 
metrischen Tensor einführen, der den Übergang von X: nach zg kbewerkstelligt. Für 
ergibt sich 

E V -  
p - g p a  - (-T, -4 

mit 



Für das skalare Produkt gilt dann 

Wir führen keine euklidischen y-Matrizen ein sondern verwenden immer die Konventionen 
in Kapitel A.3. Der Index "E" für euklidische Raum-Zeit-Koordinaten wird in der Arbeit 
unterdrückt. Wenn nichts anderes vereinbart, wird auch über doppelt auftretende Indizes, 
die in gleicher Höhe stehen, summiert, z. B. E c:=~ pipi 

B Summenformeln für Matsubara-Frequenzen 

Wir geben hier einige nützliche Formeln an, die bei der Summierung über die ungeraden 
Matsubara-Frequenzen (für Fermionen) des öfteren in der Arbeit verwendet werden. 

Es gilt 

Summiert man nun über n, indem man die dabei entstehenden geometrischen Reihen 
auf der rechten Seite berechnet, dann ergibt sich die Reihe als Partialbruchzerlegung des 
tanh(al2) 

An dieser Stelle sind schon gewisse Strukturen erkennbar, die bei Anwendung dieser For- 
mel (z, B. bei Berechnung der inneren Energie) hervortreten. In der Klammer auf der 
rechten Seite der Gleichung wird das $ sni den Nullpunktsbeiträgen (durch virtuelle Quark- 
Antiquark-Quantenfluktuationen) der Quarks führen und der zweite Term in der Klammer 
zu den fermionischen Besetzungszahlen (Mediumanteil der reellen Quarks). Speziell bei 
der Berechnung des grolikansnischen Potentials benötigt man foIgende Gleichheit 
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die bei Anwendung von Gleichung (B.3) auf 

+W (2n + I ) ~  li2 + u2 I + e-" 
= a - b +  21n- = 2111 cosh(a/2) 

( B 4  
n=-CO 1 + e-b C O S ~  (b/2) 

+W führt. \ITegen C$Z-, 111 n„ =In H,=-, an ergibt sich daraus folgende Produktformel 

Bei der Berechnung des Vakuumanteils am großkanonischen Potential tritt an die 
Stelle der Summation über die Matsubara-Frequenzen in GI. (B.3) eine Integration. Ein 
typisches dabei zu berechnendes Integral ist 

u2 
1 

=fJdaß-sign(al)=lal-/bl. 2 (B.?) 
U' 

b2 

C Vertauschung des Harnilton-Operators mit 
dem Superspin 

Im folgenden zeigen wir, daß der Einteilchen-Quark(-Hamilton-Operator h (GI. 
sphärische Hedgehog-Felder afr) = a(r ) , ~ ( r )  - r(r)T mit dem Seaperspini g ( 
der die Summe aus Spin s, Bahndrehimpuls 1 = r  x p und Isospin t ist, ~rei;%treauscht~ 

Wir beginnen mit der Vertauschung des Hamilton-Operators mit dem Spirit s, Mit der 
Darstellung der y-Matrizen in (21. (A.ll) kß t  sich der Spin darstellen 81s 

und man erhält mit den Qertauschr~n~relationen der -yMatrizen aus dem Araha~rag A 

1 k i 1 
[a.„sk]  = ?  [ai7y5a.Ip = ([aiJ+@+-i5 (CS> 
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wobei die Relationen [A, BC] = [A, B] C + B [A, C], [ai, y5] = 0, die Beziehung (A.14) 
und y; =I ausgenutzt wurden. Mit den Vertauschungsrelatio~ieri der y-blatrizen läßt sich 
sofort [yO, sk] = [y0y5„ sk] = O  neigen, so daß die Terme mit den CT und T Feldern mit dem 
Spin vertauschen. Man erhält so~nit 

Die Vertauschung des Bahndrehimpulses I mit dem kinetischen Terrn des Hamilton- 
Operators führt auf 

Die Vertauschung des Drehimpulses mit dem skalaren mesonischen Feld ergibt 

da  das Produkt zwischen dem antisymmetrischen qmk und dem symmetrischen Ausdruck 
rzrm verschwindet. Dabei wurde & = $2 benutzt. Für die Vertauschung mit einer 
Komponente des isoskalaren T-Feldes ergibt sich 

1 dTZ . 
[T" lk] = Ti] = ielmkr - - ' - l e l m k r l L  (T(rl :) 

drm arm 

wobei der 1. Term auf der rechten Seite in der letzten Zeile wieder verschwindet, mit dem 
gleichen Argument wie zuvor bei der Vertauschung des a-Feldes mit dem Bahndrehimpuls. 
Wir erhalten somit 

1 
[T', P] = iqikii . (C.7) 

Mit Hilfe der Beziehungen (C.4), (C.5) und (C.7) erhält man für die Vertauschung des 
Bahndrehimpuls-Operators mit dem Hamilton-Operator 

Für die des Harnilton-Operators mit dem Isospin f = 5 erhält man 

wobei die Relation (A,13)t die ebenfalls für die Isospin-Matrizen gilt, verwendet wurde, 
Addiert man die Gleichungen (C.31, (C.8) und (C.91, so gilt offensichtlich 

- [h* sl = [h, sk] I+ [h, l*] + [h, tk] = 0 , (ClO) 
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d. h. der Einteilchen-Hamilton-Operator vertauscht für sphärische mesonische Hedgebog- 
Felder mit dem Superspin. 

D Verwendete Basiszustände 

In Anhang C wurde gezeigt, daß der Hamilton-Operator weder mit dem Drehimpuls- j 
noch mit dem Isospin-Operator t = +T vertauscht - dafür aber mit dem Superspin g= j+t. 
Deshalb werden aus den Zuständen Iljrnj) und dem Isospinor x ~ = ~ / ~ , ~ ~  Eigenzustände zum 
Superspin g entsprechend der Drehimpuls-Algebra konstruiert [98] 

Dabei sind die Drehimpuls-Eigenzustände Iljmj) selber aus Eigenzustanden des Bahn- 
drehimpulses und des Spins der Quarks zusammengesetzt 

mit den Kugelfunktionen und dem Spinor xs=lp,ms. Die Ausdriicke in den großen 
runden Klammern sind die entsprechenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten. 

Wir verwenden einen diskreten Satz von Basiszuständen ( r J  an; yrnll) [98] mit dem 
Winkel-Spin-Isospin-Anteil (PI 1, j ;  gm) aus G1. (D.1) und den Becselfunktiasneln jL ( Q r  
als Radial-Anteil, die in einer sphärischen Box vom Radius D definiert sind 



Anhang 

mit der Normierungsl~o~istanteri 

Bei den Basiszuständen in GI. (D.3) steht "+" für die natürliche Parität II= (-1)9 und 
"-" für die unnatürliche Parität II = - (-1)9. 

Ein Energieeigenzustand mit dem Energieeigenwert CA, Superspin g, Projektion des 
Superspins m und Parität I1 ergibt sich dann als Linearkombination der entsprechenden 
Basis-Spinoren zu 

4 W 

(rl AgmII) = C C V:$ (TI a n ; g m n )  . 
a=l n=l 

03.5) 

Für g = 0 entfallen die Zustände mit a = 1 und a = 3. 
Die Diskretisierungsbedingung für den Parameter k$ folgt aus der Forderung, daß 

die Besselfunktion am Kastenrand verschwindet, wobei n die Anzahl der Knoten der 
Besselfunktion im Intervall 0 < r 5 D bezeichnet 

mit n = 1,2,3, ..., n„. D und n„ müssen so gewählt werden, daß bei einer weiteren 
Vergrößerung dieser rein numerischen Parameter die berechneten Observablen des So- 
litons, d. h. die Differenz zwischen dem ortsabhängigen inhomogenen System und dem 
homogenen System (ebenfalls mit der diskreten Basis berechnet!), stabil bleiben. 

In der eingeführten Basis (GI. (D.3)) wird der Hamilton-Operator (Gl. (3.11)) mit 
den sphärischen Mesonenfeldern (Gl. (4.2)): für gegebenen Superspin und Parität, dia- 
gonalisiert und mit der Eigenwertgleichung die entsprechenden Koeffizienten aus 
GI. (D.5) bestimmt. Eine ausführliche Darstellung findet man in den Anhängen der -4r- 
beiten [100,63]. 

Zur numerischen Berechnung wurden von uns D= 18 M-l und knm, = 144 D-I = 8 M ,  
mit der temperatur- und dichteabhangigen Konstituenten-Quarkmaase M ,  benutzt. Das 
bedeutet n„z45 für g=0. Für großcre Superspins nimmt n„ ab. Die Schrittweite für 
ntima5sche Integrationen betrug 0.1125 .M-'. ?Veiterhin wurden Zustände bis zu einem 
maximahn Superspin w n  gmaX = 99 mitgenommen. Die Regularisierung sorgt dafür, daß 
Zust;tände der Seeqwarks (virtnelle Quark-Antiquark- Fluktuationen) mit zunehmende~i 
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Superspin (der Betrag des Eiiergieeigenwertes wächst) einen immer kleineren Beitrag zu 
den physikalischen Observableri liefern. Bei dem Mediumanteil sorgen die fermionischen 
Besetzungszahlen automatisch fiir diesen Prozeß. 

Die erforderliche Größe der Basis und die Schrittweite der numerischen Integration 
wurden in solchen Fällen bestimmt, in denen ein Vergleich mit dem 1I;ontinuumslirries 
möglich ist (homogenes Medium). 

E Nützliche Formeln des Exponentialoperat ors 

Wir geben hier die Ableitung einiger in der Arbeit verwendeten Formeln an, die bei 
der proper-time Regularisierung der fiullpunktsenergien (Dirac-See-Anteil am großkano- 
nischen Potential) auftreten und speziell bei der Bestimmung der Trägheitsparameter des 
Solitons Verwendung finden. Die ersten Schritte sind dabei dem Anhang in [101] entnom- 
men. 

Beginnen wir mit den zwei äquivalenten Definitionen 

eA = C 'AI mit d0 = I ,  
k=O k ! 

Aus der letzten folgt mit det(Am) = (det A)" 

Nun gilt 

1 
det(eA) = lim 

m+co 

und man erhält für G1. (E.3) 

1 1 na 
det (eA) = lilik II -SpA -F o(-)] . (E.5) m ?nL 

Man kann zeigen, daß der Term der Ordnung 1 f m2 verr~ach'i.Zssigt "r~erdea kann. Die rechte. 
Seite von G1. (E.5) ist dann identisch mit der Entwicklung in GI. (E.2), wenn man dort 
die Matrix A durch die Zahl SpA ersetzt. Es ergibt sich die C& genutzte 

det(eA) = $P" . { E J ~  



Weitere nützliche Relationen lassen sich mit Hilfe des parameterabhängigen Operators 

H ( y )  = e-V~e'l" (E.7) 

erhalten. Die Operatoren F und G seien dabei unabhängig vorn Parameter y. Nun diffe- 
renzieren wir beide Seiten nach dem Parameter y l  und wir erhalten wegen gei" = eYFF = 

Fe"" nach Anwendung der Produktregel 

Integrieren wir nun wieder, so ergibt sich 

und nach Multiplikation von links mit eF 

Ein oft benutzter Spezialfall dieser Formel ergibt sich, wenn man für den Operator G den 
Differentialoperator $ einsetzt und F(x)  nun vom Parameter X abhängt. Die Vertau- 
schung des Differentialoperators mit einem Operator ist die Ableitung dieses Operators 
nach X ,  so daß sich 

ergibt. 
Entwickelt man den Operator (GI. (E.?)) nach dem Parameter y, so ergibt sich eine 

Summe von multiplen Kommutatoren 

Die Formel (EX)  e r l ab t  die Ableitung einer weiteren oft benukzten Beziehung. Mul- 
tipliziert man Gleichung (E.11) von links mit ee"4) und bildet danach auf beiden Seiten 
die Spur, so ergibt sich aufgrund des zyklischen %'erl;a~ischens unter der Spur 
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d d d 
s~[B(~)-'-B(.)] = -SplnB(x) = -lndet B(x) = 1 d 

dx dx dx det B(z) dx -detB(x) ,  (E.14) 

wobei zwischendurch noch die Beziehung Sp ln B = 1n det B benutzt wurde (GI. (E.6)). 
Letzte Gleichung gibt an wie man die Determinante nach einem Parameter ableiten kann, 
was bei der Berechnung von Erwartungswerten von Operatoren, bei der die Ableitung der 
Quark-Determinante auftaucht, benutzt wird. 

Will man In det(Bo +BI) systematisch nach B1 entwicldn, so kann man GI. (E.14) 
verwenden. Wir definieren den parameterabhängigen Operator B(x) = B. + zBl und 
erhalten 

1 
d 

1 

In det(B0 + BI) - In det B. = / dz- In det B(x) = / dx SpB(x)-'B1 . (E.15) 
0 

dx 
0 

Entwickeln wir nun B(x)-l um X = 0 

und beachten, daß aus B(x)-'B(x) =I nach Differenzieren nach X folgt: (-B(z)'l)B(a)-f 
$3 ~(z)- '%B(X) = 0 und damit gB(x)-l  = -B(%)-l(&B(x))B(x)-I mit &B(%) = Bi. 

Durch Anwendung der Kettenregel kann man dann auch höhere Ableitungen berechncsn 
und erhält 

= ~ ! ( - ~ ) " ( B Ö ~ B ~ ) " B Ö ~  , 
dxn 

(E.17) 

so daß sich aus G1. (E.15) nach Integration über X 

00 1 
In det (Bo + B,) - ln det B. = (-l)"+ ' - s ~ ( B ~ ' B , ) ~  

n=l Y& 

ergibt. 
Gleichung (E.ll)  kann man auch für eine systematische Entwicklung 

eAO+A1 nach Al benutzen, wobei wir das in1 folgenden nur bis zur ersi;en 
praktizieren werden. Dazu definieren wir uns den partimeterab1r8~~.gige]1'i 
Ao +xA1, so daß gilt 

Verwenden wir nun G1. (E.11) mit & ~ ( z )  =Al, dann erhiilt mtm 
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Setzt man nun wiederum 

so ergibt sich 
1 

Will man den regiilarisierten Anteil der Quark-Deterrriinante bis zur zweiten Ordnung 
in den mittleren Feldern berechrlen, so lauft das darauf hinaus in G1. (E.20) die Spur zu 
bilden. Aufgrund des zyklischen Vertauschens unter der Spur ergibt sich 

und Anwendung der Formeln (E.11) und (E.21) führt auf 

woraus sich 

ergibt. 

F Berechnung des Trägheitsparamet ers für eine 
Translation des Solitons 

(E.23) 

(E. 24) 

(E.25) 

Um den Tragheitstensor (Gl. (8.28)) zu berechnen, betrachten wir diejenigen Beiträge zum 
großkanonischen Potential Q(v), die von h(v) abhängen, d. h. den See- und Mediumanteil. 
Der rein mesonische Beitrag am großIccl~ionisehen Potential enthält keine kinetischen Ter- 
me und liefert somit keinen Beitrag zur Trägheit. Die mesonische Energie taucht jedoch 
in G1. (8.41) wieder auf, da iiber die Bewegungsgleichung für die mesonischen Felder alle 
Terme miteinander verkoppelt sind. 
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In Analogie zu den Operatoren (Gl. (4.11)), (Gl. (4.12)) definieren wir die Operatoren 

D(/L; V) E ~ ( p )  - V.P = a, + h - P - V.P , ( F 4  
Do(p;v) Do(p) - v . p  = d T + h o - p - U - p  ( F 4  

und in Analogie zu G1. (4.13) und GI. (4.14) 

A(p; V) D(p; V) D(p; V) = A(p) + 13;vi - (V , (F-3) 
Ao (P; V) D. (P; U) D0 (P; V)  = Ao (,U) + ~ i d  - (U - P ) ~  (F.4) 

mit d(p) ,  Ao (P) definiert in dcn Gln. (4.13): (4.14) und den Operatoren 

= zPi& + [pi, h] = 2$aT - i,B ai [*(T) + i ? ~  (T)  - 7-73] , (F. 5) 

d 
B: r -Ao(p; V) = p i ~ o  (p) - D~ (p) tpi = 2pi& , 

avi 

wobei vt = -U berücksichtigt wurde. Der Kommutator [h,pi] ist gegeben durch die Ab- 
leitungen der mittleren Felder und verschwindet im homogenen Fall für h= ho. 

Der regularisierte Realteil des geschwindigkeitsabhängigen großkanonischen Poten- 
tials, der von der Quark-Determinante herrührt, ist dann gegeben durch die Ausdrücke 
in GI. (4.22) und G1. (4.29), wobei man A(q(p) durch A(,,)(p; V) zu ersetzen hat. Der 
unregularisierte Imaginärteil ist gegeben durch 

d e t D ( w )  = gfp(T mit fiq (T, P; V) = -T ln „D&;V) , p; V) + i 3  W(T, p; U). Die Darstellung in 

GI. (F.7) macht man sich klar, wenn man den Logarithmus einer komplexen Zahl U= 

betrachtet: In a = In /al+ iq5 = $ln(a*a) + $ in $. Der Real- und Imaginärteil von In a ist 
also gegeben durch R(1na) = 1n lal= ln(a*a) und S(1na) = q5 = -; In 5. Nun setzt man 
a = det D und nutzt (det D)* = det D* = det(D*)T = det Dt. Dabei wurde ausgenutzt, daß 
sich der Wert der Determinante einer Matrix nicht ändert, wenn man in der Matrix die 
Spalten mit den Zeilen vertauscht, d. h. wenn man sie transponiert. Man kann nun zeigen, 
daß der Imaginärteil (Gl. (F.7)) bis zur Ordnung v2 verschwindet und deshalb bei den 
weiteren Betrachtungen keine Rolle spielt. 

Um dies zu zeigen, führen wir eine Entwicklung um V = 0 durch. &fit Hilfe von 
Gl. (E.18) erhält man 

ln det [D(p; V) (D(p; V)+)-'1 = In det D(p; V) - In det D(p; V)+ 
= 111 dct D (p) - In det D ( / L ) ~  

-zui [D I+ Sp ( ( ~ ( p ) ~ ) ~ ' ~ ~ ] ]  
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Der Term der Ordnung du0 verschwindet wegen GI. (4.19). Aufgrund der Kommutatordar- 
stellung (GI. (8.18)) des Einteilchen-Impulsoperators, des möglichen zyklischen Vertau- 
schen~ von Operatoren unterhalb der Spur und da h2 mit D(p)  und D(,u)+ vertauscht, 
verschwindet der Term der Orclnung U' ebenfalls. Führt man in GI. (F.8) für den Term 
der Ordnung v 2  die Spur explizit aus, so ergibt sich mit den Gln. (3.26), (3.27) und der 
Normierung in G1. (3.30) sowie der Eigenschaft (n n 1 pi I n' n' ) = ( cr 1 P' I n' ) 6nn1 

mit 

1 - 1 
f (un, E a ,  Ep) = . (F.lO) 

(-iwn + E, - p) (-L, + - p) (iw, + E, - ,U) (iw, + E@ - p) 

Wie man leicht erkennt ist f eine ungerade Funktion bezüglich der Matsubara-Frequenzen 
W,: f (Wn, E,, e ß )  = - f (-W,, E„ E ~ ) .  Dies hat C:& f (W„ E „  ep) = 0 zur Folge, und der 
Term der Ordnung v 2  in G1. (F.8) verschwindet. Auf diese Art und Weise verschwinden 
alle weiteren geraden Potenzen v2k in der Entwicklung (GI. (F.8)). Da wir nur Terme bis 
zur Ordnung v 2  berücksichtigen, verschwindet der Imaginärteil. 

Wir führen wie in [20] die Kommutatordarstellung von Bi und Bi ein 

B" [C', A(O)] = [C" A(p) + lph] , (F.11) 

B: = [Ci, Ao (O)] = [C" Ao (p) + 2pho] (F.12) 

mit 
- d C\--  iri& . 

2 
(F.13) 

Dies kann man mit Hilfe der folgenden Beziehungen für den Einteilchen-Hamilton-Opera- 
tor h= cu.p+-B [o(r) -i- i z ( r )  .TY~]  überprüfen 

[h,rq = o " [ ~ , r i ] i [ ~ ( ~ + i ~ - ~ Y 5 ) , ~ i ] = ~ j [ ~ , ~ i ] = - i a i ,  

[h2, TI = [h2 ri] h + h [h, ri] = -i {h3 d} = -i {d ,  C?) P> - i {/3 (o + i z - q 5 )  , a?} 

[ai, h2] = i [[h, T ~ ]  h2] = i [[hZ, ri] , /L] = 2 [#, 4 (F.14) 

mit (A ,  B ) s A B  r" BA, wobei die Beziehungen [AB, 6'1 =LA, C] B+A [B, C], die Jacobi- 
Identität [[A, B] , C] 6 [[B, C] , A] + p[C> -41 , B] = U sowie die ,?tntiVertauschUn~relationen 
der ?-Matrizen aus Anhang A genutzt wurden. 

Die in diesem Ankarlg abgeleiteten Relationen gel!lfßeri für beliebige ortsabhängige Felder 
a(r) rurd xjr) unabhängig tm tv&eren Sjmmcttrien (wie z. B. sphiirische Symmetrie oder 
Redgehag-Arrsakz fGr das W-Feld]. Die Ess tma  des Operators Ci erlaubt uns im folgenden 
eine Reihe von Manipulatiunen. 
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Betrachten wir zuerst den proper-time regularisierten Seeanteil am Trägheitsparame- 
ter. Dazu benötigen wir die Ableitung des Exponentialoperators (GI. (E.11)) 

a 1 

e-sA(o;v) = -,s Jdt e - ( l - t ) ~ ~ ( ~ ~ )  ~k - 2p e - t ~ " ( O ; ~ )  ' 'I (FSS) au * 
0 

Setzt man am Ende V = 0, so verbleibt nur der Operator Bk in der inneren Klammer 
der nun durch die Kommutatorrelation (GI, (F.ll)) ersetzt, werden kann. Dieses Integral 
vereinfacht sich dann wegen GI. (E.lO) zum Kom~nutator zwischen Ck und e-SA(0) 

Differenziert man GI. (F.15) noch einmal, setzt am Ende V = 0 und verwendet dann 
GI. (F.l6), so erhält man 

Berechnet man die Spur dieses Ausdruckes und nutzt dabei das zyklische Vertauschen, SO 

ergibt sich 

und wir erhalten für den Anteil des Dirac-Sees an der triigen Ilrlasss des 1%01itoxls 

Dabei liefert der Term mit dem Operator A % m  zweiten Teil tlllf &T E C ~ %  Sa?ik 
jQ i? 1:- ,. (honioge~ies System) von Gleichung (P.19) Ircineii Beitrag aor Spur Sp!@-'' p 1 - 0, 

aufgrund der Darstellung 



und des möglichen zyklischen Vcrtauschens unter der Spur. 
Anstelle der Berechnung dcr zweiten Ableitung des Exponentialoperators (GI. (F.17)) 

und anscliließender Spurbildung (GI. (F.18)), hätte man auch gleich von der Entwick- 
lung der Spur des Exponeritialopcrators (GI. (E.25)) ausgehe11 können, wenn man dort 
die Ersetzung Ao + -s-4(O), Ai --+ -a [B%' - ( v . ~ ) ~ ]  vornirnrnt und dann die Terme 
proportional zu vl~urn aussortiert. Danach nutzt man die Relationen (F. 11) und (E. 10). 
Dabei kann man dann noch Sp[e-SA(o)[~i, Bk]] = Sp[e-sA(0)[Ck, Bi]] verwenden. Dies 
folgt aus GI. (F.11) und der Jacobi-Identität für den Doppelkommutator [Ci, Bk] = 
[C" [C" A(O)]] = [[A(O), Ci], Ck] + [[Ci, Ck], A(O)] = [Ck, Bi] + [[Ci, Ck] , A(0)] nach Mul- 
tiplikation mit e-SA(0) und anschließender Spurbildung. Wegen des möglichen zyklischen 
Vertauschens unter der Spur liefert der letzte Term keinen Beitrag. 

Zur Berechnung des Mediumünteils an der trägen Masse betrachten wir den Ausdruck 

der sich mit Hilfe von GI. (F.3) nach nochmaliger Ableitung von GI. (E.14) ergibt. Zur 
Berechnung des zweiten Terms setzten wir die Kommutatordarstellung (Gl. (F.11)) des 
Operators Bi ein und erhalten 

S ~ [ A ( ~ ) - ' B ~ A ( ~ ) - ' B ~ ]  = S ~ [ A ( ~ ) - ' [ C ~ , . ~ ( ~ )  +2ph]A(p) - i~k]  

= SP [.%-P [Ci, 4/41 A(ii)-' Bk] 

+ ~ , L L S ~ [ A ( ~ ) - '  [d, h] A(,U)-' Bk] .(F.24) 

Der erste Term in GI. (F.24) führt auf 

Der zweite Term auf der rechten Seite in G1. (F.24) sieht noch kompliziert aus. Der 
Kommutator [Ci, h] läßt sich aber auf die Operatoren A(p) und D(p)  zurückführen, was 
dann noch weitere Manipulationen erlaubt. Mit Hilfe der Beziehungen (F.13) und (F.14) 
erhalten wir 

wobei wir für den Doppelkammutator [[A, Bj , A) = BA2, B] + 2A [B, A] verwendet haben. 
Nun setzen wir [h2, ri] = [&CI.) +2ph, ri] ein und erhaken 
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Zum Schluß nutzen wir [ri7 h] = [ri, D(p)]  und bekommen 

Mit dieser Beziehung kann man, unter Ausnutzung des möglichen zyklischen Vertauschens: 
der Operatoren unter der Spur, den letzten Term in GI. (F.24) umformen zu 

Benutzt man die Gleichungen (F.5) und (4.13) so erhält man 

und 

Sp [(D(,u) t ,  - '~%(p)- ' r"]  = Sp [A(p)-' (p%'D(p) - ~ ( p ) b ? ~ ) ]  

= S p  [A(,v) -' (2ripk& - i6"~[p)  + [rijk, h])] . (F.31) 
Der letzte Term liefert wieder keinen Beitrag zur Spur da h mit A(p)-l vertwscht, Ins- 
gesamt ergibt sich 

+ 2p [(h - p)6" + iri[h, pk]])] (F.32) 

mit dem Kommutator [Ci7 Bk] gegeben in Gleichung (F.20). Somit erhat man na& Abzug 
des Beitrages vom homogenen Medium 

+,U s sp [ ~ ( p ) - '  ((h - p ) P  + iri[h, p k ] )  - ~~(~)-'(ho - . (F.331 

Dabei ist Sp [Ao (,U)-lpipk] = Sp[Ao (0)-'piP"] = 0 berücksicl@$, was aus der 'iF8a~stell~11g 
(GI. (F.22)), dem Vertauschen von ho mit Ao(p)-' und dem xnbg3hd1ern ?s,ykhchen V&- 
tauschen unter der Spur folgt. 
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G Berechnung des Trägheitsparamet ers für eine 
Rotation des Solitons 

Um den Trägheitspararneter für die Rotation im Isospin-Raum zu berechnen, gehen wir 
analog zum Kapitel F vor. Wir definieren Oper.atorer1, die man aus den ersten Formeln in 
Kapitel F einfach durch die Ersetzung V -+ W und p -+ t erhalt 

D(p; W) r ~ ( p )  - w - t  = a, + h - p - U-t , ( G 4  
D&; W) Do(p) - W-t = 8, + ho - p - w.t ( G 4  

und wegen der Antihermitezität wt = -W gilt analog den Gln. (4.13), (4.14) 

mit A(p), Ao(p) definiert in Gln. (4.13), (4.14) und den Operatoren 

d 
B~ = - A~ (P; W) = tioo (P] - D~ (/.&-l)+ti = 2tia, 
O - dw" 

Im homogenen Fall verschwindet das T-Feld und ho vertauscht mit dem Einteilchen- 
Isospin-Operator t. 

Der unregularisierte Imaginärteil des, von der Rotationsgeschwindigkeit abhängigen, 
großkanonischen Potentials der Quarks @(T, p; W) ist gegeben durch GI. (F.?), wenn 
man dort die Ersetzung V + W vornimmt. Der Imaginärteil verschwindet ebenfalls bis 
zur Ordnung w2. Die Argumentation für das Verschwinden der Ordnung wo und w2 ist 
identisch mit den Ausführungen im Anhang F. Der Term der Ordnung w ist proportional 
zum unregularisierten Erwartungswert des Isospins des Solitons, wegen der Beziehung 
Sp [D (P)-'ti] + Sp [(D (p,)t)-'@J = 2 Sp[A(p)-' (h - p)t? (vergleiche mit GI. (F.8)) und 
den Gln. (4.68) und (4.72). Der Erwartungswert des Isospins des Solitons bei W = 0 
verschwindet nun, was in Kapitel 8.2 erläutert wurde. Aus diesen Gründen spielt der 
ImagMrteil bei den folgenden Betrachtungen keine Rolle und wir betrachten ab jetzt nur 
den regularisierten Realteil von CF(c p; W). 

Nun ist keine Kommutatordarstellung von Bi wie in Kapitel F bekannt, die auf even- 
tuelle Vereinfachungen hoffen lassen könnte, und man muB den Trägheitsparameter von 
grunde auf berechnen. Zur Berechnung des proper-time regularisierten Seeanteils des 
Träffheitsparametew bilden wir die erste Ableitung des Exponentidoperators und erhalten 
analog zu Cl. (F-15) 
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wobei man aber die Nichtvertauschung der Isospin-Operatoren beachten muß. Bilden wir 
nochmals die Ableitung und setzen am Ende w = 0, so crhält man den umfangreichen 
Ausdruck 

Aufgrund der Vertauscliungsrelationen für die Isospin-Operatoren {tk, tk)  = $b"",ie auch 
dazu führen, daß der Operator A ( p ;  w )  doch nur linear in t ist, könnte man in dem letz- 
ten Term die Integration über t beseitigen, was aber zu keiner wesentlichen Vereinfachung 
führt. Bildet man nun die Spur im Sinne von GI. ( 4 . 1 5 ) ,  schiebt zwischen den Operato- 
ren einen vollständigen Satz I =C, J?zdu 1 a, W )  ( a ,  w I von normierten Eigenfunktionen 
I a, W )  (Gl. (4.16)) der Einteilchen-Operatoren 3, und h ein, und beachtet das aufgrund 
der Beziehungen (4.16), (4.17) 

( P ,  W ' /  A(o) 1 a, W )  = (E: + W') Jp, J(W' - W )  , 
(ß, W' 1 B" a, W )  = - (ß 1 ti 1 a )  [ ( E ~  - E,) + %W] 6(w1 - W )  (GJJ) 

gilt, so ergibt sich für den ersten Ausdruck auf der rechten Seite von GI. (G.8) xiach 
Spurbildung ein Integral der Form 

Führt man nun nacheinander die Integration über t' und t aw, so ergibt sich 

Für den zweiten Term auf der rechten Seite von G1. (GA) ergibt ~i&. nach SpurbiMaag 



102 Anhang 

was nach Ausführung der Integration über t' und t auf 

- (c tp i l jY)(ß l tk la)  (G.13) 

führt. Für den letzten Term in G1. (G.8) erhalt man nach Spiirbildung das Integral 

~ Addiert man die Gln. (G.11), (G.13) und (G.14), so erhält man 

und nach der Integration über w 

Zusammenfassend erhält man dann für den Seeanteil am Trägheitsparameter der Rotation 

mit 

Anstelle der Berechnung der zweiten Ableitung des Exponentialoperators (Gl. (G.8)) 
und ansehlieBender Sgurbildung, h S t e  man auch gleich von der Entwicklung der Spur 
des Exponeritidoperators (Gl. (E.35)) ausgehen können, wenn man dort die Ersetzung 
4 -+ -sA(O), Al -t -s [B'u" (w*t)2] vornirnnit und dann die Terme proportional zu 
~b~~ aussortiert, 
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Zur Berechnung des Mediumanteils am Trägheitsparameter betrachten wir den folgen- 
den Ausdruck 

Fuhren wir hier die Spur irn Sinne von GI. (3.26) aus, schieben zwischen den Operatoren 
I = Can I a, n )  ( a ,  n 2.1 ein und beachten das anstelle der Beziehungen iri G1. (G.9) nun 
wegen G1. (3.27), G1. (3.30) gilt 

so erhält man für den ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung (G.19) 

und für den zweiten ergibt sich 

Formt man den obigen Bruch in eine Summe von Brüchen um 

und addiert dann die Gleichungen (G.21) und (G.22), so lmnn man die Summe in den 
Ausdruck überführen 

Wegen 

reduziert sich die Summe auf den einfachen Ausdruck 
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Die Summation über die diskreten Matsubara-Frequenzen W, kann mit den Formeln in 
Anhang B einfach ausgefGhrt werden mit dem Resultat 

Entsprechend der Zerlegung des großkanonischen Potentials muß davon der unregula- 
risierte Seeanteil abgezogen werden. Dieser ergibt sich aus dem oberen Ausdruck nach 
Multiplikation mit F für p = 0 und anschließendem Limes T -+ 0 oder äquivalent aus der 
Formel (G.13) für den regularisierten Seeanteil mit A -+ W. Wir wählen die erste Variante 
und nutzen 

und erhalten für den Mediumanteil am Trägheitsparameter 

mfilr man auch kompakter schreiben kann 

mit der mibtleren fermionischen Besetzungszahl f i  gegeben in Gleichung (4.30). 
Im folgenden betrachten wir das Trägheitsmoment im Grenzfall hoher Temperaturen 

und chemischer Potentiale. Dies kommt praktisch in unserem Modell nicht zur Anwen- 
dung, dient aber der aberpriifung der Ftichtigkeit der abgeleiteten Formeln (siehe auch 
Diskussion in Abschnitt 6!.l zur Abhängigkeit des Quarkkondensates bei hohen Tempera- 
turen). 

Für den Term in den eckigen Klammern des Mediumwteils am Trägheitsmoment in 
Ci. (G-30) gilt Gr p = O  und T+w 
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Letztercr Ausdruck läßt sich mit Hilfe von @(E,) = [I +sign(e,)] 12  auf den gleichen Grenz- 
wert wie in GI. (G.31) zurücltführen. Weiterhin betrachten wir den unregularisierten See- 
anteil am Trägheitsmoment. Aus G1. (lG.18) folgt 

R, (E(. , EO; h) -50 sign(cP) - sign(~,) (G. 33) 

und mit G1. (G.17) und G1. (G.30) erhalten wir die R.elation 

d. h. im Grenzfall hoher Temperaturen (chemischer Potentiale) kompensieren sich der 
(unregularisierte) Seeanteil und der Iifediumanteil am Trägheitsmoment. Dies ist ein Hin- 
weis, daß in einer Theorie, in der die Temperatur sehr viel größer als der einzuführende 
Regiilarisierungsparameter ist (T > ii) , die Regularisierung von See- und Mediumanteilen 
am Trägheitsparameter in gleicher Art und Weise vorzunehmen ist - wenn die Eigen- 
schaft der Kompensation weiter gelten soll. Das gleiche Argument gilt auch für die innere 
Energie, die sich als Trägheitsparameter für die translative Bewegung ergeben hat. 
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