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1 Einleitung

Die Quantenchromodynamik (QCD) mit den Quarks und Gluonen als den elementaren
Freiheitsgraden hat sich gegenwértig als die Theorie der starken Wechselwirkung erwie-
sen. Diese Theorie besitzt die folgenden fundamentalen Eigenschaften. Bei hohen Energien
verhdlt sie sich wie eine schwach wechselwirkende Theorie (asymptotische Fretheit) und
ist aus diesem Grunde storungstheoretisch zuginglich. Bei niederen Energien sind die
Quarks und Gluonen dagegen in Hadronen (Pionen, Nukleonen, Vektormesonen u. a.)
gebunden. Dies ist die hadronische Phase, und man spricht vom sogenanuten Confine-
ment, was bislang keinesfalls theoretisch vollstdndig verstanden ist. Dieses nicht-stérungs-
theoretische Problem fiihrt zu Schwierigkeiten, die einer direkten Anwendung der QCD
auf die Beschreibung stark wechselwirkender Materie bei mittleren und niedrigen Ener-
gien entgegenstehen. Aus diesem Grunde benutzt man in diesem Energiebereich effektive
Feldtheorien, die zwar nicht direkt aus der vollen QCD abgeleitet werden koénnen, die
aber wesentliche Eigenschaften dieser Theorie reflektieren. Als Konstruktionsprinzipien
dienen dabei vor allem Symmetriebetrachtungen und die Dimensionsanalyse. Daneben
gibt es Versuche, die Eigenschaften der Hadronen basierend auf der fundamentalen Theo-
rie mittels Gittereichrechnungen zu bestimmen. Zum Verstindnis der Resultate dieser
“Computerexperimente” bleibt die Entwicklung von effektiven Modellen, die diese Daten
reproduzieren, eine weiterhin sinnvolle Aufgabe.

Neben der lokalen SU(NV;)-Symmetrie der QCD aufgrund der Konstruktion als Eich-
feldtheorie, besitzt die Lagrange-Dichte der starken Wechselwirkung noch eine andere
wichtige Symmetrie. Vernachléissigt man die Quarkstrommassen, so ist die Lagrange-
Dichte der QCD symmetrisch unter der globalen chiralen Gruppe SUy(Ng) x SUa(IVg) X
Uv(1)xUa(1). Da die Quarkstrommassen der u- und d-Quarks sehr klein sind (=210 MeV)
ist dies eine besonders gute Niherung fiir diese leichtesten Quarksorten. Die Uy (1)-
Symmetrie ist mit der Erhaltung der Baryonenzahl verkniipft und die SUv (V;)-Symmetrie
sorgt fiir die Anordnung der Hadronen in Flavour-Multipletts. Die anderen Symmetrien
haben keine solche Entsprechungen in der Natur. Wihrend die U (1)-Symmetrie durch
Quanteneffekte gebrochen wird (chirale Anomalie), nimmt man an, daf der Grundzu-
stand der Theorie die SUA(NV;)-Symmetrie spontan bricht, da keine chiralen Partner zu
den bekannten Hadronen beobachtet worden sind. Diese spontane Symmetriebrechung
ist verkniipft mit dem Auftreten masseloser Goldstone-Bosonen — den Pionen, Kaonen
und 7-Mesonen, die die Freiheitsgrade der unbeobachteten chiralen Partner besetzen. Da
die Quarkstrommassen nicht exakt verschwinden und damit die chirale Symmetrie expli-
zit gebrochen ist, besitzen diese Goldstone-Bosonen in der Natur ebenfalls eine endliche
Masse.

Erhéht man die Energiedichte der hadronischen Phase, wie dies z. B. in relativistischen
Schwerionenstéfen mit Energien der kollidierenden Kerne von einigen GeV pro Nukleon
realisiert wird, dann erwartet man Modifikationen in den Teilcheneigenschaften {Massen,
Zerfallsbreiten, Kopplungskonstanten), die zu experimentell beobachtbaren Phiinomenen
fithren konnen. Beispielsweise sollten die Anderungen der Massen im Medium, der an der
Reaktion beteiligten Teilchen, zu Modifikationen der gemessenen Teilchenspekiren fiihren.
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Bei hinreichend hohen Energiedichten erwartet man zwei mogliche Phaseniiberginge: ein
Deconfinement der Quarks und Gluonen sowie die Wiederherstellung der chiralen Sym-
metrie. Beim Deconfinement-Ubergang geht die hadronische Phase in ein Quark-Gluonen-
Plasma iiber. Das umgekehrte Szenario, die Bildung von Mesonen und Baryonen aus den
Quarks, sollte nach der Urknall-Hypothese auch in der Entwicklung des KKosmos stattge-
funden haben, als dessen Temperatur auf ca. 200 MeV fiel. Das Studium der Eigenschaften
von Hadronen bei endlicher Temperatur und Teilchendichte kann zum Verstindnis dieser
Vorginge beitragen.

Die Massen als wesentliche Eigenschaften von Hadronen im Medium wurden durch
Gittereichrechnungen, QCD-Summenregeln, mit Hilfe effektiver Lagrange-Dichten und
durch phinomenologische Bag-Modelle bestimmt. Allerdings liefern diese unterschied-
lichen Techniken zum Teil widerspriichliche Ergebnisse. So kommt man z. B. mit Hilfe
der chiralen Stérungstheorie zu der Aussage, daf sich die Masse der Nukleonen bei hohen
Temperaturen ebenfalls mit 7" erhoht [1]. Auf der Basis einer effektiven Niederenergie-
Lagrange-Dichte wurde das Brown-Rho-Skalierungsverhalten abgeleitet [2], bei dem die
Nukleonen-Masse wie die Pion-Zerfallskonstante skaliert und bei Erhthung der Tempe-
ratur abfillt. QCD-Summenregeln sagen ebenfalls ein Abnehmen der Nukleonen-Masse
mit zunehmender Temperatur voraus [3]. In [4] wird mit Hilfe von Strom-Algebra und
der Hypothese der partiellen Erhaltung des axialen Stromes (PCAC) argumentiert, daf
Hadronen-Massen bis zur Ordnung 72 temperaturunabhingig sind. Auf der Grundla-
ge eines Quark-Meson-Kopplung—Modells wurde die Dichteabhingigkeit der Nukleonen-
Masse in einem Bag-Modell studiert [5]. Eine zunehmende Dichte hatte eine Abnahme
der Nukleonen-Masse zur Folge. Man kommt zu dem Schluf}, dafl gegenwirtig noch keine
einheitliche Beschreibung hadronischer Materie existiert.

Eine weitere Schwierigkeit besteht in der Definition der Masse bei endlichen Tempe-
raturen [6]. Unterschiedliche Definitionen beschreiben im allgemeinen verschiedene phy-
sikalische Erscheinungen. Dies ist zum Teil auch bei den oben angegebenen Arbeiten zu
beriicksichtigen. So mufl man z. B. zwischen der Polmasse, gegeben durch die Polstelle
des Propagators, und der Screening-Masse, gegeben durch das Verhalten der hadronischen
Korrelationsfunktionen bei groflen rdumlichen Abstdnden, unterscheiden. Die Pole des
vollen Propagators kann man als elementare Anregungen im Medium verstehen, wohin-
gegen die Screening-Masse Abschirmeffekte der Felder aufgrund der Umgruppierung der
Teilchen im Medium bei Anwesenheit eines dufleren Feldes beschreibt (dhnlich dem Debye-
Screening im elektromagnetischen Plasma). Vor kurzem wurden Gittereichrechnungen (bei
verschwindender Teilchendichte) zur Screening-Masse des Nukleons kurz vor dem Decon-
finement durchgefiihrt [7,8]. Es gibt Hinweise auf eine Erhohung der Screening-Masse bei
ErhShung der Temperatur.

In dieser Arbeit beschreiben wir Eigenschaften des Nukleons basierend auf einem
chiralen Soliton-Modell. Ausgangspunkt ist dabei die (bis auf Quarkstrommassen) chi-
ral invariante Nambu & Jona-Lasinio (NJL)-Lagrange-Dichte [9-11] mit einer 4-Quark-
Punktwechselwirkung. Nach Anwendung der Nidherung des zeitunabh#ingigen mittleren
Feldes (MFA), eines bestimmten Regularisierungsschemas sowie bei Beschrinkung der
mittleren Felder auf Hedgehog-Struktur, gelangt man zu stabilen rdumlich begrenzten
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Feldkonfigurationen. Diese selbstkonsistent bestimmten Objekte mit einer rdumlichen
Ausdehnung von ungeféhr 1 fm zihlen zu den nicht-topologischen Solitonen, die das homo-
gene System als Randbedingung fiir grole Absténde vom Ursprung des Solitons enthalten.
Die Ubersichtsartikel in [12,13] beschreiben dieses Soliton eingebettet im nicht-stérungs-
theoretischen QCD-Vakuum. Die spontane chirale Symmetriebrechung manifestiert sich in
einem nichtverschwindenden Vakuum-Quarkkondensat (0] G |0), was die Ursache fiir eine
Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse der leichten Quarks von ungefihr 400 MeV ist. Die-
se nicht-stérungstheoretische Konstituenten-Quarkmasse der Ordnung Aqcp ermdoglicht
dann den Aufbau des Nukleons, mit einer Masse von etwa 1 GeV, als gebundenen Zu-
stand von Konstituentenquarks. Dieses Soliton-Modell erwies sich als sehr erfolgreich bei
der Berechnung von baryonischen Observablen im Vakuum. .

Auf der anderen Seite beschreibt das NJL-Modell auch die chirale Symmetrierestaura-
tion in heifler und dichter Kernmaterie, modelliert durch ein Gas von Konstituentenquarks
(z. B. [14]), dessen effektive Masse durch den thermischen Erwartungswert des chiralen
Quarkkondensates bestimmt ist. Die Annahme ist dabei, da§ die chirale Symmetriebre-
chung und nicht das Confinement die grundlegenden Eigenschaften der leichten Hadronen,
insbesondere der Nukleonen, bestimmt.

Es ist eine attraktive Idee, beide Aspekte der NJL-Lagrange-Dichte zu vereinen und
die Eigenschaften eines Solitons zu studieren, das in einem heiflen Gas von Konstituen-
tenquarks, mit einer dynamisch erzeugten effektiven Masse, eingebettet ist. Dieses Mo-
dell kann dann sowohl die Wiederherstellung der chiralen Symmetrie und die damit ver-
bundene Reduktion der Konstituenten-Quarkmasse, als auch die mégliche Auflosung des
Solitons, was den Deconﬁnement-ﬁbergang von hadronischer Materie simulieren soll, be-
schreiben. Im Gegensatz zu vielen anderen Modellen wird hier explizit die innere Struktur
von Baryonen beriicksichtigt, die durch das umgebende Medium verfindert werden kann.
In dem verwendeten Modell werden sowohl die Vakuum- als auch die Mediumpolarisa-
tion der Quarks aufgrund der ortsabhingigen solitonischen Felder in MFA vollstéindig
beriicksichtigt.

Dieser niherungsweise Zugang, in dem das Medium durch ein Quark-Gas modelliert
wird, ist nicht ganz unproblematisch. Wenn das Soliton unterhalb einer kritischen Tem-
peratur stabil ist, sollte auch das umgebende Medium selber aus Solitonen bestehen.
Dies geht iiber die MFA-N#herung hinaus, in der man nur die durch die Reduktion der
Konstituenten-Quarkmasse hervorgerufene Skalenfinderung und deren Auswirkungen auf
die selbstkonsistenten mittleren Felder studiert. Die freie Bewegung der Quarks in dem
umgebenden Medium fiihrt wahrscheinlich zu einer Uberschitzung des Einflusses der Um-
gebung. Es wurden Versuche unternommen, die Quark-Freiheitsgrade des Mediums durch
nukleonische zu ersetzen {15,16], ohne weitere neue Parameter einzufiihren. Hier kommt
es allerdings schon bei der Dichte normaler Kernmaterie zur chiralen Symmetrierestaura-
tion [15,17].

Das in dieser Arbeit verwendete Soliton ist in den meisten Aspekten nahezu iden-
tisch zum Soliton der Arbeiten {12, 16, 18]. Unterschiede ergeben sich aus der speziellen
Behandlung der Valenzquarks (Abschnitt 4.4) und der Verwendung von chemischen Poten-
tialen zur Justierung der Baryonenzahl des Solitons (Abschnitt 7.3). Ziel dieser Arbeit ist
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das Studium von thermodynamischen Eigenschaften des Solitons und die Diskussion der
sich dabei ergebenden Konsequenzen. Es geht um die Beantwortung der Frage, inwieweit
das Soliton-Modell geeignet ist, baryonische Eigenschaften im Medium zu beschreiben.
Desweiteren werden Energickorrekturen berechnet, die ihre Ursache in den im Modell
verwendeten Approximationen haben.

Aufgrund der Niherung des ortsabhingigen mittleren Feldes und des Hedgehog-An-
satzes werden die Translations- und (Iso-)Rotationsinvarianz verletzt. Als Folge davon
enthilt die solitonische Losung eine Schwerpunktsbewegung und representiert eine Mi-
schung aus Nukleon und A-Isobar, was einen direkten Vergleich mit den Massen dieser
physikalischen Teilchen nicht zulafit. Um die Energie der Schwerpunktsbewegung zu elemi-
nieren und eine Feldkonfiguration mit definierten Spin und Isospin zu erhalten, verwenden
wir die Pushing- und Cranking-Naherungen [19], die schon beim Soliton im Vakuum zur
Anwendung kamen [20,21]. Die Grofe der entsprechenden Energiekorrekturen wird durch
Trigheitsmomente des Solitons bestimmt. Diese miissen im Medium neu berechnet wer-
den, was in dieser Arbeit getan wird. Die trige Masse des Solitons wird sich als identisch
mit der inneren Energie des Solitons erweisen, was eine nichttriviale Verallgemeinerung
der entsprechenden Beziehung fiir das Soliton im Vakuum [20] darstellt. Diesen Zusam-
menhang kann man analytisch mit Hilfe von Operatorrelationen und unter Ausnutzung
der Feldgleichungen herstellen. Das Trégheitsmoment fiir die Rotation 14t sich auf keine
bekannte GrofSle des Solitons zuriickfiihren und mufl separat numerisch bestimmt wer-
den [22].

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 werden Eigenschaften der NJL-
Lagrange-Dichte und ihre Motivation aus der QCD behandelt. Die grundlegenden Formeln
fiir die Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen (Thermodynamik von Quanten-
feldern) sowie die Ndherung des mittleren Feldes werden in Abschnitt 3 erklért. Kapitel
4 gibt die Beziehungen fiir thermische Erwartungswerte des Solitons an. Die verwendeten
Parameter sind in Abschnitt 5 beschrieben und Abschnitt 6 enthélt die Betrachtung des
homogenen Mediums von Konstituentenquarks. Die numerischen Ergebnisse fiir die soli-
tonischen Feldkonfigurationen und die quasi-klassischen Energiekorrekturen sind in den
Kapiteln 7 und 8 aufgefithrt. Die Arbeit endet mit einer Zusammenfassung der Resul-
tate und der moglichen Erweiterungen in Abschnitt 9. Im Anhang sind die verwendeten
Konventionen, die benutzte Basis fiir die numerischen Rechnungen sowie speziell lingere
Rechnungen zur Bestimmung der Tréigheitsmomente angegeben.
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2 Eigenschaften der Nambu & Jona-Lasinio —
Lagrange-Dichte und ihre Motivation aus der
Quantenchromodynamik

Wegen der grofien Schwierigkeiten, die einer direkten Anwendung der QCD auf die Be-
schreibung stark wechselwirkender Materie bei mittleren und niedrigen Energien entgegen-
stehen, unternimmt man den aussichtsreichen Versuch, effektive Niederenergietheorien der
QCD zu konstruieren. Die Lagrange-Dichte der QCD ist skaleninvariant — vernachlissigt
man die Quarkstrommassen so gibt es keinen Parameter (dic Kopplungskonstante ist
dimensionslos), der eine Energieskala auszeichnet. Was bedeutet dann eigentlich Nieder-
energietheorie? Auf dem Niveau der Quantenfeldtheorie (QFT) wird durch das Renor-
mierungsprogramm eine Skala Aqcp ~ 200MeV in die Theorie projiziert (dimensionale
Transmutation [23]). Diese neue Skala bestimmt dann den Bereich, bei dem die Wech-
selwirkung stark wird (storungstheoretische Methoden versagen), sowie die Massen der
Nukleonen.

Im folgenden werden einige grundlegende Ideen der Konstruktion einer effektiven Feld-
theorie in Anlehnung an {24,25] gegeben. Dazu betrachten wir eine Quantenfeldtheorie in
4 Raum-Zeit-Dimensionen mit einer charakteristischen Energieskala Fy, wobei wir an der
Physik auf der niederen Energieskala E < Fy interessiert sind. Um eine Niederenergie-
theorie zu konstruieren, wahlen wir einen Abschneideparameter A in der Gréfenordnung
Ej und unterteilen die Feldfreiheitsgrade ¢ in einen Hoch- und Niederfrequenzanteil

¢ =¢u+ L mit ¢g : w>A und ¢ w<A. (2.1)

Bei der Quantisierung im Pfadintegral-Formalismus ist die Vakuum — Vakuum-Uber-
gangsamplitude gegeben durch das Integral iiber alle moglichen Feldkonfigurationen

7 = f D1 Doy olS(PL.6n) — / Déy, PREINCS (2.2)

mit
SABL) / Dy ¢SGro8) (2.3)
Sa(¢r) ist dabei die effektive Niederenergie-Wirkung (Wilson-Wirkung), die bereits eine
Ausintegration der hochfrequenten Freiheitsgrade enthiilt. Im allgemeinen ist diese Aus-

integration nicht exakt moglich, falls es sich nicht um GauB-Integrale handelt. Man kann
aber die effektive Wirkung S, in eine Reihe von lokalen Operatoren O; entwickeln

Sy = fd4ngi@§ s (24}
i

die mit den Symmetrien des Problems vereinbar sind. Im Pfadintegral-Formalismus sind
die O; Funktionen der Niederenergie-Freiheitsgrade und deren Ableitungen.

Mit Hilfe der Dimensionsanalyse kann man aus dieser unendlichen Reihe, die fiir eine
Niederenergietheorie wesentlichen Terme herauspicken. Wir verwenden hier i=ec=1 {siche
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Anbang A), so daf§ die Wirkung dimensionslos ist. Der Operator O; habe die Dimension
E%, dann muf die Kopplungskonstante g; die Dimension F*~% haben. Definiert man sich
nun dimensionslose Kopplungen )\; = A%g; die von der Gréfenordnung 1 sind, dann ist
der i-te Term in Gl (2.4) von der Ordnung

0;—4
A (i'i-) , (2.5)

wobei E die Energie ist, bei der die Niederenergietheorie angewendet werden soll. Fiir
0; > 4 wird der Einflul dieser Terme fiir die Niederenergietheorie mit wachsendem J;
immer geringer - man spricht von irrelevanten Termen. Bei §; < 4 werden diese Terme
wesentlich (relevant). Operatoren mit §; = 4 sind auf allen Skalen wichtig und werden
marginal genannt. Die Idee ist nun, dafl die Niederenergiephysik hauptséchlich durch
die relevanten, marginalen und fiihrenden irrelevanten Kopplungen bestimmt wird. Diese
Ideen werden im folgenden zur Konstruktion einer effektiven Lagrange-Dichte aus der
QCD benutzt.

Die QCD als Eichfeldtheorie mit der SU(V, )-Eichgruppe ist gegeben durch die folgende
Lagrange-Dichte [26]

£aeo [P(4) - mylas — 3F(4)

>0
£
Z Z Z qf,ﬂd[ Z('Y )8aDp,ji(A) — mpe ]1]qf, o

a,f=11,j=1 p=0
N2-1
1 Z Z Fua(A) F3¥(4) , (2.6)
y,u_.O a=1

wobel wir im letzten Ausdruck alle auftretenden Indizes explizit aufgefiihrt haben, was
im folgenden nicht mehr getan wird. Uber doppelt auftretende Indizes ist dann kiinftig,
wenn nichts anderes vereinbart wird, immer zu summieren. Der letzte Term in Gl. (2.6)
beschreibt die reine gluonische Theorie, wobei der gluonische Feldstérketensor F),, , gege-
ben ist durch

F, pu,a(A) = 6[1»‘41111 - 8VA[10. - gCabcAubAuc 3 (27)

mit den gluonischen Vektorfeldern A,, mit N¥2—1 Komponenten. Die eichkovariante Ab-
leitung D, ;;(A) enthilt die Gluonfelder und bestimmt somit die Quark-Gluon-Wechsel-
wirkung

Dpusj(A) = 00 + 19 Aua(Ta)s; - (2.8)

Die Koeffizienten Cy, sind die Strukturkonstanten gegeben durch [T,, T;] =iCyp.Te. Die
Matrizen 7, haben die Dimension N, x NV, und sind die Erzeuger der SU(N,)-Gruppe. g ist
die Kopplungskonstante der QCD und m; sind die Quarkstrommassen der verschiedenen
Quark-Flavour deren Gesamtzahl Ny betrigt. Ausgangspunkt fiir die quantisierte Theorie
ist das erzeugende Funktional, was im Pfadintegral-Formalismus ohne Ankopplung #uflerer
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Quellen gegeben ist durch
Zaop = [ Dl DD AL e[ 4= a0 (2.9)

Das obige Pfadintegral ist in mehrfacher Hinsicht nicht gut definiert. Die lokale Eichinva-
rianz von Lqcp erfordert die Einfithrung von eichfixierenden Termen und Faddeev-Popov-
Geistern [26]. Auch danach enthiilt das dann erweiterte Pfadintegral noch Divergenzen,
was eine Regularisierung notwendig macht. Die im folgenden durchgefithrte Argumenta-
tion ist deshalb heuristisch zu verstehen.

Aus der Hochenergietheorie Gl. (2.9) ist nun eine effektive 1 \hederenergletheone Zur
Beschreibung von Baryonen, speziell der Nukleonen, zu konstruieren. Auf dem Niveau der
Baryonen sind keine gluonischen Freiheitsgrade aber ein bestimmter Quark-Flavour-Inhalt
(z. B. Proton ~uud) zu erkennen. Im Sinne der am Anfang dargestellten Konstruktions-
prinzipien fiir eine Niederenergietheorie bilden die gluonischen Felder die hochfrequenten
Freiheitsgrade. In einem ersten Schritt konnte man versuchen, diese gluonischen Felder
auszuintegrieren, um aus der QCD eine effektive Quark-Flavour-Dynamik (QFD) der star-
ken Wechselwirkung zu erhalten. Da dies nicht direkt moglich ist, suchen wir nach lokalen
Quark-Feldoperatoren im Sinne von Gl. (2.4). O; bestehe aus a Quarkfeldern ¢ und b
Ableitungen nach z. Da die Dimension der Quarkfelder [¢g]=E®? und die Dimension der

Ableitungen [—z-] E betrégt, ergibt sich fiir die Dimension d; von O;

5 = ga +b. (2.10)

Die Massenterme in einer Quarktheorie sind —gmg also a =2,b=0, was auf ¢; =3 < 4
fithrt. Sie sind somit relevante Terme. Kinetische Terme g@qg fithren mit ¢ = 2,0 =1
auf §; = 4 und sind damit marginal, d. h. wichtig auf allen Skalen. Verzichtet man auf
weitere Ableitungen der Quarkfelder und beachtet, daf8 aufgrund der Lorentz-Invarianz
nur Bilinearkombinationen der Quarkfelder in Frage kommen (also a gerade), so erhilt
man fiir den niedrigsten irrelevanten Term mit a=4 die Form (qT'¢)?, wobei I vorerst noch
eine Kombination aus Dirac-, Flavour- und Farb-Matrizen sein kann. Beschriinkt man sich
auf Farb-Singulett-Wechselwirkungen, enthiilt I' die Einheitsmatrix im Farb-Raum. Zur
weiteren Spezifizierung der Wechselwirkungsterme, die vier Quarkfelder enthalten, muf
man weitere Symmetrien zu Rate ziehen.

Die Lagrange-Dichte der QCD (GI. (2.6)) besitzt, bis auf die Terme mit den Quark-
strommassen, die globale chirale Uy(N;) x Ua(Vy) Symmetrie. Fordert man diese Sym-
metrie nun fiir die Wechselwirkungsterme der Niederenergietheorie, so wilre insgesamst
folgende effektive Lagrange-Dichte bis zur Dimension § =6 moglich [27, 28]

L=q(p-mlg+ -Ci— [(@Tia) + (aTHivsa)?] - % (@ Tf70)* + (@ Tfvema)] » (210)
in der beide Summen unabhiingig voneinander chiral invariant bei den Transformationen
g—Uyvqg §—gUL mit Uy= em*“
g—=>Uaq §—qUy mit Upy= T , (2.12)
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mit den Transformationsparametern «;, &;, sind. Die Summation iiber den Index ¢ in
den Gln. (2.11) und (2.12) erstreckt sich von ¢ = 0 bis ¢ = N2 — 1. Die T} sind dabei die
Erzeugenden der Flavour-Gruppe, worauf das hochgestellte “f” hinweisen soll. Es gilt Tg =
\/1/2N¢ If mit der Einheitsmatrix It im Flavour-Raum. Die Quarkstrommassen-Matrix m
ist diagonal im Flavour-Raum m =diag{my, myq, ...}. Die erste Summe in Gl. (2.11) enthélt
die Quadrate von skalaren und pseudoskalaren Bilinearkombinationen der Quarkfelder
und die zweite Summe enthélt die vektoriellen und axialvektoriellen Terme.

Zu den Wechselwirkungstermen in Gl. (2.11) gelangt man auch, wenn von einer Farb-
strom-Farbstrom-Wechselwirkung proportional zu j¢j# ausgegangen wird [29]. Dabei ist
j¥ ein Farb-Oktett-Flavour-Singulett Strom gegeben durch :

Je=qTuo"q, (2.13)

mit den 7, als Erzeuger der SU(V,)-Farb-Gruppe. Man muf dazu eine Fierz-Transforma-
tion im Dirac-, Flavour- und Farb-Raum durchfiihren und sich dann auf die Farb-Singulett
Terme beschrinken [30].

Eine weitere Motivation fiir die obige effektive Lagrange-Dichte kommt von den In-
stanton-Modellen der QCD [31-33]. Instantonen sind riumlich und zeitlich lokalisierte
Losungen der “klassischen” nichtabelschen Yang-Mills-Theorie ohne Quarks in der eukli-
dischen Raum-Zeit, die einem lokalen Minimum der euklidischen Wirkung entsprechen.
Diese nicht-stérungstheoretischen Konfigurationen beschreiben Tunnelprozesse. Anstatt
der Quark-Gluon-Wechselwirkung kann man dann Quarks betrachten, die sich in einem
Hintergrund von Instanton-Antiinstantonen bewegen. Eine sehr anschauliche Beschrei-
bung dieser Prozesse findet man in [34]. Mittelt man {iber das Instanton-Antiinstanton-
Ensemble, so bleibt eine effektive Quarktheorie mit einer 4-Fermion-Wechselwirkung iibrig.

Von t'Hooft [35,36] ist gezeigt worden, dafl die Instantoneffekte die Uy (1)-Symmetrie
brechen. Dies ist ein Beispiel fiir eine Symmetriebrechung durch Quanteneffekte, welche
als Anomalie bezeichnet wird. Will man diese Symmetriebrechung schon auf dem Niveau
der Lagrange-Dichte realisieren, so schafft man dies mit einem Zusatzterm [35, 36]

Ly = Ga{det[Gi(1+v5)q;] + det [G(1 — 75)g5]} (2.14)

wobei die Determinante beziiglich der Flavourindizes 7, j der Quarkfelder zu nehmen ist.
Beschrénkt man sich auf nur zwei Quark-Flavour, so kann man Gl. (2.14) mit Hilfe der
Isospin-Matrizen schreiben als [37]

Garr o '
o= __2_A [(‘JQ)2 + (@irsTg)® — (grq)° (q1’)/5q)2] . (2.15)

Dieser Term wird bei der Konstruktion der NJL-Lagrange-Dichte beriicksichtigt. Die chi-
rale Anomalie hingt auch mit der Nichtinvarianz des Funktionalintegralmafles zusam-
men [38]. Grundlegende Gréfle in einer quantisierten Feldtheorie ist das erzeugende Funk-
tional. Bemutzen wir zur Quantisierung der Feldtheorie den Pfadintegralformalismus, so
ergibt sich das erzeugende Funktional durch die Abintegration iiber die Felder und de-
ren kanonischen Feldimpulse. Als Symmetrieforderung mufl man nun die Invarianz des
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erzeugenden Funktionals betrachten und nicht die Invarianz der Wirkung wie im klas-
sischen Fall. Dabei entsteht bei der Transformation des Funktionalmafles eine Jacobi-
Determinante (Dg' Dg — D¢ Dy’ = J Dyt Dgq). Ist nun J # 1 so spricht man von einer
Anomalie, und bei der Berechnung der Divergenz von Strémen kénnen zusitzliche Terme
auftreten, die klassisch nicht vorhanden sind, da in der klassischen Feldtheorie ja nicht
iiber alle moglichen Feldkonfigurationen integriert wird, sondern nur die Felder betrachtet
werden, die den Euler-Lagrange-Gleichungen geniigen.

Beschrinkt man sich auf die u- und d-Quarks und verzichtet auf die vektoriellen Wech-
selwirkungsterme der effektiven Lagrange-Dichte in Gl (2.11), d.h. in einer entsprechen-
den mesonischen Theorie (siehe auch Kapitel 3.1) vernachléssigt man Vektor- und Axial-
vektormesonen, so ergibt sich nach Addition des Ux(1) brechenden Terms (Gl. (2.15))
und der Annahme Gy =G4

. G )
Lyt = q(10"0 —m) g + 5 [(@0)* + (givs79)*] - (2.16)

Das ist die im folgenden benutzte NJL-Lagrange-Dichte [9,10] mit einer chiral invarian-
ten 4-Quark-Punktwechselwirkung. Die Quarkfelder ¢(z) = (z((;))) sind zweikomponentige
Spinoren im Flavour-Raum und u, d sind jeweils vierkomponentige Dirac-Spinoren mit
N_=3 Farb-Freiheitsgraden. Weiterhin machen wir keinen Unterschied zwischen den (im
Vergleich zur Nukleonen-Masse =1 GeV ohnehin kleinen) Quarkstrommassen der u- und
d-Quarks m, =mg=m. Die 4-Fermion-Kopplungskonstante G wird im von uns betrach-
teten Niederenergiebereich als impulsunabhingig angenommen und wird spiter iiber den
Pionzerfall empirisch bestimmst, da sie aufgrund der starken Kopplung nicht direkt aus der
QCD abgeleitet werden kann. Sie hat die Dimension E~2 und liegt, nach den Ausfiihrun-
gen iiber effektive Niederenergietheorien, in der Gréfienordnung anéD.

Neben der Lorentz-Invarianz der Lagrange-Dichte (Gl. (2.16)) bleibt diese auch inva-
riant bei einer globalen Phasentransformation Uy (1) und einer globalen chiralen Symme-
trietransformation im Flavour-Raum SUv(2) x SUA(2)

Uv(l):q—q = €%,

SUv(2):qg— ¢ = &7,

SUA(Q):q— ¢ = &P/ (2.17)
mit beliebigen Transformationsparametern ¢, a, 8 und den Pauli-Matrizen T als Erzeuger
der SU(2)-Flavour-Gruppe, welche die Isospin-Gruppe ist. Der Term mit der aus u- und
d-Quark gemittelten Quarkstrommasse m in der Lagrange-Dichte (Gl. (2.16)) bricht die
SUa(2)-Symmetrie explizit, so da8 diese Symmetrie exakt nur im Fall m = 0 gegeben
ist. Da der Quarkstrommassen-Term im Vergleich zur Wechselwirkungsenergie aber klein
ist, ist diese Symmetrie nur wenig gestort. Das Noether-Theorem fithrt auf klassischem
Niveau zu folgenden erhaltenen Stréomen

Uv(l) : ED"B,, = 0,
SUy(2): *V, = 0,
SUAR): %A, = —miiysTg =220 (2.18)
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mit dem isoskalaren Baryon-Strom B, (bis auf einen Faktor 1/N;), dem Isovektor-Strom
V', und dem Isovektor-Axialstrom A,

Bp. = (j’Yuq7
T
V. = e
, TVu54
_ T
Ay = AVNga - (2.19)

Nach dem Noether-Theorem ist das Volumenintegral iiber die nullte Komponente der
Strome eine Erhaltungsgrofle, was letztendlich die Erhaltung der Baryonenzahl, des Iso-
spins und die (partielle) Erhaltung der Isospin-Axialladung zum Ausdruck bringt.

3 Quantenfeldtheorie bei endlicher Temperatu
und Dichte |

Ausgangsgrofie fiir die Behandlung von thermodynamischen Eigenschaften von Quan-
tenfeldern ist die thermodynamische Zustandsfunktion. Dies ist die analoge Gréfle zur
Vakuum — Vakuum-Ubergangsamplitude in der iiblichen Quantenfeldtheorie. In Kapitel
3.1 werden die Schritte angegeben, wie man aus der Lagrange-Dichte die Zustandsfunk-
tion berechnet. Dabei wird die Pfadintegral-Formulierung benutzt. Die Idee der effektiven
Wirkung wird in Abschnitt 3.2 vermittelt. In Kapitel 3.3 wird die von uns spéter genutzte
Niherung des mittleren Feldes behandelt, und in Kapitel 3.4 wird in diesem Zusammen-
hang die thermische Green-Funktion fiir Quarks im klassischen dufleren Feld angegeben.

3.1 Zustandsfunktion, Groflkanonisches Potential

Um thermodynamische Eigenschaften von Quantenfeldern zu beschreiben, nutzen wir den
Formalismus imaginérer Zeiten, auch Matsubara-Formalismus genannt [39-41]. Er beruht
auf einer formalen Analogie zwischen der Quantenfeldtheorie im Euklidischen Raum und
der Quantenstatistik. Physikalisch sind das unterschiedliche Situationen, die sich aber
durch den Funktionalintegralzugang rein technisch sehr #hnlich beschreiben lassen.

Wir betrachten ein grofkanonisches Ensemble von u- und d-Quarks mit dem che-
mischen Potential u, = ptq = p (isospin-symmetrische Quarkmaterie) bei der Temperatur
T. Grundlegende Gréfe zur Berechnung von thermodynamischen Eigenschaften ist die
groBkanonische Zustandsfunktion

Z(T,p,V) = Spe~(A-+W)/T
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1T
/Dﬂ/'Dq exp{ / d’T/d3T [—iﬂg—;‘]_— + H(m, q) — pN(x, q)]} (3.1)

antip.

mit den formalen Differentialen Dg = hm H qu(r 7;) und D7 = Jim H Hi(-ﬂ

'r—l r

Tp—7 = 1/T. In der ersten Zeile der oblgen Glelchung sind H(#,q) und N(#,q) die
feldquantisierten (zweitquantisierten) Hamilton- bzw. Teilchenzahl-Operatoren. §, # sind
dabei die Feld- bzw. kanonischen Feldimpulsoperatoren. Den Operator e~(#=#¥)/T kann
man als “Zeitentwicklungsoperator” in Analogie zu e #{1=%) der {iblichen QFT mit den
imaginiiren “Zeiten” to = 0, #; = —i/T auffassen. In der zweiten Zeile von Gl (3.1) ist
die Zustandsfunktion durch ein Pfadintegral ausgedriickt. In diesem Formalismus sind die
Quarkfelder antivertauschende komplexe Grassmann-Variablen ! und geniigen der antipe-
riodischen Randbedingung zu den reellen euklidischen Zeiten (r = it) 7=0 und 7=1/T"
g(r,7=1/T) = —¢(r,7=0). Thermodynamik von Quantenfeldern beinhaltet sowohl die
Quantisierung der klassischen Feldtheorie als auch die Quantenstatistik mit dieser dann
quantisierten Feldtheorie. Diese zwei Aspekte sind kompakt in dem Phasenraumintegral
(GL. (3.1)) enthalten. Es erméglicht die Beschreibung von Quantenfluktuationen, die auch
bei verschwindender Temperatur vorhanden sind (iibliche QFT), als auch thermischer
Fluktuationen.

Fiir unsere Lagrange-Dichte (Gl. (2.16)) gilt 7 = ig! und wir erhalten fiir die Zustands-
funktion (GL (3.1)) '

Z(T,pu,V) = / Dgt Dy o~ Al q)(To,V) (3.2)
mit
YT o
Al (T, 1 V) = / dr / d’r {qu O +ap+pm—p)g- 5 [([@0)’ + (q‘i’rsfq)z]} ;
A oV
(33)
wobei p= ——— ist. Da das Integrationsvolumen V in unserer Betrachtung stets das gleiche

sein soll, unterdrucken wir in den folgenden Gleichungen die Abhiingigkeit von V.
Das groflkanonische Potential ist definiert als

T, p) = ~T W Z(T, ), (3.4)
und die mittlere Teilchenzahl NV und Entropie S sind gegeben durch
N = —%SZ(T, w, S= -——5—Q(T ). (3.5)

Die freie Energie F erhiilt man aus dem groBkanonischen Potential durch eine Legendre-
Transformation, bei der das chemische Potential durch die Teilchenzahl ausgedriickt wird

mmw*ﬁuﬁ]ﬁwﬁ . (3.5)
fr=p (TN

1Djes ist notwendig, um die Resultate des Operator-Formalismus zu reproduzieren, bel dem die Quark-
Feldoperatoren den Antivertanschungsrelationen geniigen,
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Die mittlere innere Energie E erhélt man durch eine weitere Legendre-Transformation,
bei der die Temperatur durch die Entropie ersetzt wird

E(S,N) = [1 - Ti] T, )

o 57 (3.7)

Der Wechselwirkungsterm der Wirkung (Gl. (3.3)) enthélt Terme, die eine Abinte-
gration iber die Quarkfelder und deren kanonischen Feldimpulse in geschlossener Form
unmdglich machen (kein “Gauf-Integral” fiir die Grassmann-Variablen ¢, ¢'). Um diese
Terme zu eleminieren, was uns dann die Ausintegration der Quarkfelder erlaubt, multipli-
zieren wir Z mit einer Konstanten, die wir als Gaufl-Integral iiber bosonische Hilfsfelder,
die keine kinetischen Terme enthalten, einfiihren

yrT
— f drfdar (4G gg—m) 2 +(x+C givsTg)>
K=[DoDme ™ leve | ] (3.8)
Dies ist die Pfadintegralversion einer Hubbard-Stratonovich-Transformation [42-46] bei
Verwendung von Feldoperatoren. Aufgrund der Integrationsgrenze 1/T bei der Integra-
tion iliber die euklidische Zeit 7 ist K temperaturabhingig, was spiter nach geeigneter
Normierung keine Rolle spielen wird. Die Zustandsfunktion ist nun gegeben durch

1/T
DoD m - [ dr [ &r|g'(8+h(o,m)-1)g
Z(T, ) =/ UK T e ["”’]/Dq@qe ot ], (3.9)
mit dem rein mesonischen Anteil an der Wirkung
) YT
m _ = 3 RY 2
A[a,7r]~2G0/d7/dr[(o m)? + 7] . (3.10)

h ist der Hamilton-Operator in erster Quantisierung, der nun die Hilfsfelder enthilt
h=ap+fB(oc+ir-17ys) . (3.11)

Die Selbstwechselwirkung der Quarks ist durch eine Wechselwirkung der Quarks mit den
Hilfsfeldern ersetzt. Durch diesen Trick kanu man nun in Gl. (3.9) die Quarkfelder ausin-
tegrieren 2 und erhilt

Do Dr
K

2Fiir komplexe antivertauschende Variablen 7, #* mit n= (& + i&)/v?2 und 7* = (& — i&)/V?2 mit
reellwertigen antivertauschenden Variablen &, & und den definierten Integralen [dnn = [dy*n* =1
sowie [dy = [dy* = [dnn* = [dy*n =0 gilt [Dy*Dy exp (~ [ dedyn™(x)g(z,y)n(y)) = detg mit
DDy = I;I(dn* (=} dn(z)).

Z(T,p) = e~ A" L det [0, + h(o, ) — ] - (3.12)
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Um die Quarkfelder herausintegrieren zu konnen, hat man neue Freiheitsgrade, ein iso-
skalares-skalares (o) und isovektorielle-pseudoskalare (7r) Felder, eingefiihrt. Aufgrund
der zuvor genannten Griinde werden wir die feldunabhingige Konstante K im folgen-
den weglassen. Gleichung (3.12) definiert uns eine effektive mesonische Theorie mit der

Zustandsfunktion )
2(T, ) = / Do Drr ¢~ A 7] (3.13)

und der mesonischen Wirkung
Ao, 7] = —Indet [0, + h(o, 7) — y] + A%, 7] - (3.14)

Sie besteht aus der sogenannten Quark-Determinante, die funktional von den mesonischen
Feldern abhingt, und aus der klassischen Wirkung (Gl (3.10)) der mesonischen Felder.

3.2 Konzept der effektiven Wirkung

Die Idee der effektiven Wirkung [47, 48] besteht darin, aus der Quantentheorie, wie sie
z. B. durch Gl (3.13) gegeben ist, eine effektive klassische Theorie fiir die Erwartungswer-
te der Quantenfelder &, 7 zu machen. Zur Abkiirzung wihlen wir ab jetzt die kompakte
Schreibweise ¢, = (o, ) mit a=0,1,2,3, z=(r,7) und [ d*z = [3/* dr [ d®r. Die ther-
mischen Erwartungswerte seien dann ¢, = (5, 7). Sie sind im Pfadintegral-Formalismus
gegeben durch

$a(2) = (Ba(0)) = 27 [ Dy b0(a) exp (~A64]) (3.15)
bzw. bei Ankopplung &uferer klassischer Quellen j,(z) fiir die einzelnen Felder ¢,(2)
$a(z)[is] = #i(x) = 2[5 / Dy u() exp (~A 61, ) (3.16)
mit
Ao o] = ATl + [ &' u(@)u(o) (3.17)
und ’
2] = [ Dovexp (—Aloy, 3]) = exp (-Wi]) - (3.18)

Ein Vergleich mit Gl. (3.4) zeigt, daB W] bis auf den Faktor 1/T die Rolle des grofika-
nonischen Potentials bei Anwesenheit von dufleren Quellen spielt. Aus den letzten beiden
Beziehungen ist ersichtlich, daB sich der Erwartungswert der Felder bei Anwesenheit von
duBeren Quellen auch schreiben lifit als

_OZ[)  SWR

L WAAS L {3.19)
Sjal@) ~ Siale) )

Si(z) = —Z[j]

Die Erwartungswerte in Gl. (3.15) ergeben sich aus der obigen Bezichung nach anschlie-
flendem Nullsetzen der Quellen. Diese Erwartungswerte der Quantenfelder geniigen einer
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Euler-Lagrange-Feldgleichung, die aus der Extremalisierung der sogenannten effektiven

Wirkung T'[¢2] folgt, die ein Funktional der Erwartungswerte der Felder ist. Das heifit

oT (3]

3¢ (x)
Die gesuchte effektive Wirkung ist gegeben durch eine funktionale Legendre-Transforma-
tion

= _ja(x) . (320)

Tl = Whi - [ @@ i) (3.21)
Js=3s[@})]
Bildet man die funktionale Ableitung von der so definierten effektiven Wirkung nach 93{;,
so kann man sich davon {iberzeugen, daff Gl. (3.20) erfiillt wird. Dabei mufl man beachten,
daf die Quellen j, wegen Gl. (3.19) nun selber von den ¢/ abhingen.
Die so definierte Wirkung enthélt die volle Information des quantenmechanischen Sy-
stems, da W in Gl. (3.18) die komplette Ausintegration iiber die Felder enthilt. In dieser
Allgemeinheit ist I" nicht berechenbar, und man muff Naherungen durchfiihren.

3.3 Die Ndherung des mittleren Feldes

Die Niherung des mittleren Feldes erhilt man durch eine Sattelpunktsniherung (semi-
klassische Naherung) in Gl. (3.18) beziiglich der ¢, Felder, d. h. an Stelle der Abintegration
iiber alle moglichen Felder nehmen wir nur den Integranden mit den ¢¢ Feldern, die die
Wirkung A minimieren. Bei verschwindenden Quellen ist dann die Zustandssumme in
Gl. (3.18) in dieser mittleren Feldndherung (MFA) gegeben durch Zypa ~exp (—A’ [¢gl]).

und bei verschwindenden Quellen gilt A'[¢%] = Wypa = T'vpa, und wegen Gl. (3.4) sind
die Feldgleichungen (Gl. (3.20)) dann &quivalent zur Minimierung des grofkanonischen

Potentials

Qura = —T'In Zypa = TA 4], (3:22)
wobei die ¢& der Feldgleichung
OQura[gf] _
S50 =" (3.23)
geniigen, was mit Gln. (3.10) und (3.14) auf 3
-1 Sh(o(z'
$2(x) = mdoa + G T Sp [0 + h(6f(z") — ] ;ngé’_—)ﬂ (3.24)

fiibrt. Die Quarkdeterminante in Qypa enthélt Divergenzen und die obigen Gleichungen,
einschliefilich der Feldgleichungen fiir die mittleren Felder ¢¢(z), erhalten erst nach einer
Regularisierung einen Sinn.

Z§ndet B = ludet(B + 63) — Indet B und Formel (E.18) aus dem Anhang bis zur ersten Ordnung in
8B fithrt auf §Indet B = SpB~1B.
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Die Spur in Gl. (3.24) enthilt dabei nur die Integration iiber die Quarkfelder und
besteht aus einer funktionalen Spur (Raum-Zeit-Integration in Ortsdarstellung), sowie
aus der Spur tr iiber die Dirac-, Isospin- und Farb-Matrizen

1T
Spo=N; / dT/d3r trys (r,7lolr, 7). (3.25)
0

Da wir nur Farb-diagonale Operatoren betrachten, wird die Spur iiber den Farb-Freiheits-
grad gleich als Faktor N, herausgezogen. Die Spur iiber die Dirac-Matrizen und tiber die
Isospin-Matrizen beriicksichtigt Teilchen, Antiteilchen und Spin-Freiheitsgrade der u- und
d-Quarks. Der Einfachheit wegen verzichten wir im folgenden immer auf den Index “cl”
und “MFA” und vereinbaren, da mit ¢, nun immer die mittleren Felder aus Gl. (3.24)
gemeint sind.

Da unser Formalismus das thermodynamische Gleichgewicht zur Voraussetzung hat,
miifite eine mogliche Zeitabhéngigkeit der ¢, Felder langsam gegeniiber derjenigen Zeit
sein, die das System bendtigt, um ins thermodynamische Gleichgewicht zu gelangen. Im
folgenden verzichten wir auf diese M6glichkeit und betrachten zeitunabhéngige aber im all-
gemeinen ortsabhiingige ¢, Felder und damit wegen Gl. (3.11) auch einen zeitunabhingi-
gen Quark-Hamilton-Operator. Das bedeutet, wir beschreiben ein zeittranslationsinva-
riantes System und werden im folgenden mit den Energieeigenzustinden (-werten) des
Einteilchen-Quark-Hamilton-Operators h — giinstig der Raum-Zeit-Symmetrie des Pro-
blems angepafit — arbeiten. Fiir die Spur eines Einteilchen-Operators o ist dann die fol-
gende Darstellung giinstig

400
Spo=N;», Y {a,n|ole,n) (3.26)
mit
hla,ny = eqla,n) ,
g:la,n) = —iwy,|ayn) . (3.27)

Die zeitabhiingigen Einteilchenzustiinde |an) sind dabei in Ortsdarstellung gegeben zu

1

(r,7]a,n) = @u(r) - e = (pla)- {r]n) (3.28)
V1/T
und erfiillen die antiperiodische Randbedingung {r,7=0]| &, n) =~ {r,7=1/T}|a,n) mit

den ungeraden Matsubara-Frequenzen w, = (2n + )77, n=0,%1,%2,.... Die @, sind
die auf das Volumen normierten Einteilchen-Energiecigenfunktionen {Spinoren im 7y ® 7
Raum)

/ &P BL(r) Dy () = O + (3.29)
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und die Normierung in Gl. (3.28) ist so gewihlt, daf gilt
yr
(a,n|a,n) = / dT/ d&*r (e, n|r,7) (r, 7]/, 1) = Guas Onmr - (3.30)
0
Da die betrachteten Operatoren unabhéngig vom Farb-Freiheitsgrad sind, liefert die Sum-
mation iiber alle Farben den Entartungsfaktor N, den wir explizit angeben. Eine Summe
> liber alle Eigenzustiinde des Operators o schliet dann den Farbfreiheitsgrad nicht
mehr ein.

3.4 Thermische Green-Funktion fiir Quarks im klassischen
dufleren Feld

Das zeitunabhingige mittlere Feld kann man als ein statisches #uBeres Feld auffassen in
dem sich die Quarks bewegen. Es ist dann méoglich die Green-Funktion durch die Ener-
gieeigenwerte und Energieeigenfunktionen des Einteilchenproblems (Lésung der Dirac-
Gleichung mit duflerem Feld ¢,(r)) auszudriicken. Im folgenden geben wir die Berechnung
der Green-Funktion im Operator-Formalismus an.

Die Green-Funktion ist der thermische Erwartungswert des zeitgeordneten Produktes
von Heisenberg-Feldoperatoren. Im imaginéren Zeitformalismus benutzt man zweckmiSig
die sogenannten Matsubara-Operatoren [39,49]

Q(T,T) — e(H uiNyr (,r) e—(fI—-uN)T’
g(r,7) = eH-#N) gt(p) g=H-ni)r (3.31)

mit dem zweitquantisierten Hamilton-Operator H=[d §'(r) hd(r) und dem Teilchen-
zahloperator N = [ d®r §'(r)g(r), deren Schrédinger- und Heisenberg-Darstellung iden-
tisch sind. Gleichung (3.31) ist die analoge Beziehung zu den in der tblichen Quanten-
feldtheorie benutzten Heisenberg-Feldoperatoren (¢, r) =e'f §(r) e~ %, Die Matsubara-
Operatoren erfiillen bei gleichen Zeitargumenten dieselben Antivertauschungsrelationen
wie die Schrédinger-Feldoperatoren §(r) und §t(r)

{a(r',7),4(r, 1)} =8(' ~7) , {3, 7),4(r,7)} = {4(r',7),4(r, ")} =0. (3.32)
Da 7 reell ist, gilt im allgemeinen é('r, 7)# (§(r, 7)) — aus diesem Grunde die etwas un-
gewshnliche Bezeichnung. Die temperaturabhiingige Green-Funktion ist in Analogie zur

iiblichen Green-Funktion definiert durch den thermischen Erwartungswert des zeitgeord-
neten Produktes von Matsubara-Operatoren

Gu(r', 7', 7) = —(Tréi(""'ﬂ:')&k(”'zT)) )
= —{@(r',7)q,(r, 7)) O(7' — 7) + (G (r, 7)@(r', 7)) ©(r — 7')(3.33)

4Der Hamilton-Operator H ist hier auf dem Meanfield-Niveau und enthilt nur die Wechselwirkung der
Quarks mit den mesonischen Feldern und ist damit keinesfalls der volle Operator des Ausgangsproblems
mit der komplizierten Quark-Selbstwechselwirkung. Insofern handelt es sich in Gl. (3.31) nicht um die
eigentlichen Helsenberg-Feldoperatoren. Die so definierten Operatoren beriicksichtigen das duflere Feld in
“nullter” Niherung, man spricht auch vom Furry-Bild [50].
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mit dem Zeitordnungsoperator 7 fiir euklidische Zeiten, und ¢, k sind Dirac- und Isospin-
indizes. Der thermische Erwartungswert kann berechnet werden zu

Gie(r', 77, 7) = —e*/TSp [ﬁTT@i(r’,T')z}k(r, 7‘)] mit p = e @-#0/T (3.34)

Hier ist 29 der Anteil am groflkanonischen Potential, der von der Quark-Determinante
stammt 9 = —T'Indet(d; +h—p). Der mesonische Anteil (Gl. (3.10)) liefert selber kei-
nen Beitrag zum Erwartungswert der Quarkfelder (siehe auch Kapitel 4.3). Setzt man
nun Gl. (3.31) in die obige Beziehung ein und nutzt die Invarianz der Spur gegeniiber
zyklischem Vertauschen, so kann man zeigen, dafl die Green-Funktion nur von der Zeit-
differenz 7' —7 abhéngt, die im folgenden mit 7 bezeichnet wird. Es ergibt sich ein Zu-
sammenhang zwischen der Green-Funktion bei n<0 und >0 mit —1/7<n<1/T

Gi(m;r',r) = —Gu(n+ 1/T;7',7) mit <0, (3.35)

wobei das Zeitargument der Green-Funktion auf der rechten Seite positiv ist. Da wir die
Quarks in einem ortsabhingigen #ufleren Feld betrachten, hingt G von den Argumenten
r’ und 7 einzeln ab und nicht nur von der Differenz r'—. G kann in eine Fourier-Reihe
entwickelt werden .

Gi(mv',r) =T > Gilwnr',7) e nt | (3-36)

n=—0co

und Gi(ws; 7', 7) ist nun durch die Losungen des Einteilchenproblems darstellbar. Dazu
bemerken wir, daf§ aus Gl. (3.31), fiir nicht von 7 abhéngige Operatoren H und N, die zu
den sonst iiblichen Heisenberg-Bewegungsgleichungen analogen Gleichungen

d ., ~ o
54, 7) = [H ~ ul¥, g(r,7)] (3.37)
folgen. Mit Hilfe der Kommutatoridentitét
[AB,C]l=A{B,C}—-{4,C} B, (3.38)

der Zuordnung A = §(+',7), B = (hw — p)§(r',7) und C = §(r,7) und den Antivertau-
schungsrelationen fiir die Quark-Feldoperatoren zu gleichen Zeiten (Gl. (3.32)), ergibt sich
aus der Beziehung (3.37)

(0r +hr — ) §(r,7) =0, (3.39)
d. h. §(r,7) gehorcht auf Operatorniveau der Dirac-Gleichung mit chemischen Potential.
Bilden wir nun die Zeitableitung des zeitgeordneten Produktes von Feldoperatoren, so
ergibt sich

Oy r‘j('rls TI)&("': T) = T’raz"g(r,v 7")(?(‘1“, T) + ET(T’ - 7-) {6{7',: T’}, é{ﬂa; 73} . (3"‘1’3)

Der Term mit der dp-Funktion, die die Normierung fé‘i Tdr dp(r)=1 erfiillt, entsteht durch
die Ableitung der ©-Funktionen, die die Zeitordnung sichern. Fiir die Zeitableitung des



18 3  Quantenfeldtheorie bei endlicher Temperatur und Dichte

Feldoperators setzen wir nun Gleichung (3.39) ein, bringen den Term auf die linke Seite
und erhalten die Operatorgleichung

(8 + her — 1) T (r', ™)g(r, 7) = br(' = 7) {4(r', 7). 4(r, ) } (3.41)

Fiir 7' # 7 verschwindet die rechte Seite und fiir 7/ — 7 konnen wir den Antikommutator
zu gleichen Zeiten (Gl. (3.32)) cinsetzen. Mit unserer Definition der Green-Funktion in
Gl. (3.33) ergibt sich nach Mittelung der letzten Gleichung

(O + ot — ) G(r', 77, 7) = b7 (7 — 7)8(r" — 7). (3.42)

Die 0-Funktionen auf der rechten Seite driicken wir nun mit Hilfe der Eigenfunktionen
der Operatoren 0, und h, aus. Mit Hilfe von Gl. (3.28) erhalten wir

51'-(7” - T) = <7"I ’i') = jf—:o (7"' n) <nl 7-) =T j-i e—iwn(’r’«r) ,
§(r'—r) = (r|ry=>Y_(rla){a|r) = Z 3, (r")®! (r (3.43)

«

Setzen wir dies in die rechte Seite von Gl. (3.42) ein und lassen den inversen Operator
(Op + By — #)—1 von links auf die Gleichung wirken, dann ergibt sich mit Gl. (3.27)

G(r', v, 7) = TN Z Z <I> o () Bl () e7ion(m'-7) (3.44)

n=—co «

Ein direkter Vergleich mit Gl. (3.36) und n=1"—71 liefert
1
& , —
Gir(wn; 7, 1) = N, ; P P () () . (3.45)

Aus der Green-Funktion kann man die Teilchendichte p(r) = T X,, ; Gii(wn; 7, 7) bzw. nach
Volumenintegration die Teilchenzahl N berechnen. Die Teilchenzahl iiber u integriert lie-
fert wegen Gl. (3.5) dann das grofikanonische Potential. Die bei dieser Integration entste-
hende Integrationskonstante, die nicht von p abhingt, mufl dann noch bestimmt werden.
Dabei mufi man auch beachten, daf§ die mesonischen Felder ¢,(7) iiber Gl. (3.10) einen
Beitrag zu den Energien liefern. Wir werden aber spiter bei der Berechnung der thermo-
dynamischen Groflen des Solitons direkt vom (regularisierten) grokanonischen Potential

ausgehen.
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4 Solitonische Feldkonfigurationen

Im folgenden betrachten wir ortsabhingige Felder ¢,(r), die einer Konfiguration mit end-
licher Energie entsprechen und die sich nur in einem endlichen Raumgebiet von ihren
konstanten asymptotischen Werten unterscheiden. Sie werden als solitonische Feldkonfi-
gurationen bezeichnet. In Kapitel 4.1 wird ein spezieller Ansatz fiir die mesonischen Fel-
der ¢,(r) erliutert (Hedgehog-Ansatz), fiir den solitonische Losungen gefunden wurden.
Kapitel 4.2 enthilt die Formeln zur Berechnung der grundlegenden thermodynamischen
Groflen des Solitons. Hier werden das Problem der Regularisierung des grofkanonischen
Potentials behandelt und die nichtlinearen Feldgleichungen fiir die mesonischen Felder
¢.(r) abgeleitet. In Kapitel 4.3 werden Formeln zur Berechnung von Observablen des
Solitons angegeben.

4.1 Hedgehog-Felder

Den ortsabhingigen mittleren Feldern werden im folgenden weitere einschrinkende Bedin-
gungen auferlegt. Durch “Hedgehog”-Ansatz, sphirische Symmetrie und chiralen Zirkel
sind die mittleren Felder durch eine einzige Funktion, die nur vom Abstand zum Ursprung

abhingt, bestimmt.
Der Hedgehog-Ansatz verkniipft die Richtung des isovektoriellen #-Feldes im Isospin-
Raum mit dem Ortsvektor auf folgende Art

w(r) = = (r)?, (4.1)

~ wobei = ‘%— den Einheitsvektor im Ortsraum darstellt. Aufgrund der (lokalen) Isomor-

phie zwischen der SU(2)-Isospin-Gruppe und der SO(3)-Drehgruppe kann man das 7-Feld

als Vektor im dreidimensionalen Isospin-Raum auffassen. Der Ansatz (Gl (4.1)) bedeutet,

dafl der Isospin am Ort 7 stets in Richtung des Ortsvektors r ausgerichtet ist.
Zusétzlich fordern wir sphéirische Symmetrie der mittleren Mesonenfelder

ofr) = ofr),

w(r) = =(r), (4.2)

mit r = |r|. Hedgehog-Ansatz und sphéirische Symmetrie der Mesonenfelder haben zur
Folge, daf§ der Hamilton-Operator (GL (3.11)) mit dem Superspin '

g=(+s)+¢, (4.3)

der die Summe aus Bahndrehimpuls I, Spin s und Isospin ¢ der Quarks ist, und mit dem
relativistischen Paritits-Operator
I=vP (4.4)

vertauscht (siehe auch Anhang C)

[}L, g] £ %{hg Hl{ = Hf,g §3‘ = {1, -::(fiﬁ}
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Der nichtrelativistische Paritéits-Operator P ist definiert durch P¢(r) = ¢(—r). Es gibt
damit Quark-Einteilchenzusténde mit definierter Energie, Superspin und Paritit, und es
liegt Entartung beziiglich der Projektion m=—-g,-¢g+1,...,9— 1,9 von g vor.

Als letztes beschrinken wir die Mesonenfelder auf den sogenannten chiralen Zirkel
(nichtlineares Modell)

o? + w? = konst. = o2 . (4.6)
Der chirale Zirkel wurde auch in einer Reihe von anderen Modellen (wie z. B. im chiralen
Sigma-Modell von Gell-Mann und Levy [51] als Minimum des Mexikanerhut-Potentials)
verwendet. In [52, 53] wurde gezeigt, daB ohne den chiralen Zirkel keine stabilen soli-
tonischen Feldkonfigurationen im Vakuum existieren, so daf} diese Bedingung von uns
iibernommen wurde.

Mit diesen Annahmen 1d8t sich der Einteilchen-Hamilton-Operator (Gl. (3.11)) dar-
stellen als

h = a-p+ B oo [cosO(r) + iP5 sin 6(r)] (4.7)
mit dem sogenannten chiralen Winkel (Profil) 8(r), der nur vom Abstand zum Ursprung
abhingt. o¢ bestimmt als Amplitude der Hedgehog-Felder die “Potentialtiefe” der mitt-
leren Felder, in denen sich die Quarks bewegen.

Jetzt miissen noch die Randbedingungen des chiralen Winkels festgelegt werden. Die
Forderung nach Eindeutigkeit des w-Feldes am Ursprung fiihrt auf die Bedingung 7 (r =
0) = 0, was fiir den chiralen Winkel #(r = 0) = —nr bedeutet, wobei n eine ganze Zahl
ist. Fiir groBe Entfernungen vom Ursprung fordern wir ein homogenes parititsinvarian-
tes Medium, d. h. das isovektorielle-pseudoskalare 7r-Feld mufl verschwinden. Fiir das
isoskalare-skalare o-Feld lassen wir einen von Null verschiedenen asymptotischen Wert og
zu, der die spontane chirale Symmetriebrechung realisiert. Zu diesem Zweck setzen wir

f(r =+ o00)=0. (4.8)

Die Differenz 1
n=— [6(r = c0) — 0(r = 0)] (4.9)

bezeichnet man als Windungszahl des Hedgehog-Feldes. Zur Beschreibung von Nukleonen
verwenden wir n=1, was zur Absenkung genau eines gebundenen Niveaus im Einteilchen-
spektrum der Quarks fithrt [12,13]. Solitonen im Vakuum mit gréBerer Windungszahl
wurden in [54] untersucht.

Neben einem ortsabhingigen chiralen Winkel betrachten wir den Quark-Hamilton-
Operator fiir den homogenen Fall, den man mit #=0 aus Gl. (4.7) erhilt

hg=ap+Foy. (4.10)

Dieser homogene Zustand steht fiir eine effektiv freie Theorie von Quarks mit der Konsti-
tuenten-Quarkmasse oy, die die elementaren Quarkanregungen im homogenen Medium
beschreibt und zu einem Gap im Einteilchen-Energiespektrum der Quarks fiihrt. Mehr
dazu im Kapitel 6. Die Randbedingung, dafl die mesonischen Felder asymptotisch gegen
die Felder des homogenen Mediums gehen, ist typisch fiir nicht-topologische solitonische
Feldkonfigurationen, in die sich das hier behandelte Modell einordnet.
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4.2 Thermodynamische Grofien des Solitons

Das Soliton wird in unserem Modell als eine lokalisierte Abweichung von der homogenen
Feldkonfiguration des Mediums beschrieben, die von den im mittleren Feld gebundenen
Valenzquarks erzeugt wird. Die Valenzquarks fithren zu einer Polarisation sowohl des Me-
diums als auch des Dirac-Sees. Diese Polarisationseffekte werden in der Ndherung des
mittleren Feldes vollstdndig beriicksichtigt, d. h. die Quark-Determinante wird exakt be-
rechnet. Bei der Berechnung von Erwartungswerten des Solitons hat man einen eventue]l
von Null verschiedenen Erwartungswert des homogenen Mediums zu subtrahieren.

4.2.1 Grofikanonisches Potential

Im folgenden geben wir die Ausdriicke fiir das groBkanonische Potential, innere Energie,
Entropie und Teilchenzahl fiir die solitonische Feldkonfiguration an. Dabei muf} noch
eine spezielle Regularisierung angegeben werden. Desweiteren werden die Valenzquarks,
die das niedrigste abgesenkte positive Energieniveau der Quarks besetzten und zu einem
gebundenen Zustand dieser Valenzquarks im Medium fiithren, gesondert behandelt.

Um eine kompakte Schreibweise zu ermdglichen, definieren wir die folgenden Einteil-
chen-Operatoren

D(p) = 0-+h—up, (4'11)
Do(/l,) = af+h0—[,b. (4.12)

Es erweist sich als zweckméfig, positiv definite hermitesche Operatoren einzufithren. Da
die euklidische Zeit T reell ist, ergibt sich fiir den Operator der Zeitableitung der antiher-
mitesche Charakter 8f =—8, . Wegen der Hermitezitsit (hf =h) und Zeitunabhingigkeit
([h, 8] = 0) der Quark-Hamilton-Operatoren gilt dann fiir die hermiteschen Operatoren

A(p) und Ag(p)

A(p) =DW'D(p) =-8+(h-p?, (4.13)
Ao(k) = Do)t Do) = 82 + (ho — ) (4.1)

Da wir im folgenden eine Zerlegung der Quark-Determinante in einen nicht explizit von
der Temperatur und dem chemischen Potential abhingigen Anteil und einen explizit T
p-abhingigen Anteil durchfiihren werden, bendtigen wir die Spur eines Operators im
Fall (p, T) —0, wobei die Summen iiber die diskreten Matsubara-Frequenzen durch eine

Integration ersetzt werden (wn —w, T X152  — [ &

+00
. , [ dw Vo
JmTspo=N3 [ T (awlola) (415)

mif den zu Gln. {3.27) und {3.28) analogen Beziehungen

}3$C}va} = "Eaﬁg’,}w} 3
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——laaw> = _iw[Of;w)a

(rrlayw) = Ba(r) —ee = (r|a) - (r|w) (4.16)

V2m

mit der Normierung
+o0
{a,w|d ') = / dr /d‘gr (ywlr,r) (r,7| ') = Jaw 6w — ') . (4.17)

Mit Hilfe der Beziehungen (3.26) und (4.15) und dem Anhang B sind die im folgenden
berechneten Ausdriicke nachrechenbar.

Wie im Kapitel 3.3 erldutert, ist das grofkanonische Potential in MFA beziiglich der
¢, Felder gegeben durch die euklidische Wirkung in GI. (3.14) und die Beziehung (3.22).
Der erste Term auf der rechten Seite in Gl. (3.14) kommt von der Integration iiber die
Quarkfelder. Der daraus resultierende Anteil am grofikanonischen Potential wird im fol-
genden mit 29 bezeichnet. Nach Subtraktion des entsprechenden Anteils im Potential des
homogenen Systems ist dieser Beitrag gegeben durch

det D(p)

Q4 = —T1 .
" det Do (1)

(4.18)

Da im Spektrum des Operators D(i1) zu jedem Eigenwert auch sein komplex konjugierter)
gehort, gilt

det D(p) = det D(u)t = y/det [D(1)!D()] = +/det A(u) (4.19)

und damit 1 det Ag) )
etA(p) _ 1 —
2Tln ot Ao (11) 2TSp[lnA(/J,) In Ag(1)] , (4.20)

mit den hermiteschen Operatoren aus Gl. (4.13) und GI. (4.14). Die Quark-Determinante
ist somit reell und enthilt keinen Imaginérteil. Der Ausdruck in Gl. (4.20) enthilt noch
Divergenzen, die jetzt behandelt werden.

Wir regularisieren nur den Anteil zum groflkanonischen Potential (Gl. (4.20)), der fiir
T, p—+0 (im expliziten Sinne) iibrig bleibt und entkoppeln damit die Regularisierung von
einer expliziten Abhéngigkeit von der Temperatur und dem chemischen Potential, was die
Ausdriicke wesentlich vereinfacht. Diese resultierende Grofle bezeichnen wir als Dirac-See-
Anteil Q%5 Mit Hilfe der Beziehungen (4.15) und (4.16) ergibt sich der unregularisierte
divergente Ausdruck

Q8 =

+co
1 N, dw w? 4+ 2
qsee iR T — € R -
Q = -3 :lFH%TSp[lnA(O) InAD(O)] =- Ea 5 In— EIE

-—o0

= 2o [leul - b)) . (4.21)
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der -die Polarisation der virtuellen Quarks und Antiquarks aufgrund der ortsabhingigen
Hedgehog-Felder beschreibt. £, und €2 sind dabei die Energiceigenwerte des Quark-
Hamilton-Operators h, der die ortsabhingigen Hedgehog-Felder enthilt bzw. des Quark-
Hamilton-Operators hy des homogenen Systems. Aufgrund der Temperaturabhéngigkeit
der Hedgehog-Felder (siche Kapitel 4.2.2) sind die Energieceigenwerte ebenfalls tempera-
turabhingig und Q%% ist implizit von den thermodynamischen Parametern abhingig.
Der obige Ausdruck beschreibt die Differenz der Nullpunktsenergien der Quarks mit dem
fiir Fermionen typischen negativen Vorzeichen. Die Verschiebung der Nullpunktsenergien
der Quarks durch den Einflul der ortsabhéngigen Felder o und 7 ist mit einer Energie-
differenz beziiglich des homogenen Mediums verbunden (Casimir-Effekt).

Die Aufspaltung der divergenten Grofle (Gl. (4.20)) in einen divergenten (Gl. (4.21))
und einen endlichen Anteil ist nicht eindeutig, so daf§ die von uns gewéhlte Regularisierung
nicht zwingend ist. Mit der hier verwendeten Zerlegung der Quark-Determinante erhalt
man fiir den endlichen Anteil der reellen Quarks und Antiquarks formal die iiblichen
Formeln fiir ein Fermi-Gas (ohne Nullpunktsenergien). Zur Diskussion ob man diesen
Mediumanteil auch regularisieren sollte, siehe Kapitel 6.

Das Vorhandensein der ortsabhingigen Hedgehog-Felder fiihrt im Mittel zu einer Ab-
senkung des Betrages der Einteilchenenergieniveaus (|e,|) gegeniiber dem homogenen
Fall ([e%]), so daB Qs positiv ist. So eine grundlegende Eigenschaft sollte durch die
Regularisierung nicht zerstért werden. Eine ausfiihrliche Diskussion verschiedener Re-
gularisierungsmethoden ist in [55] gegeben. Die Anwendung von verschiedenen Regu-
larisierungsmethoden wird im allgemeinen zu unterschiedlichen Aussagen des Modells
fiihren. In den Arbeiten [56,57] wurden die Auswirkungen von unterschiedlichen Regula-
risierungsschemas (unterschiedliches Abschneiden im Impulsraum, Pauli-Villars-, proper-
time-Regularisierung) auf die Eigenschaften des Solitons im QCD-Vakuum untersucht.
Es stellte sich heraus, daf die Eigenschaften des Solitons bei Verwendung einer Vakuum-
Konstituenten-Quarkmasse M., & 400 MeV (siehe auch Abschnitt 5) nur wenig von der
speziell gewdhlten Regularisierung abhéngen.

Wir benutzen hier Schwinger’s proper-time Schema [58], in der der Logarithmus in
Gl. (4.21) durch eine Integraldarstellung ersetzt wird. Fiir eine positive reelle Zahl a
gilt 1/a = [;° dse™s®. Integriert man diese Beziehung {iber a, so ergibt sich Inb —Ina =
— J3¢ ds s7} (e —e™*?) mit positiven reellen Zahlen @ und b. Sind a und b positiv definite
hermitesche Operatoren, so gilt dann die entsprechende Beziehung nach Spurbildung. Bei
der Regularisierung wird der Dirac-See-Anteil (Gl. (4.21)) ersetat durch

Qasee o Qg,see - hanSp / dSa SAW) “bﬂ@{ﬂ}j
1;’4\«
- N / ds s~ f d&* Z w:s(w‘-ng@, s{(wg%{zz‘g}“z}%
11\-
N,

=~ 2 [Releai Mleal = Belei A 5] - (4.22)

u
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Dabei ist R.(e; A) die Regularisierungsfunktion fiir die Einteilchenenergien

o ‘ , 1
dss32 e = . _—_T (=1/2, (¢/A)* 4.23
// s al (U2, 6/87) 429

R.(g;A) = —\/—4—17%“!

mit der unvollstindigen Gammafunktion I'(z, a) = [*° dt t*~! et auf der rechten Seite. Sie
schneidet die Beitréige von Niveaus mit [¢]|>> A exponentiell ab. Bei der Integration iiber
w wurde das GauB-Integral [+2dw ¢~** =\/§ genutzt.

Fiir A—oc, d. h. im unregularisierten Fall, ergibt sich wieder der urspriingliche Aus-
druck (4.21). Um dies zu sehen, mufl man beachten das aufgrund des negativen Argumen-
tes in der unvollstindigen Gammafunktion in Gl. (4.23) diese GroBe selber fiir A — oo
divergiert. Man kann mittels partieller Integration diese Gammafunktion in eine mit po-
sitiven Argument {iberfiihren. Es gilt

— g=la—s . T oZ,—8 T eZa—S
F(z,a)__a/dss e pLiCi +a/dszse
1 _ 1 )
= —;aze ¢+ ;F(z +1,a) mit z#0, (4.24)
was fiir unseren Fall auf
A 2 )
T (-1/2,(/0)) = 2l‘?le—(5/f‘> - 2T (1/2,(e/A)*) (4.25)

fiilhrt. An Stelle des Grenzwertes von Gl (4.23) betrachten wir die Differenz

Re(ea; ANleal — Re(eds Mleal = % r (1/2, (8a/A)2) ol — % r (1/2, (sﬂ/A)z) lea]
1 —[274)? —(ea/A)? )
—l-ﬁA[e (2/8) _ gmea/t’] | (4.26)
und erhalten mit
T (1/2,(e/A)?) 2251 (1/2,0) = V7 (4.27)
die Aussage
Re(6a; A)leal — Re(es A)Ieh) 23 feal — I€Y) (4.28)

da in diesem Limes der letzte Term auf der rechten Seite von Gl. (4.26) gegen Null geht.
Die letzten zwei Gleichungen werden bei Grenzwertbetrachtungen oftmals von Nutzen
sein.

Der ultraviolette Abschneideparameter A darf nicht mit dem fundamentalen Skalen-
parameter Agep der QCD, der als Renormierungsgruppeninvariante die Kopplungsstirke
der starken Wechselwirkung bestimmt und bei ca. 200 MeV liegi, verwechselt werden. Das
hier verwendete NJL-Modell ist nicht renormierbar. In renormierbaren Theorien wird die
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Abhéngigkeit der physikalischen Grofen vom speziellen Wert des Regularisierungsparame-
ters durch das Renormierungsprogramm (Renormierung von Massen, Kopplungskonstan-
ten, Felder) beseitigt. In einer effektiven Niederenergietheorie hat man aber von Anfang an
eine Skala gesetzt, die die Giiltigkeit der Theorie begrenzt, so daf} hier die Forderung nach
Renormierbarkeit nicht zwingend ist. Die Festlegung des Abschneideparameters A wird
in Abschnitt 5 gegeben. Die Groflenordnung kann durch das Instanton-Vakuum-Modell,
in dem der Abschneideparameter mit dem Inversen der mittleren Instantonausdehnung
zusammenhingt: A~ 571 ~600MeV [59], abgeschitzt werden.

Fiir den verbleibenden endlichen Rest 29—£2%* im kanonischen Potential (Gl. (4.20))
der Beitrige der reellen Quarks und Antiquarks, dem Medium-Anteil am groffkanonischen
Potential, ergibt sich

1, detA(p) 1 det A(0)
q,med = q _ O@see —— __ - Iibdielnd Gal —l l Pt el S
@I = 00 -0 2 et () T2 T et Ay (0)
_ fi_Lfa__ﬁ)_ N 1 i tEa
- PTE B nETETRY / " T @y

_ a 1+ exp{—[lea| — ,umgn(ca)] /T} LUNLB
N T‘?l T ep(— [0~ poga)] /1) NP

— Al To 1)
= NI Ino— @2l N, B 4.29
Z — (e T (4.29)

mit der typischen mittleren fermionischen Besetzungszahl

1
lsl—umgn(e)]/T +1

Ale; T, p) = (4.30)
fiir Quarks (¢ > 0) und Antiquarks (¢ < 0). Man kann dies uminterpretieren, indem
man von Teilchen und Antiteilchen mit positiver Energie (|¢]) aber entgegengesetzten
chemischen Potentialen spricht. Die Baryonenzahl B**® des Dirac-Sees ist gegeben durch

B%® = ——%— > [sign(sa) - sign(s‘;)] ) {4.31)

Im Normalfall ist auch fiir die ortsabhiingige Losung die Anzahl der positiven und ne-
gativen Energieniveaus gleich und B verschwindet. Nur wenn die Bindung der Ener-
gieniveaus so stark wird, daB ein oder mehrere Niveaus ihr Vorzeichen wechseln, ist B%°
von Null verschieden. Dies ist der Fall wenn die Kopplungskonstante G groff genug ist.
Die Kopplungskonstante wird in Abschnitt 5 mit der Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse
verkniipft. Von den Rechnungen fiir das Soliton im Vakuum ist bekannt, daf ein Vorzei-
chenwechsel des niedrigsten positiven Einteilchen-Energieniveaus der Quarks bel einer
Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse von etwa 750 MeV auftritt {60]. Dieser Fall wird in
der Arbeit nicht betrachtet, so daB hier stets B%¢ =0 gilt. Der Mediumbeitrag in Gl {4.29)
hingt von den mittleren Besetzungszahlen (Gl {4.30)), 4. h. der thermodynamischen
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Wahrscheinlichkeit mit der die Einteilchenniveaus der Quarks besetzt werden, ab. Er be-
schreibt die Polarisation des Mediums aufgrund der solitonischen mesonischen Felder.

Nach der Regularisierung ist der Beitrag der Quarks zum grofkanonischen Potential
gegeben durch die Summe aus regularisierten Seeanteil und Mediumanteil

QL(T, ) = Q™ + Qomed(T, 1) (4.32)

Der rein mesonische Beitrag O™ zum grofikanonischen Potential ist gegeben durch
den letzten Term auf der rechten Seite in Gl. (3.14), was mit Gl. (3.10) nach Abzug der
mesonischen Energie des homogenen Mediums (o = gy, 7y =0) auf

o = Elé/d%' [(o —m)? + 7] ~515/‘13""(00—m)2
= %/d'gr (02-1—71'2—05) +g/d3’l’ (00 — 0) (4.33)

fiihrt. Das gesamte, auf das homogene Medium von Konstituentenquarks bezogene, regu-
larisierte groBkanonische Potential ist die Summe aus dem Quarkbeitrag (Gl. (4.32)) und
dem rein mesonischen Anteil (Gl. (4.33))

Qulo, m;00](T, 1) = Q}[o, 7; 0o](T, 1) + Qo, 7; 0¢] (4.34)

und ist ein Funktional der mesonischen Felder.

4.2.2 Feldgleichungen

Die mittleren mesonischen Felder ¢, = (o, ) ergeben sich gem&8 GlL. (3.23) aus der Va-
riation des regularisierten grofikanonischen Potentials (Gl. (4.34)) nach den mesonischen

Feldern 50 [44](T
MnlelTop) _ g (4.35)

dpa(r)
Zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise wahlen wir die Abkiirzung T'y = (7°, iv%ys7),
so daff der Quark-Hamilton-Operator (Gl. (3.11)), bestehend aus einem kinetischen Term
und den Potentialtermen, gegeben ist durch

h=ap+Ti,, (4'36)
und es gilt \
Sh2(r') Sh(r') ,
= e = -7 1. 4.37
5ol 56u ()’ h(r") {Tyd(r — "), h(r")} (4.37)
Die Variation des regularisierten Dirac-See-Anteils aus Gl. (4.22) fiihrt auf
QP 1 T 0K
=—=1lmT dse™*A40 4.38
5ha(r) 21T P [ dse 5alr) ’ (4.38)

1/A%
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wobei Eigenschaften des Exponentialoperators, wie sie im Anhang E zusammengestellt .
sind, ausgenutzt wurden. Die obige Formel folgt aus Gl. (E.25), wenn man dort A; =Jh?
setzt und nur den Term proportional zu A; mitnimmt. Aufgrund des méglichen zyklischen
Vertauschens unter der Spur und da A mit A(0) vertauscht, ergibt sich dann mit Gl. (4.37)

o]

oo™ — lim T Sp / dse *AOnT, 5(r — ')
9a(r) e 1/A2 '
7 dw 24
= —N, /ds/ Z(a|f‘ §(r —7') |a) eq e ¥eR) | (4.39)
1/A2  —oo

Mit (| To8(r—r") o) = [ d®r' ®L(r")T.0(r—r")®q(r') = B}, (r)T 8. (r) 188t sich dies nach
Durchfiihrung der w-Integration schreiben als

59(‘[ s5ee )
53 (r) (Ea; A) ®L(1)T, @0 (r) sign(ea) (4.40)
mit der Regularisierungsfunktion
Ry(e;A) = L 7015 2 _ Lo (1/2, (€/4)%) - (4.41)
VT s v

Die Variation des Mediumbeitrages aus Gl. (4.29) fithrt auf

§Qamed 1 _ 0(h —p)? 1. _, Oh?
_——&,‘ba(r) = _§T Sp {A(u) 1 —5¢a(~—7‘) ] “+ 5%13%)T8p [A(()) 15¢a(r)]

) NCZ[ Z m+ (21:;32__8‘2’] {c| Tod(r — ') o)

n=—o0

11
= N Z [ (Sn—u)/T +1 2 7+ §Slgn(sa)] (I)L(T)Pa@a("")
= Nc}:n(sm T, 1) ®F(r)Ta®a(r) sign(ea) (4.42)

und hingt von den mittleren fermionischen Besetzungszahlen (Gl (4.30)) ab.
Die Variation des mesonischen Beitrages {Gl. {4.33)) nach den mesonischen Feldern ist
trivial. Aus den abgeleiteten Ausdriicken ergeben sich die mesonischen Feldgleichungen

N )
Gulr)(Typ) = mbge + G+ Z Ryleq; A) @Zx(r)l‘a@a {r)sign{ea)
~GN, Z n(aa, T, 1) ®L{r)Tu @ (r) sign(za) - {4.43)

Aufgrund der weiteren Einschriinkungen an diese Felder, die im Kapitel 4.1 angegeben
sind, sind die vier Komponenten a = 0,1,2,3 der Gleichung {4.43) nicht nnabhiingig



28 4 Solitonische Feldkonfigurationen

voneinander, und es bleibt nur eine Bewegungsgleichung fiir den chiralen Winkel 6(r).
Die sphérische Symmetrie sorgt dafiir, dafl das skalare Feld ¢ nur vom Abstand zum
Ursprung r = |r| abhidngt, und man kann iiber den Raumwinkel mitteln. Man erhélt dies,
wenn man in Gl. (4.43) die entsprechende Gleichung mit a=0 {iber den Raumwinkel d2
integriert und anschlieend durch den gesamten Raumwinkel von 4 teilt

1 1
o(r) = m+GNep~ > { [§R¢(Ea§ A) —i(ea; T, u)} sign(eq)

; / dafn @a('r, 2)®,(r, Q)} ' (4.44)

Aufgrund des Hedgehog-Ansatzes (Gl. (4.1)) erhélt man das analoge 7(r)-Feld, wenn man
7(r) mit dem Einheitsvektor im Ortsraum 7 multipliziert und anschliefend wieder die
Integration iiber den Raumwinkel durchfiihrt, was mit Gleichung (4.43) fiir a=1, 2,3 auf

w(r) = GNC% Sa_: { [%R(ﬁ(éa; A) —aley; T, /L)] sign(eq)
[ A2 &a(r, Q)77 @alr, .Q)} (4.45)

fithrt. Der chirale Zirkel (Gl. (4.6)) sorgt dafiir, da§ auch die zwei Felder o(r) und =(r)
nicht unabhéngig voneinander sind, und es verbleibt als einzige freihe Funktion der chirale
Winkel )

&5[2%2;—1&2 =0 = 0(r) = arctan :—Eg— . (4.46)

4.2.3 Innere und freie Energie, Entropie, Teilchenzahl

Im folgenden wahren wir die thermodynamischen Relationen (Gln. (3.4)-(3.7)) und be-
stimmen die innere Energie £ durch eine Legendre-Transformation, bei der die Variablen
T und p durch die Ableitungen von Q4 (7, 1) nach diesen Parametern, d. h. die Entro-
pie S=—0Qx (T, p)/0T und mittlere Teilchenzahl N = —9Q, (T, u)/0p, ersetzt werden.
Aufgrund der Bewegungsgleichung (4.35) reduzieren sich diese Ableitungen auf die expli-
ziten Ableitungen nach den entsprechenden Parametern. Implizite Abhéngigkeiten iiber
die mittleren Felder, die ja selber von T und p abhingen, liefern keine Beitrige

g 1%;
IV = ——— = —_—— q.med 4.47
N e QT 1) o Q (T, 1) (4.47)
sowie P )
_ ‘ = 2 _(Qamed ) 4.48
§ = =7 O(T, 1) = =55 QYT p) (4.48)

Die Ableitungen nach den thermodynamischen Variablen auf der rechten Seite der Glei-
chungen (4.47) und (4.48) sind also bei festgehaltenen mittleren Feldern und damit bei
festgehaltenem Einteilchen-Energiespektrum {g,} der Quarks zu nehmen. Mit der von uns
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gewihlten Regularisierung des explizit von 7" und g unabhiingigen Anteils am grofikano-
nischen Potential erhalten wir unregularisierte Ausdriicke fiir die Entropie und mittlere
Teilchenzahl. Aus Gl. (4.29) erhilt man fiir mittlere Teilchenzahl und Entropie, bezogen
auf das homogene Medium

N = N, Z [ (€a; T, 1) sign(eq) — A(ed; T, ) sign(sg)] + N, B

_ N.B, (4.49)
S = -NX [t TR S — e Ty ) ol — psgn(en)) /T
+(e% T, 1) (Je3] — psign(el)) /7] (4.50)

mit der Baryonenzahl B des Solitons.
Analog zum grofilkanonischen Potential bestehen die innere und die freie Energie des
Solitons aus Quark- und mesonischen Anteilen

Ey = E™+EF® + B, (4.51)
F, = oo F;(\;,sea + Fq,med (452)
mit
E™ — Fm_(m— _Tg /d37‘ (UO —_ 0—) , (4.53)
ER’SE& - FX’S% — Q?X,sea ) (4,54)

Dabei wurde in Gl. (4.53) der chirale Zirkel (Gl. (4.6)) benutzt. Der Medinmanteil an der
freien Energie ist mit Gl. (4.29) gegeben durch

Fq,med — {1 —_ _6% ] Qq,med(T’ ,U;)

il

fi(eq; T, - : .
Ne Z[Tl —*TL;’% + pii(eq; T, ) sign(ea)

~p,‘n(5a; T, /“L) Slgn(ga)] 1 (4"55)
und der Mediumanteil an der inneren Energie ergibt sich zu

0

aT  "ou

= —T8p ()™ (82 + u(h — w) ~ Aole) ™ (82 + il = )]
5 Jm TSp[1n A(0) ~ 1n 4y(0)]

= NZ[H(%,T 1)lea] — A T i) - (456

Eq,med — [1 — T } Qq,mad{T ‘u)

en
et
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Der explizite Ausdruck mit den Energieeigenwerten folgt direkt aus der letzten Zeile in
Gleichung (4.29). Die Darstellung mit den Einteilchen-Operatoren in der zweiten Zeile
benotigen wir spater im Kapitel 8.1.1 bei der Berechnung der trigen Masse des Solitons.
Sie folgt aus den Relationen

0 .0 —1a2 -
Torlndet A(u) = To-Spln A(u) = ~2Sp [A(w)~a?] (4.57)
0 _ 0 . -1 =
,u—g-/; Indet A(u) = ,ua;Sp In A(p) = —2Sp [A(u) p(h - u)] (4.58)

fiir die Spur (Gl. (3.26)) der Operatoren (Gl (4.13)), (Gl. (4.14)) und aus der ersten Zeile
in Gleichung (4.29). Wahrend die Beziehung (4.58) aus Gl. (E.14) und Gl. (4.13) folgt,
erhilt man die Relation (4.57), wenn man die Spur mit Hilfe der Eigenwerte (GL. (3.27))
erst explizit ausfiihrt, da die dabei auftretenden ungeraden Matsubara-Frequenzen die
Temperatur enthalten, und danach die Ableitung nach der Temperatur durchfiihrt. Aus
TE Y, In(w +a®)=2Y, —w—%ﬂjéa—z folgt dann Gl. (4.57).

Formal entsprechen die obigen Formeln den Ausdriicken fiir ein freies Fermigas mit den
Einteilchenenergien ¢4, einschliefllich der regularisierten Nullpunktsenergien. Man muf}
aber beachten, daf8 die £, neben den kinetischen Energien bereits die Wechselwirkung mit
den ortsabhingigen Hedgehog-Feldern ¢,(r) enthalten. Wegen der Bewegungsgleichung
(Gl. (4.43)) héngt jede Einteilchenenergie der Quarks selber von allen Emtellchenenerglen
und mittleren Besetzungszahlen ab.

Es sei darauf hingewiesen, daf8 aufgrund des Theorems der kleinen Zusitze [61], eine
kleine Variation des groflkanonischen Potentials am stationiren Punkt bei festgehalte-
ner Temperatur und chemischen Potential dquivalent einer kleinen Variation der freien
Energie bei festgehaltener Temperatur und mittlerer Teilchenzahl bzw. einer Variation
der inneren Energie bei festgehaltener Teilchenzahl und Entropie ist. Die Feldgleichungen
(GL. (4.35)) kénnen damit auch als Minimierung der freien Energie bzw. inneren Energie,
bei Festhalten der entsprechenden natiirlichen thermodynamischen Variablen, formuliert
werden. Da uns aber nur das grofikanonische Potential in Abhéngigkeit von dessen natiirli-
chen Variablen T und p explizit bekannt ist, ist G1. (4.35) der einfachste Zugang.

4.3 Thermische Erwartungswerte von solitonischen
Observablen

Im folgenden leiten wir Formeln fiir die thermischen Erwartungswerte von Observablen fiir
das Soliton ab, da wir dies spéter fiir die Berechnungen, z. B. des mittleren quadratischen
Radius der solitonischen Feldkonfiguration oder bei den Schwerpunktskorrekturen fiir den
Erwartungswert des Einteilchenbeitrages zum Impulsquadrat, bendtigen.

Der thermische Erwartungswert eines Operators @ = [d®r §f(r)0g(r) in zweiter
Quantisierung (Schrédinger-Darstellung) mit dem Einteilchen-Operator o, der im Dirac-
und Isospin-Raum oder auf die Ortsvariable r wirkt, kann mit Hilfe eines erweiterten
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grofkanonischen Potentials Q) (T, u; k) berechnet werden

R dQa (T, u; )
(T p) = —— B2
(O) (T, 1) I ,

k=0

wobei man Q) (T, u; &) aus Q) (T, ) erhilt, indem man D(x) in Gl (4.11) und GI. (4.12)
durch die Operatoren

(4.59)

D(u;x) =D(p)—ko =0, +h—p—ko,
Do(p;8) = Do(p) —k0 =0, +hy—p—rko0 , (4.60)

ersetzt. Das ist der iibliche Trick: Einfithrung eines Lagrange-Parameters x, Ableiten
nach diesem Parameter und anschlieBendes Nullsetzen des Parameters. Wird der Erwar-
tungswert regularisiert, so geht man vom regularisierten Potential {24 aus, andernfalls
vom unregularisierten 2. Diese zwei Mdoglichkeiten sind durch das tiefer gestellte (A) in
Gl. (4.59) angedeutet. Aufgrund der Néherung des mittleren Feldes, in der nicht dber die
mesonischen Felder integriert wird (im Sinne des Pfadintegral-Formalismus), liefert nur
der Quarkanteil am grofikanonischen Potential einen Beitrag zu Erwartungswerten, die
wieder in See- und Mediumanteil aufgespalten werden konnen

(O)wy (T, 1) = (OYET* + (O™ (T, 1) - (4.61)

Wir beginnen mit dem regularisierten Seeanteil am Erwartungswert und erhalten we-
gen Gl. (4.22)

3 dQ(}\,see (K')

@ q,see =
( >A dx

®=0

1 T d
= 1 _1*_.
= 2%1_1%T8p /dss y

[e—sA(O;n) . e—sAo(O;n)]
K
1/A2

(4.62)

k=0

Benutzt man die Beziehung (E.11) aus dem Anhang und beachtet das mogliche zyklische
Vertauschen innerhalb der Spur, so ergibt sich

U _ dA(0; k) _ dAo(0; k)
asee _ ~ im TS sA(Q) ZEAYY T _ p—sAp(0) ZLTUATY T X 53
(O>A 2 Tl“‘)o P / ds [e d’{v k=0 ° d"% 1r=0 (4 63)

/A2
Wir nehmen an, da o hermitesch sowie o zeitunabhéingig ist ([0, 0]=0), und erhalten

O]~ L (o) D(0; )

0 ds

= —oD(0) — D(0)'o = — {0, k} . (4.64)

=0

Aufgrund des moglichen zyklischen Vertauschens unter der Spur, und da A mit A{0)
vertauscht, ergibt sich damit

oo
(O)™® = - Jim T'Sp / ds [e=54 0 o — =M hg o] | (4.65)
1/A2
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Bilden wir nun die Spur entsprechend Gl. (4.15) mit Gln. (4.16) und (4.17) und betrachten
Einteilchen-Operatoren mit der Eigenschaft (o/,w| 0|, w)={a'| 0o |a) §(w'—w), so erhélt
man aus Gl. (4.65)

+oo 00
A d " 2. .2 :
(O = =N / —(2: / ds [e’s(w ey (ao|a) — e”s(wz+(53)2)52(a°|oIao)]
i 2 — 1/A%2
- N > [R¢(5a; A)sign(ge) 0o — Ry(eY; A) sign(el) 00] (4.66)
2 " a? [¢3 [43

mit der Regularisierungsfunktion R, aus Gl. (4.41) und den Matrixelementen
0@ = (a)o|a®) = /d37~ ®O1(r) 0 ®O(r) | (4.67)

mit den, auf das Volumen normierten, Energieeigenfunktionen ® (r) der Quark-Hamil-
ton-Operatoren h). Wir werden spéter auch den unregularisierten Ausdruck (Q)%s

verwenden, der sich aus Ry(gq4; A) A2 ergibt

(O = ~ i T5p [A0)ho~ A4(0) o]
N .
= —%Z[mgn(sa) 0o — sign(e?) og] . (4.68)

Fiir den Mediumanteil ergibt sich aus Gl. (4.29)
_dQ¥e (T, ;s k)

(O)¥™eA(T,p) =
dk =0
_1l.d det A(u; k) 1. d det A(0; )
27 dw [ln det Ag(1; n)] 0 —2_11’1—% dr {n det A¢(0; &) 5(__1_1(;69)
und mit der Formel (E.14) aus dem Anhang erhalten wir
. 1 _; dA(u; & 1 dAp(u; &
@t = 378 au LUB| gy dbin)] |
k=0 k=0
1., _; dA(0; k) _; dA44(0; 5)
3 11113%) T Sp [A(O) i |, Ao (0) |, (4.70)
mit
dA(p; k) _d ot ) — T, —
x|, dn [D(1; 1) D(ps; )] = —oD(p) — D(p)to = —{o,(h— p)} . (4.71)

Wegen der Invarianz der Spur bei zyklischem Vertauschen der Operatoren, und da (h— 1)
mit A(y) vertauscht, ergibt sich

(Oyv (T, p) = —T'Sp [A(w)™(h— m)o — Ao() ™ (ho — 1)o] +
+ Jim T'Sp [4(0)*ho — 46(0)*ho o] - (4.72)
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Bilden wir nun fiir den ersten Term die Spur mit Hilfe der Gln. (3.26), (3.27) und (3.30),
und betrachten Einteilchen-Operatoren mit der Eigenschaft (o/,n'|o|a,n)=(d/|o|a)-
Onin, SO erhilt man

o W2 + (€4 27 w? + €2

+o0
A 168 - dw Ex
(L) = N.X |- 5 _..._.__WJF/___,___} o

— Substitution (sa, 0 — €2, og) , (4.73)
wobei der Ausdruck in den eckigen Klammern identisch mit dem bei der Berechnung
der Feldgleichungen (Gl. (4.42)) gefundenen Ausdruck ist. Nach Ausfiihrung der Summa-
tion/Integration {iber die Matsubara-Frequenzen und Abzug des Anteils vom homogenen
Medium erhiilt man das Resultat mit den mittleren fermionischen Besetzungszahlen

(OYmed(T, 1) = N, Y, [i(ea; T, 1) sign(ea) 00 — i(e%; T, p) sign(eh) 3] - (4.74)

Den Ausdruck fiir den thermischen Erwartungswert (§'(r)['¢(r)) von zeitunabhéingi-
gen Quarkdichten , wobei I' eine Kombination aus Dirac- und Isospin-Matrizen symboli-
siert, wie man sie z. B. bei den Feldgleichungen fiir die mesonischen Felder bendtigt, erhélt
man aus den obigen Uberlegungen, wenn man anstelle des Parameters & eine Funktion
x(r) einfiihrt und dann die Funktionalableitung des grofkanonischen Potentials bezliglich
k(r) bildet. Fiir einen unregularisierten Erwartungswert von Quarkdichten erhilt man
auf diese Weise mit Gl. (3.25)

YT
@ ETADNT,) = —NoT [ driey (r,7| (A7 (b — wI

—Ap(1) M ho — ,LL)I‘H T, :r> s (4.75)

der sich aus der Summe aus Gl. (4.68) und Gl. (4.72) ergibt, wenn man dort o durch
[ §(r — ') ersetzt.

Benotigt man einen regularisierten Ausdruck fiir die Quarkdichten, so erhilt man die
expliziten Ausdriicke fiir den regularisierten Seeanteil aus Gl. (4.66), indem man o’ durch
o®(r) = 0O (r) T @O (r) ersetzt

N

(G () T(r)T™ = Z [Ro(ea; A) sign(za) D ()T Palr)

— Ry(e3; A) sign(e?) @l ()T @5 (r)] - {4.76)

Der unregularisierte Ausdruck {¢f{(r)T'§{r))95* ist wieder mit Ry=1 gegeben

.

(@' (r)Tg(r)) > = —1—;— [sign(za) B (r)T®,(r) — sign(l) (O] . (477

o
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Fiir den Mediumanteil erhilt man aus Gl. (4.74)

(@ (P)DG(r))¥™ (T, p) = N3 [flea; T, 1) sign(ea) @, (r)[a(r)

o

— 7i(eq; T, 1) sign(el) DY (r)TRY(r)] . (4.78)

Die Summe aus Gl (4.77) und Gl. (4.78) ergibt den expliziten Ausdruck fir Gl. (4.75).

Wir weisen noch auf eine Besonderheit hin, die mit der Regularisierung im Zusammen-
hang steht. Wir benutzen die obigen Formeln nicht zur Berechnung des Erwartungswertes
der inneren Energie (0=~h) oder zur Bestimmung der mittleren Teilchenzahl (o=1). Diese
haben wir aus thermodynamischen Konsistenzgriinden aus den Relationen (Gln. (3.4-
3.7)) bestimmt. Wiirde man o=~A in Gl. (4.66) einsetzen, um den regularisierten Anteil
an der inneren Energie zu bestimmen, so ergibt sich wegen der unterschiedlichen Regu-
larisierungsfunktionen Ry und R, keinesfalls der Ausdruck in Gl. (4.22), wie man auch
unmittelbar an Gleichung (4.26) sieht. Die Ubereinstimmung tritt erst fiir A — oo, also im
unregularisierten Fall, wieder auf, da dann R;=1 wird und Beziehung (4.28) gilt. Fiir die
Teilchenzahl gibt es &hnliche Probleme. Hier wiirde wegen Gl. (4.66) ein regularisierter
Anteil hinzukommen, der auch in [62] (Soliton im QCD-Vakuum) untersucht worden ist.
Erst im Grenzfall A — co mit Ry = 1 verschwindet dieser Beitrag wieder, da die An-
zahl der positiven und negativen Energieeigenwerte identisch ist ®. Um konsistent mit der
Bezichung (4.49), die sich aus der Ableitung des grofkanonischen Potentials nach dem
chemischen Potential ergab, zu bleiben, benutzen wir zur Berechnung des Seeanteils an
der Teilchendichte den unregularisierten Ausdruck (Gl. (4.77)) mit I'=1I. Die Integration
iiber das gesamte Volumen liefert dann zusammen mit dem Mediumanteil (Gl. (4.78)) die
Teilchenzahl aus Gl. (4.49).

4.4 Sonderbehandlung der Valenzquarks

Bei der Behandlung eines Solitons im Vakuum hat sich gezeigt, dafl die Existenz der 3
Valenzquarks im niedrigsten Niveau positiver Energie im Spektrum des Quark-Hamilton-
Operators von entscheidender Bedeutung fiir die Stabilitét des Solitons ist. Um stets
einen gebundenen Zustand aus drei Quarks zu realisieren, wird das niedrigste positive
Einteilchen-Energieniveau der Quarks aus dem thermischen Gleichgewicht ausgeschlossen
und seine Besetzungswahrscheinlichkeit bei Vorhandensein der ortsabhéngigen Hedgehog-

Felder gleich Eins gesetzt _
filewars T, ) =1, (4.79)

unabhiingig von der Temperatur und Teilchendichte (oder dem chemischen Potential)
der Umgebung. Numerische Rechnungen zeigen, daff dies notwendig ist, damit bis T' ~
180 MeV noch solitonische Losungen existieren. Andernfalls bricht die solitonische Losung

5Wir untersuchen in dieser Arbeit nicht den Fall, bei dem die Bindung der Valenzquarks so stark wird,
daff dieses Niveau in den negativen Energiebereich abtaucht ~ in diesem Fall wiire dann die Anzahl der
negativen Niveaus um zwei groBer als die Anzahl der positiven Niveaus und der See wiirde einen Anteil
an der Baryonenzahl tragen.
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bei einer von Null verschiedenen Teilchendichte der Umgebung schon oberhalb T2 80 MeV
zusammen. Bei endlicher Temperatur und verschwindender Teilchendichte wére iiber-
haupt keine solitonische Losung méglich. Man kann jedoch voraussetzen, dafi in der Natur
das Confinement dafiir sorgt, daf} die Valenzquarks zusammenbleiben, was durch Gl. (4.79)
simuliert wird.

Um im kalten Medium (7" = 0) ein Soliton mit Baryonenzahl Eins zu realisieren,
wurde in [18] das ungebundene Valenzniveau des homogenen Mediums nicht besetzt
(7(e%; T, w) =0). Dies wurde dann auch in der spiteren Arbeit [16] iibernommen. Ein un-
besetztes Niveau im homogenen Medium verletzt jedoch dessen Symmetrie und hat ernste
Auswirkungen auf die Grofle des mittleren quadratischen Radius und des Tragheitsmo-
mentes, siche die Abschnitte 7.3 und 8.2.2. Deshalb wird in dieser Arbeit das ungebunde-
ne Valenzniveau des homogenen Mediums mit der entsprechenden temperaturabhingigen
Besetzungswahrscheinlichkeit besetzt.

5 Parameter des Modells

Neben den thermodynamischen Parametern (T, i) treten in der Lagrange-Dichte in Glei-
chung (2.16) noch die Quarkstrommasse m und die 4-Fermionen-Kopplungskonstante G
auf. Durch das Regularisierungsverfahren kommt noch zusitzlich ein UV-Abschneide-
parameter A ins Spiel. Weiterhin liefert die spontane chirale Symmetriebrechung einen
von Null verschiedenen Vakuumerwartungswert fiir das isoskalare-skalare o-Feld, der den
Quarks im Vakuum eine effektive Masse My, = M (T =0, 4=0) gibt. Diese Konstituenten-
Quarkmasse kann man nicht einem einzigen Quark zuordnen - vielmehr handelt es sich
um die Energie eines Quasiteilchens: Quark plus Wolke aus virtuellen Quark-Antiquark-
Fluktuationen. Im folgenden werden die Parameter m, G, A und A, mit Beobachtungs-
groflen in Zusammenhang gebracht und auf einen freien Parameter reduziert.

Die PCAC-Hypothese verkniipft die Divergenz des isovektoriellen Axialstromes mit
der Pion-Masse m; und der Pion-Zerfallskonstante f.

m — =
HA, =mi e YA /fﬁ {(5.1)

Setzen wir dies mit der entsprechenden Beziehung in Gl. (2.18) fiir den NJL-Lagrangian

f”‘“\

() A;i — "—'77 ?)

G

gleich, dann ergibi sich aus einer endlichen Pion-Masse auch eine von Null verschiedene
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Quarkstrommasse

Gfzm2

Die Pion-Masse ist somit ein Maf fiir die explizite Brechung der chiralen Symmetrie. Mit
den von uns benutzten experimentellen Vakuum-Werten f, =93 MeV, m, =139 MeV lie-
fert Gl. (5.3) eine Beziehung zwischen der Quarkstrommasse m, der 4-Quark-Kopplungs-
konstanten G und der Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse M.

Der schwache leptonische Zerfall des elektrisch geladenen Pions 7 —1 + 7, (I =e¢, )
wird durch das Matrixelement des axialen Stromes zwischen einem Ein-Pionen-Zustand
#°(k) mit dem Viererimpuls £ und dem Vakuum-Zustand beschrieben

(0

Der komplizierte Vertex Fr(k) des Pions kann mit einer mikroskopischen Quarktheorie
berechnet werden. Nach Anwendung von Feynman-Regeln auf den Zerfallsprozef, wobei
man die Quark-Pion-Wechselwirkung vom NJL-Modell (in MFA) benutzt, erhilt man im
Rahmen der proper-time Regularisierung in 1-Schleifen-Ni#herung mit Quarks der Masse
M mit fr=F,(0) [63]

AL ()| 7 (B)) = iFx ()k, 8o * (5.4)

N,
f7= 5 M T (0, (Moai/AY?) (5.5)
Diese Beziehung liefert einen Zusammenhang zwischen der Konstituenten-Quarkmasse
M,z und dem Regularisierungsparameter A.

Als letztes nutzen wir die Gap-Gleichung fiir den Vakuumzustand, die sich aus der
Minimierung des effektiven Potentials erglbt um die V; kuum—Konstltuenten-Quarkmasse
mit dem Vakuum-Quarkkondensat (0]§d|0) zu verkniipfen. Zur Herleitung verweisen wir
auf den Abschnitt 6. Die dortige Formel (6.7) liefert fiir den Vakuumzustand (7=0, z=0),
d. h. in dem Fall, in dem nur virtuelle Quark-Antiquark-Fluktuationen aber keine reellen
Quarks vorhanden sind und der Term mit den thermischen Besetzungszahlen in Gl. (6.7)
verschwindet, mit M, =0ov. den folgenden Ausdruck

Mvak =m-G (OI qq I0> =m+ G4]l_6sz j\/[\?a,k (_17 (ﬂ/[va;k/A)z) d (56)
Die Kombination der Gln. (5.3) und (5.6) fiihrt auf die Gell-Mann-Oakes-Renner-Rela-
tion im Vakuum: f2m2 ~ —m (0|33 |0) [64].

Mit den Gln. (5.3) und (5.5) sowie der Gap-Gleichung (Gl. (5.6)) verfiigen wir somit
iiber 3 Gleichungen fiir die 4 Parameter m, G, A, M,;. Zwecks der Anschauung wihlen wir
als einzigen freien Parameter die Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse My, die innerhalb
gewisser Grenzen variieren kann. Die Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse bestimmt die
Tiefe des skalaren Potentials, in dem sich die Quarks bewegen. Je tiefer das Potential de-
sto stirker wird das Valenzniveau gebunden. Aus den Untersuchungen fiir ein im Vakuum
eingebettetes Soliton ist bekannt, daB fiir M. <350MeV keine solitonischen Lésungen
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existieren [60]. Im Bereich von My, = 400 MeV liefert das abgesenkte positive Valenz-
niveau im Energie-Einteilchenspektrum der Quarks den Hauptbeitrag zu den meisten
Observablen des Solitons (Valenz-Bild), wo hingegen fiir My, > 700 MeV das Valenzni-
veau in das negative Spektrum eintaucht und sich das Soliton als ein stark polarisierter
Dirac-See beschreiben 188t (Skyrmion-Bild).

Die Abbildung 5-1 zeigt die Abhéngigkeiten der Quarkstrommasse m{M..x ), des Regu-
larisierungsparameters A(M,ax) und der 4-Quark-Kopplungskonstanten G{Myy) in dem
Bereich von My, =300 — 600 MeV, wie sie sich aus den Gleichungen (5.3}, (5.5} und (5.6)
ergeben. Eine Zunahme der Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse hat eine anniéihernd 1i-
neare Zunahme der Kopplungskonstanten G zur Folge. In den weiteren Rechnungen ver-
wenden wir My = 420 MeV, welcher die experimentelle A-Nukleon-Massenaufspaltung
im Vakuum in diesem solitonischen Modell reproduziert.

Die Kopplungskonstante G und der Abschneideparameter A sind iiber Relationen
im Vakuum fixiert und werden im weiteren als unabhiingig vou Temperatur und Dichte
der Umgebung angenommen, so wie das im Zusammenhang mit dem NJL-Modell auch
in [65,66] erfolgte. Die Erweiterung der Instanton-Modelle auf den Fall endlicher Tem-
peraturen fithrt jedoch (nach Integration iiber die kollektiven Variablen der Instantonen)
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auf eine NJL-8hnliche 4-Fermion-Wechselwirkung von Quarks mit temperaturabhingigen
Kopplungskonstanten [67]. Desweiteren wird auch die mittlere Instantonausdehnung, die
im Fall T'=0 mit dem Inversen des Regularisierungsparameters A~! in Zusammenhang
gebracht wurde [59], temperaturabhingig sein. Gitterrechnungen geben Hinweise auf eine
geringe Anderung der mittleren Instantonausdehnung bis Temperaturen in der Nihe des
chiralen Phaseniibergangs [68].

6 Losungen der Feldgleichungen fiir ein homogenes
Medium aus Konstituentenquarks

Bevor wir zu den numerischen Ergebnissen der solitonischen Konfigurationen kommen,
behandeln wir das homogene Medium von Konstituentenquarks (§ =0, d. h. oy = konst,
7 =0). Dieses homogene Medium bildet das Wirmebad und ist der Referenzzustand bei
Berechnung der Observablen des Solitons. Fiir diesen homogenen Fall existieren umfang-
reiche Ubersichtsartikel [66,69, 70,14, 37], so daB wir uns hier nur auf die Aussagen kon-
zentrieren, die fiir das verwendete Soliton-Modell wichtig sind. Das betrifft hauptséichlich
das Verhalten der Konstituenten-Quarkmasse, die in diesem Modell proportional zum
Quarkkondensat ist, in Abhéngigkeit von der Temperatur und der Dichte des Mediums.
Die Konstituenten-Quarkmasse M = oy bestimmt das skalare mesonische Feld fiir grofe
Absténde vom Ursprung des Solitons (Randbedingung) und damit die Amplitude (Po-
tentialtiefe) der mittleren mesonischen Felder, in denen sich die Quarks bewegen. Die
Konstituenten-Quarkmasse folgt aus der Minimierung des effektiven Potentials, der Gap-
Gleichung als der Feldgleichung fiir das homogene Medium. Es wird sich zeigen, daf} die
Konstituenten-Quarkmasse mit zunehmender Dichte und/oder Temperatur kontinuierlich
abnimmt. Die Anwesenheit reeller Quarks und Antiquarks fiihrt zu einer Zerstérung des
Vakuum-Quarkkondensats, verbunden mit einer Wiederherstellung der chiralen Symme-
trie bei hohen Temperaturen und Dichten. Die Gré8enordnung der kritischen Temperatur
und Dichte fiir den Phaseniibergang, bei der die Konstituenten-Quarkmasse stark ab-
nimmt, wird abgeschétzt und die numerischen Ergebnisse werden mit anderen Modellen

verglichen.

6.1 Effektives Potential, Gap-Gleichung

Ein homogenes Medium mit kontinuierlichem Energiespektrum berechnet man am ein-
fachsten in der Impulsbasis. Man kann dann die Summation iiber die Einteilchen-Energie-
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eigenwerte durch eine Integration iiber die rdumlichen Impulskomponenten ersetzen

(&8 e

V ist dabei das betrachtete Volumen, der Faktor 2/V; beriicksichtigt die Entartung in
den Spin- und Flavour-Freiheitsgraden (isospin-symmetrische Materie) und die beiden
Integrale beriicksichtigen Quarks und Antiquarks. Die Einteilchenenergien sind gegeben
durch €=zepr, exr=+/p* + M?. Fiir ein homogenes Medium kann man das Volumen als
konstanten Faktor abspalten und man rechnet am besten mit den thermodynamischen
GroBen pro Volumen (Dichten) - den intensiven Grofien. Die groBkanonische Potential-
dichte ist dann identisch mit dem effektiven Potential V(T 1) und dem negativen Druck

—PaA (T7 /J')

D=3+ 2NV

@ £a<0 €a>0

v Pa (T, ) - (6.2)

Aus den Gleichungen (4.22) und (4.29) kann man nun direkt den regularisierten Seeanteil
und den Mediumanteil der Quarks am effektiven Potential ablesen. Mit Gl. (6.1) und
Gl. (6.2) erhilt man

#p 1 |
VERR(M) = —4N;N, / @i—Rg(eM;A)aM, (6.3)

Vq’med(l\/f)(T, p) = —2NiN, T/ (2 p ln (1+e—(snt*#)/T)
_N;N,T / (,)p In (1+e"ExH8/T) (6.4)

was in der Naherung des mittleren Feldes das (regularisierte) effektive Potential in 1-
Schleifen-Naherung fiir Fermionen der Masse M darstellt. In diesem Sinne ist das kom-

Ly Bild 6-1:
M Effektives Potential der Quarks in
_ 1-Schleifen-Niherung fiir Teilchen

mit der Masse M.

plizierte homogene Medium von wechselwirkenden leichten Quarks mit der Strommasse
m ersetzt durch ein homogenes Medium von schweren quasifreien Konstituentenquarks
der Masse M. Neben den Quantenfluktuationen virtueller Quarks und Antiquarks, die
ebenfalls zur Energiedichte des homogenen Zustandes beitragen {regularisierte Nullpunki-
senergien der Konstituentenquarks in Gl (6.3)), sind bei endlicher Temperatur und Teil-
chendichte jetzt auch reelle Quarks und Antiquarks vorhanden, deren statistische Fluk-
tuationen durch die Wechselwirkung mit dem Wirme- und Teilchenbad einbezogen sind,
was durch die Besetzungszahlen in der Abbildung 6-1 des Schieifen-Diagramms zum Aus-
druck gebracht werden soll. Gleichung (6.4) ist bis auf das Vorzeichen der iibliche Aus-
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druck fiir den Druck eines idealen Fermi-Gases von Teilchen und Antiteilchen der Mas-.
se M, ohne Nullpunktsenergien. Fiir masselose Teilchen M = 0 kann Gl. (6.4) analy-
tisch ausintegriert werden mit dem bekannten Ergebnis fiir den Mediumanteil am Druck
2 4
g =yt o (184 3 (1) + s ()]
Fiir das gesamte effektive Potentml ergibt sich bei Beriicksichtigung des rein meso-
nischen Anteils, der homogene Anteil aus Gleichung (4.33) mit oy = M,

4Np N,
32m?

—2Ne N, T/ ln (1 + e (em~ “)/1)

(M — m)2 + =

VA(M)(T, ) 1;14 (~2, (M/A)?) -

1
S Q’*‘

—2NeN.T / Wln (14 e~eart/Ty (6.5)

wobei der zweite Term auf der rechten Seite den iiber die Impulse integrierten Seeanteil
(Nullpunktsenergiedichte) der Quarks aus Gl. (6.3) beschreibt.

Die Gleichgewichtslage des Systems wird bestimmt durch die Extremstellen des effek-
tiven Potentials. Dies fithrt auf die Gap-Gleichung (die analoge Gleichung zu Gl. (4.35) fiir
den homogenen Fall), aus der der Gleichgewichtswert fiir die Konstituenten-Quarkmasse

M bestimmt werden mufl
AV (M)(T, u)

: aM
Wegen %(—‘2%(—1"—#2:(3@) und GL (6.5) ergibt sich die zu GI. (4.43) analoge Gleichung fiir
den homogenen Fall

=0. (6.6)

M = m-G(ad)

AN;N, . 4 2
= m+ Gt M°T I (-1, (M/A)?)
dp 1 . N
—2NNGM [ =5 Gy e P-En T + s T W] (67)
mit 1

fiz(ea; Ty p) = EvEy e (6.8)
In der obigen Gleichung gehen bei der Berechnung des thermischen Erwartungswertes {g4)
der regularisierte Vakuumanteil und der Mediumanteil mit unterschiedlichen Vorzeichen
ein, so dafl die Moglichkeit des Zerstorens des Quarkkondensates durch Anwesenheit reeller
Quarks und Antiquarks besteht. Fiir grofere Werte der Temperatur und des chemischen
Potentials sollte die Konstituenten-Quarkmasse M gegen die Strommasse m gehen.

Das exakte Verschwinden des Quarkkondensates (§§) =0, also M =m = Quarkstrom-
masse, ist jedoch keine Losung der obigen Gleichung. Eine solche Lésung wird erst moglich,
wenn auch der Mediumanteil zusammen mit dem Vakuumanteil regularisiert wird [37]. Das
kann man sich wie folgt klarmachen. Betrachtet man das effektive Potential der Quarks
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(Gln. (6.3) und (6.4)) fiir den Fall wo der Beitrag der Nullpunktsenergien in Gl. (6.3)
nicht regularisiert wird, bildet dann, zur Berechnung des Quarkkondensates, die Ablei-
tung des effektiven Potentials nach M, so ergibt sich anstelle von (¢g) in Gl (6.7) der
unregularisierte (divergente) Ausdruck

dp 1

amyieny L P Eas T ) = As(ers T )] (6.9)

(56) = —2Ne N M / (
Bildet man nun formal den Limes T — oo fiir £=0 oder y— oo fiir T=0 (oder T — oo
und p—00), so kann man mit der Definition der mittleren Besetzungszahlen in GI. (6.8)
leicht zeigen, da der Ausdruck in den eckigen Klammern in Gl. (6.9) verschwindet und
man somit (¢¢) —0 erhilt. In dem Limes hoher Temperaturen und/oder hoher chemischer
Potentiale kompensieren sich der Mediumbeitrag und der Vakuumanteil gerade. Will man
diese Struktur erhalten, und der Theorie durch Beseitigung der Divergenzen einen Sinn
geben, mufl man den Vakuum- und den Mediumanteil in gleicher Art und Weise regu-

larisieren. Oftmals wird also die Forderung (44) acal gestellt. Da das NJL-Modell als
Niederenergietheorie der QCD aber ohnehin nur fiir nicht zu hohe Energiedichten (und
damit fiir nicht zu hohe Temperaturen und Teilchendichten) konzipiert ist, ist hier der
Grenzfall T, 1 — oo physikalisch nicht sinnvoll. Den Grenzwert 7', u—> co sollte man hier als
T, 4>> A verstehen. Das hier verwendete chemische Potential liegt in der Gré8enordnung
der Konstituenten-Quarkmasse und die verwendeten Temperaturen, bis zu denen solito-
nische Lsungen existieren (siehe Kapitel 7.1), gehen bis maximal 185 MeV. Die mittleren
Besetzungszahlen 7. (epr; T, 1) der Einteilchenniveaus, die als natiirliche Abschneidefunk-
tion des Mediumanteils wirken, sind wesentlich von Null verschieden fiir ey < p+T. In
dem in dieser Arbeit betrachteten Temperatur- und Dichtebereich gilt p+ T <A, so da}
das Abscheiden des Energiespektrums durch die Besetzungszahlen frither wirkt als der
mogliche Einflul von A bei einer Regularisierung. Aus diesem Grund wiirde die Regulari-
sierung des Mediumanteils in dem von uns betrachteten Temperatur- und Dichtebereich
zu keinen wesentlichen Anderungen fiihren.

Die numerischen Ergebnisse fiir die Abhéngigkeit der Konstituenten-Quarkmasse von
Temperatur und Teilchendichte sind in Abbildung 6-2 dargestellt. Dabei ist anstelle der
Abhéngigkeit der Konstituenten-Quarkmasse von Temperatur und chemischen Potential
die Abhéngigkeit von Temperatur und baryonischer Teilchendichte py (in diesem verein-
fachten Modell: mittlere Anzahl der Quarks geteilt durch ;) dargestellt. Letztere hiingt
mit T, p und der Konstituenten—Quarkmasse itber

= JVf/ (9 )3 ~(Ea; Ty p) = A (eans T, pul] (6.10)

zusammen. Dies ist der homogene Anteil aus Gl. (4.78) mit I'=1/N,, wobei die Summa-
tion iiber die Energiezustiinde, die auf das Volumen normiert sind, entsprechend Gl (6.1}
durch die Integration iiber die Impulseigenzustinde ersetzt wurde. Der Seeanteil der Teil-
chendichte des homogenen Mediums in Gl. (4.77) gibt keinen Beitrag zur Teilchendichte.

Fiir T=0 zeigt sich fiir nicht allzu hohe Dichten eine niherungsweise lineare Abnah-
me der Konstituenten-Quarkmasse, und damit des Quarkkondensates, bei Erhhung der
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Baryonendichte in Ubereinstimmung mit dem “Low density Theorem” [71-73]. Fir die
Dichte normaler Kernmaterie pym = 0,16fm™> erhalten wir eine Reduktion des Quark-
kondensats von etwa 25 Prozent. Vergleiche mit Gittereichrechnungen sind noch nicht
moglich, wegen der dort auftretenden Schwierigkeiten bei 70 [74].

Fiir pp=0 finden wir fiir kleine Temperaturen erst ein flaches Plateau in der Konsti-
tuenten-Quarkmasse, bevor sie dann stark abfillt. Ein #hnliches Verhalten in der Nihe
des Phaseniibergangs ergibt sich in Gittereichrechnungen [7,8]. Das Verhalten fiir kleine
Temperaturen ist verschieden von den Resultaten der chiralen Stérungstheorie [75-77], die
ein Abnehmen des Kondensates mit dem Quadrat der Temperatur voraussagen. In [78]
ist gezeigt, daBl bei Mitnahme der 1-Meson-Schleife (dieses geht iiber die Niherung des
mittleren Feldes hinaus) die Resultate der chiralen Stérungstheorie reproduziert werden
koénnen.

Im folgenden geben wir noch eine vereinfachte Abschiitzung der kritischen Temperatur
und der kritischen Teilchendichte, bei der die Konstituenten-Quarkmasse stark abfillt,
d. h. die chirale Symmetrie wiederhergestellt wird.

6.2 Abschitzung der kritischen Temperatur

Um die Werte von Temperatur und chemischem Potential abschiitzen zu konnen, bei
denen die Konstituenten-Masse stark abfillt, betrachten wir den Fall m=0. Ein endlicher
Wert der Strommasse m verschiebt zwar den Punkt an dem M = m exakt erfiillt ist
nach T'—co oder g~ oo (falls Medium - und Seeanteil einheitlich regularisiert werden),
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aber die eigentlich interessanten Werte von 7" und p, bei dem M stark abfillt, sind nahezu
unabhingig vom Wert der Strommasse, wenn diese nur klein gegeniiber der Konstituenten-
Quarkmasse bei T'=p=0 ist.

Wir betrachten den Fall =0, d. h. die Anzahl von Quarks und Antiquarks ist gleich
und die Teilchendichte verschwindet. Fiir den Anteil der reellen Quarks und Antiquarks
zum effektiven Potential (GL. (6.4)) erhilt man

V(lxmed = ——4]\/7 NT /dpp In (1 +e” EM/T)

- —4NchT4§7T—2- / dz 2% In [1 + ¢~ @ +)Y’] (6.11)
0

mit a = M/T. Im zweiten Ausdruck auf der rechten Seite wurde die Ersetzung z =p/T
vorgenommen. Hier setzt sich p nur aus den réumlichen Impulskomponenten zusammen:
p = «/p?. Wir nehmen nun an, dafl wir in dem Gebiet sind, in dem die Konstituenten-
Quarkmasse schon stark abgefallen ist und entwickeln den Ausdruck nach <1 (Hoch-
temperatur-Entwicklung). Die ersten zwei Terme bereiten keine Schwierigkeiten, wegen

1 o0
Piel d —_— 4 —z\ _ 4
yame Py —4NgN.T ) / dz % In (1 +e ) —AN; N, 72_0’_]" ,
0
Oa? 02=0 B e 4r? ) 1 + em f .4_8- ’

Der néchste Term in der Entwicklung des effektiven Potentials nach a? ist schon kompli-
zierter. Um diesen Term zu erhalten folgen wir Referenz [47] und betrachten die zweite
Ableitung des Potentials (GL. (6.11)) nach a2

& 9 1 1
gmed 4 L 9
a(a2)2v ANeNT*— dn? /dg;$ 6.’13'2 {(mQ +a2)1]21+e(m2+a‘2)1j2]
- g 1 1 1
= —4N:N.T 8n2 0/d$ (22 + )2 1 T ol rai
- oo, -
8

wobei wir zwischendurch eine partielle Integration mit Hilfe der Beziehung 232 =21z-2
durchgefiihrt haben. Fiir das Integral I(a) ist nun eine Entwicklung nach a zu finden.
Dazu wird I(a) mit z7° (1 > ¢ > 0) multipliziert und die Entwicklung mﬁm =

T DAl -————‘(onﬁzﬁjﬂjﬂ- (GL (B.3)) genutzt. Nachdem man Term fiir Term integriert
w ird am Ende €— 0 gesetzt. Einzelheiten dieser Rechnungen sind im Anhang von Referenz

[47] zu finden. Wir geben hier gleich das Ergebmb fiir das Integral an
I(a) = —= 1n = —c + 0%, {6.14)
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wobei ¢=0.5772. .. die Euler-Konstante ist. Zweimalige Integration der Beziehung (6.13)
iiber a® ergibt dann mit Gl. (6.14) die folgende Niherung fiir das Potential (Gl. (6.11))

1 3
wred = ANV { t- et [ (2) -2} .
Vv 4N 5.2 Co + Cia 1% In - +c 1 + (6.15)

Die Terme mit den Integrationskonstanten Cy und C} sind uns aufgrund der Beziehungen
in Gl. (6.12) schon bekannt. Man erhélt zusammenfassend

M?T?
q,med - Ry as o
yamed(Ar)(T) NN, L = OT + AN N~
M* M 3
+41ijv 32’1_2 [ln ("7-_‘_—) +c— Z] S (616)

Zur Abschitzung der kritischen Temperatur beriicksichtigen wir nur die ersten zwei
Terme in Gl. (6.16) und setzen dies in die Berechnung des effektiven Potentials (Gl. (6.5))
ein :

T2 M*T?

——SM*T (=2, (M/A)?) - — T — . (6.
(=2, (M/A)?) ~ ANt N, =T + 4NN . (6.17)

4Ny N,

Va(M)(T) = 5 M+ 5

Daraus ergibt sich fiir die Gap-Gleichung (Gl (6.6)) mit - [M*T( - 2,(M/A)?)] =
—2M3T(—1,(M/A)?), was man mit Hilfe von Gl (4.24) erhalten kann

1_ ANeNe ;02 - 2 ‘ T° _
M[G 2 M T (=1, (M/A) )+4Nchﬁ =0. (6.18)
Diese Gleichung hat offensichtlich die beiden Losungen
1. M =0
1 4NfN 2 Mz) . 9 T2 _
¢ 1o A ( 2, b (-1 (a2/1) )+4NfN°?zZ =0. (6.19)

Der Ausdruck (Ml) I'(— 1, (My/A)?) kann nicht groer als Eins werden, wegen der Be-
ziehung aT'(—1 a) =af° dss~%c~ <a [ dss™2 =1 mit a>0, so daf die 2. Losung in
Gl. (6.19) mit M, #0 tiberhaupt nur so lange existieren kann wie

1 T?  4AN:N,
— + ANeN,— CA2 ]
e + 4iVg 57 < 1672 A (6.20)
bzw.
3A2 24 )
= - 6.21
T<IL \/27r2 IN:N.G (6:21)

gilt. Oberhalb der Temperatur 7, verbleibt nur noch die Losung Af; =0. In dieser Schirfe
gilt dies natiirlich nur fiir m = 0. Fiir unseren verwendeten Parametersatz, Vakuum-
Konstituenten-Quarkmasse My =420 MeV == A =636 MeV, G=42,8 GeV™? ergibt sich
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T. = 195MeV. Wir betrachten jetzt die Eigenschaften der zwei Losungen in Gl. (6.19)
genauer.

Fir T < T, entspricht die Losung M; = 0 dem lokalen Maximum des effektiven
Potentials (Gl. (6.17)) und damit einer instabilen Gleichgewichtslage. Dies ergibt sich
aus der Betrachtung der zweiten Ableitung von GI. (6.17). Mit Hilfe der Beziehung
S M2T( - 1,(M/A)*)] = ~2M T(0, (M/A)*) erhilt man

(H\/[
EV(M)T) 1 4NN, _, o T2
e e ——"M*T (=1, (M/A) ) +4NiNeo
4N¢N,
1 8f2 Mm2r (0, (M/A)?) . (6.22)

Benutzt man lim,,0aT'(0,a) =0 und lim, ,gaT'(~1,a)=1, so ergibt sich

2V (M)(T) T° <0 : T<T.
dM? >0 : T>1T;

1 4NgN,
== ~—CA% 4 4N;N, =

G 16n2 24 (6.23)

M=M;=0

Wenn die Temperatur unterhalb der kritischen Temperatur liegt, ist die stabile Gleichge-
wichtslage durch die 2. Lésung in Gl. (6.19) mit M, #0 gegeben, die dem lokalen Minimum
des effektiven Potentials entspricht. Aus GL (6.19) und Gl. (6.22) folgt néimlich

d®V, (M)(T)
VK

__ 4NN,

—a M7 (0, (M/4)%) > 0 (6.24)

M=Ms

fiir My # 0. Da aufler M; = 0 kein weiteres lokales Maximum des effektiven Poteniials
(Gl (6.17)) existiert, muB es sich bei dem lokalen Minimum auch um das absolute Mini-
mum des effektiven Potentials handeln. Das System wird daher den Zustand mit M; 0
einnehmen. Dies ist auch der Mechanismus einer spontanen Symmetriebrechung.

Fiir T =1 gilt M; =0 und fiir T > T, verleibt als einzige Lésung M; =0, die dann
ebenfalls dem absoluten Minimum des Potentials entspricht und masselose Fermionen
beschreibt, bei denen die chirale Symmetrie des Zustandes wiederhergestellt ist.

6.3 Abschitzung des kritischen chemischen Potentials

Im folgenden betrachten wir kalte (T'=0) und dichte Quarkmaterie mit einer verschwin-
denden Quarkstrommasse m = 0. Analog zu einer kritischen Temperatur im vorange-
gangenen Abschnitt 148t sich auch ein kritischer Wert fiir das chemische Potential {oder
dquivalent eine kritische Teilchendichte) abschiitzen, ab der die effektive Masse der Fer-
mionen verschwindet (nur noch die triviale Losung M; =0 iibrighleibt).

Fiir den Mediumanteil am effektiven Potential (Gl (6.4}} erhilt man nach partieller
Integration und der Betrachtung T—0

) 1 7. ¢ e 1 4
V(M) (u) = —2NiNeg— f dp = Ofp — ear) = ~2NeNe—3
YT 4 EaAr = 3
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4
= NN [,/1—(M/u)] +2N;N, 7”6”’ 1= (M/n)?
Mt L ;
~2NeNezo 1n{(-ﬂ7[-) [1+ J1- (M/M)ZH . (6.25)
wobei wir [ d:v—%

| = Va2 + a?(% — 222) + 30t in(z + /2% + a?) verwendet haben.
Beriicksichtigen wir nur die ersten zwei Terme und nehmen dort eine Entwicklung nach
(M/p) <1 vor, so ergibt sich mit [1 ~ (M/p)?PP? = 1 — 3(M/u)? + O((M/w)*) bis zur
Ordnung p*(M/p)?

2,2
yamed(11)(1) = —2NeN, ’Z 2NN, ";’W" (6.26)
Fiir das gesamte effektive Potential (Gl. (6.5)) erhalten wir mit dieser Niherung
ANeN, 2,2
22 £ 4 pt M=p
VA(M)(/J,) SM+ M T (-2,(M/A)?) = 2NN - 543 +2NeNe——5- . (6:27)

Dies ist die analoge Beziehung zu Gl. (6.17). Fiir die Gap-Gleichung erhilt man anstelle
von GL. (6.18) den Ausdruck

M [é - ‘ﬁff MT (-1, (M/A)*) + 2Nch%] =0 (6.28)
mit den zwei moéglichen Losungen
1. M=0
2. LS (M) r (L, ) + =0 (629)

Da der Ausdruck (%2)2 (-1, (My/ A)?) nicht gréfer als Fins werden kann, existiert die

2. Losung nur solange wie
1 2Ne N, 9 4Nf.Nc

Gt P < (6.30)

bzw.
<= A2 82

PSle=V72% " NG
gilt. Fiir pp=pi gilt Mp=0 und fiir p oberhalb e bleibt dann nur die Lésung M; =0. Fiir
1< e entspricht die Lésung M>#0 dem Minimum des effektiven Potentials (Gl. (6.27)),
und M; =0 entspricht einem lokalen Maximum. Das System wird daher den Zustand mit
M, #0 bevorzugen. Die Argumentation ist vollig analog zum vorangegangenen Abschnitt,
wenn man dort y. anstatt 7 verwendet.

Fiir pu> . verbleibt als einzige Losung M; =0, die dann ebenfalls dem absoluten Mi-
nimum des Potentials entspricht und masselose Quarks beschreibt. Neben der Erhohung
der Temperatur kann somit auch ein Erh6hung des chemischen Potentials (bzw. der Teil-
chendichte} zur Wiederherstellung der chiralen Symmetrie des Zustandes fiihren.

(6.31)
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Zusammen mit Gl. (6.21) ergibt sich eine Beziehung zwischen der kritischen Tempe-
ratur und dem kritischen chemischen Potential

He T
e T 6.32
7.~ V3 (6:52)

die unabhingig vom speziellen Wert des Regularisierungsparameters A ist. Mit unserem
Parametersatz fiihrt dies auf y. =354 MeV. Fiir T =0 und M, =0 ergibt sich dann die
kritische baryonische Teilchendichte zu p. =2N¢ u2/672=0, 39 fm~>. Dies entspricht etwa,
dem zweieinhalbfachem der Dichte normaler Kernmaterie.

Mit einem analogen Vorgehen kann man fiir den Vakuumzustand (7 = u = 0) eine
kritische Kopplungsstirke G. angeben. Erst fiir G > G, ist eine nichttriviale Losung fiir
M moglich, was zur spontanen chiralen Symmetriebrechung des Vakuumzustandes fiihrt.
Die Wechselwirkung zwischen den Quarks und Antiquarks muf also stark genug sein, um
die Bildung eines Vakuum-Quarkkondensates (0]gd|0) zu erméglichen. Diese kritische
Kopplungskonstante kann man auch aus den Gleichungen (6.21) und (6.31) erhalten.

Damit der Ausdruck unter der Wurzel positiv ist, muf} gelten: G > G(::@%f—f—&g.

7 Numerische Ergebnisse fiir solitonische
Feldkonfigurationen

Die mittleren Felder ¢,(r) = (o(r), n(r)#) sind selbstkonsistent aus den Quarkfeldern zu
bestimmen. Man startet eine iterative Rechnung mit einem Startprofil 6;(r) (siehe Kapitel
4.2.2), das die Startfelder ¢, 1(r) festlegt und den Einteilchen-Quark-Hamilton-Operator
h in Gl. (4.7) bestimmt, der in einer Basis (siche Anhang D) diagonalisiert wird. Mit die-
sem Verfahren erhilt man die Energieeigenwerte £,; und Energieeigenfunktionen $o(7)
der Quarks. Aufgrund der Bewegungsgleichungen (Gln. (4.44-4.46)) ist man dann in der
Lage, einen neuen chiralen Winkel 6;(r) auszurechnen, und der ganze ProzeB wird bis
zur Konvergenz wiederholt. Die Moglichkeit, dafi solche stabilen Feldkonfigurationen exi-
stieren, wurde fiir den Fall T =0, p =0 (Soliton im QCD-Vakuum, d. h. in Gl (4.44)
und Gl. (4.45) bleiben von dem Mediumbeitrag mit den mittleren Besetzungszahlen #
entsprechend Gl. (4.79) nur die Ausdriicke fiir die Valenzquarks iibrig), erstmals in den
Arbeiten [79-81] gezeigt. Diese ortsabhingigen selbstkonsistenten Losungen werden soli-
tonische Feldkonfigurationen des SU(2)-NJL-Modells genannt.

Abschnitt 7.1 gibt den Temperatur- und Dichtebereich fiir die Existenz solcher Feld-
konfigurationen an. Die selbstkonsistenten mittleren Felder werden in Kapitel 7.2 gezeigt.
Der Abschnitt 7.3 beschiiftigt sich mit der riumlichen Verteilung der Teilchendichte des
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Solitons und enthilt eine Diskussion zur Einfithrung verschiedener chemischer Potentiale
zur Fixierung der Baryonenzahl des Solitons. In Kapitel 7.4 sind schlieBlich die Energien
des Solitons angegeben.

7.1 Temperatur- und Dichtebereich fiir solitonische Lésungen

Als erstes wird diskutiert in welchem Temperatur- und Dichtebereich iiberhaupt solito-
nische Feldkonfigurationen, d. h. selbstkonsistente ortsabhingige Losungen der Bewe-
gungsgleichungen (Gl. (4.43)), existieren. Einen Uberblick gibt die Abbildung, 7-1.

T T T T

= 200} , L -
= keine solitonischen
— Loesungen |
150+ . .
| solitonische Bild 7-1: _ .
Loesungen Temperfjttur? und chhteberelch,_m
s dem solitonische Feldkonfiguratio-
100 | § nen, d. h. selbstkonsistente orts-
i i 1 abhingige Lésungen der Feldglei-
[ e ,I;\\\-\e‘e“ ] chungen (Gl. (4.44-4.46)), existie-
50" ?(o‘(\\eog ren. ‘
e
o i 1 PN § M L
0] 1 2 3
Po/Prm

Fiir eine Baryonendichte der Umgebung grofier als ungefihr das Zweifache normaler
Kerndichte pum =0.16 fm™ wurden numerisch keine ortsabhiingigen Meanfield-Lisungen
gefunden. Es verbleibt dann nur noch die homogene Losung mit verschwindendem chi-
ralen Winkel (6 = 0). Fiir kleine Teilchendichten findet man solitonische Lésungen bis
etwa T ~ 180 MeV. Mit zunehmender Teilchendichte nimmt die Temperatur, bis zu der
man Lésungen erhélt, langsam ab, und sie betrégt bei 2p,, etwa T = 150 MeV. Die-
se Beobachtungen stimmen mit den erhaltenen Ergebnissen in der Arbeit [16] iiberein.
Fiir kleine Temperaturen in der GroBenordnung 7S 50 MeV aber endlicher Teilchen-
dichte pp # 0 beobachtet man ein Aufschaukeln von Oszillationen in den mesonischen
Feldern bei fortschreitender Iteration der Bewegungsgleichung (Gl. (4.43)), so dafl man
in diesem Bereich keine stabilen Feldkonfigurationen findet. Moglicherweise steht dies im
Zusammenhang mit dem Auftreten von sogenannten Friedel-Oszillationen, wie sie im ho-
mogenen NJL-Modell gefunden wurden [37], was auf Instabilitéiten hindeutet. Anstelle des
exponentiellen Abklingens von mesonischen Korrelationsfunktionen fand man in [37] bei
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T =0 Oszillationen, deren Existenz allerdings von Details des Modells, wie der gewihl-
ten Regularisierung, abhéngt. Aus diesem Grund wird in [37] die Meinung vertreten,
dafl diese Instabilitdten nicht physikalischen Ursprungs sind. Bei den hier auftretenden
Instabilitdten bei kleinen Temperaturen mufl man sicherlich noch die fiir die Numerik
verwendete diskrete Basis in Rechnung stellen, die die Behandlung von Problemen mit
relativ “scharfer” Fermi-Fliche erschwert. Man kann vermuten, dafl die beobachteten In-
‘stabilitdten mit den obengenannten Problemen zusammenhéngen und nichts mit Physik
zu tun haben.

Die Wiederherstellung der chiralen Symmetrie bei hoheren Temperaturen und Dichten,
die in Abschnitt 6 behandelt wurde, und das Verschwinden der solitonischen Losungen
(“Deconfinement”) sind zwei unterschiedliche Vorginge, die nicht notwendigerweise bei
den selben Werten von Temperatur und Dichte vor sich gehen miissen. Es ist durchaus
denkbar, dafl es in der Natur erst zum Deconfinement der Quarks kommt und danach
noch massive Quasiteilchen (Konstituentenquarks) iibrig bleiben, die erst bei noch ho-
heren Temperaturen das Quarkkondensat “abschiitteln” und damit die chirale Symmetrie
(niiherungsweise) wiederherstellen. In diesem Sinne hat man die Vorstellung, da8 die ein-
zelnen Strukturen nacheinander aufgebrochen werden. Vielleicht treten aber auch viel
exotischere Vorgénge in Erscheinung [34].

In unseren Rechnungen verschwinden die solitonischen Losungen bei solchen Tempera~
turen und Dichten, bei denen die Konstituenten-Quarkmasse etwa auf die Hélfte des Va-
kuumwertes gefallen ist. Dies ist auch der Bereich, in dem die Konstituenten-Quarkmasse
anfingt stark abzufallen (siche auch Abbildung 6-2). Qualitativ kann man das folgender-
maBen verstehen. Die Konstituenten-Quarkmasse bestimmt die Amplitude der mittleren
mesonischen Felder, in denen sich die Quarks bewegen, d. h. die Tiefe des skalaren Poten-~
tials o, welches hauptsichlich fiir die Bindung der Valenzquarks verantwortlich ist, da es
im gesamten Raumgebiet anziehend wirkt. Wird der Potentialtopf flacher, so wandert der
gebundene Zustand in diesem Potentialtopf nach oben - in Richtung Kontinuum - zu den
ungebundenen Einteilchenzustinden. Ab einem bestimmten Wert der Teilchendichte und
Temperatur ist dann durch die Abnahme der Konstituenten-Quarkmasse einfach nicht
mehr genug “Volumen” im Potentialtopf, um einen gebundenen Zustand zu ermoglichen.
Diese Eigenschaft basiert auf der Heisenbergschen Unschirferelation. Die Tiefe des Poten-
tials bestimmt die Unschérfe des Impulses der Valenzquarks und die ortliche Ausdehnung
des Potentials ist verkniipft mit deren Unbestimmtheit im Raum. Das Produkt aus der
Breite und Tiefe des Potentials kann nun nicht beliebig klein gemacht werden.

7.2 Selbstkonsistenter chiraler Winkel und Mesonenfelder

Die Abbildung 7-2 zeigt den selbstkonsistenten chiralen Winkel #{r) aus Gl {4.46} in
Abhiingigkeit von Baryonendichte und Temperatur der Umgebung. Bei verschwindender
Teilchendichte (pp=0) erkennt man die Zunahme der riumlichen Ausdehnung des chiralen
Winkels bei Erhohung der Temperatur. Deutliche Effekte treten hier allerdings erst bei
Temperaturen in Nihe des Verschwindens der solitonischen Lésungen auf. Dies kann man
qualitativ verstehen, wenn man die gleichzeitige Abnahme der Konstituenten-Quarkmasse
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in Abbildung 6-2 betrachtet. Eine Abnahme der Konstituenten-Quarkmasse bedeutet eine
Abnahme der Tiefe des skalaren Potentials, in dem das Valenzniveau gebunden ist. Wird
das Potential flacher, so wird ein gebundener Zustand realisiert, indem die réumliche
Ausdehnung des Potentials erhoht wird, damit genug “Volumen” im Potentialtopf ist.

Bei endlicher Teilchendichte ist es moglich, dafl bei Erhthung der Temperatur die
riumliche Ausdehnung des chiralen Winkel abnimmt. Dies mufl man auch im Zusam-
menhang mit dem Verlauf der Konstituenten-Quarkmasse in Abbildung 6-2 sehen. Bei
endlicher Teilchendichte ist M (T, py) keine mit der Temperatur monoton fallende Funk-
tion, so daB die Potentialtiefe mit Erhthung der Temperatur durchaus zunehmen kann.
Dies kommt auch deutlich bei dem Radialteil der mesonischen Felder in Abbildung 7-3

zum Ausdruck.
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7.3 Baryonendichte, Baryonenzahl und mittlerer
quadratischer Radius

Die Baryonendichte p(r) des Solitons besteht aus einem (unregularisierten) See- und einem

Mediumanteil
plr) = p(r) ™™ + plr)mt (1)

in denen die einzelnen Komponenten aus Gl {4.77) und Gl. (4.78) mit I’ = 1/N; folgen
1 . , . : ; ¢
o) = — 3 [ign(e) L(r)2a(r) - sign(cl) B (7

p(r)dmed = 3 [Aea T, ) signlea) B (r)@alr)
— (s T, ) sign(el) B (r)83(r)] . (7.3)
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Der mittlere quadratische Radius R? des Solitons ist gegeben durch

B = [ Brr? /)(7')
[ dBrp(r

Die Abbildung 7-4 zeigt die Baryonendichte, normiert auf die Baryonenzahl des So-
litons, fiir drei verschiedene selbstkonsistente Losungen. An der Stelle wo die Dichte des

/ &rrip(r) . (7.4)

1.5¢ ' i - : - 1 Bild 7-4:
— 1.0} T=150MeV || Baryonendichte p des Solitons
£ : _ 3 (GL (7.1)), normiert auf die Ba-
= 0.5j Po=0.32fm — ryonenzahl B, in Abhingigkeit
0.0 AN - vom radialen Abstand zum Ur-
1.5 ' i i * ] sprung r fiir 3 verschiedene Um-
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s~ 1.0 ] :
e raturen (7). Der gepunkteten Li-
= 0.5¢ p,=0.16fm™ i nie entspricht der Seebeitrag aus
0.0 Gl. (7.2). Die gestrichelte Linie
15 : " ; ; ; ; . gibt die Dichte des homogenen Me-
— T=0 diums py (GL (6.10)), ebenfalls
s 1.0 1 in der diskreten Basis (Anhang
o 0.5f ' 3 D) berechnet, an. Der Radius der
pP,=0 sphérischen Box betrigt D=18/M
0.0t ] . . - .
5 . . und ist damit in den gezeigten
6 2 4 6 8 10 12 14 Féllen unterschiedlich.

r (fm)

homogenen Mediums (pp) abnimmt und abrupt endet, ist das Boxende erreicht. Die Ba-
ryonendichte des homogenen Mediums wurde ebenfalls in der diskreten Basis mit einer
endlichen Anzahl von Zustinden berechnet. Die Anzahl der Zustinde muf} grofl genug sein,
um den Kontinuumslimes in Gl. (6.10) hinreichend genau zu reproduzieren. Bis auf die Re-
gion unmittelbar am Kastenende (Relikt der Randbedingung fiir die Quarkfelder) ist dies
in Abbildung 7-4 der Fall. Der Hauptbeitrag zur Lokalisierung der Feldkonfiguration am
Ursprung stammt von den gebundenen Valenzquarks. Diese gebundenen Valenzquarks po-
larisieren die Umgebung. Die gepunktete Linie in Abbildung 7-4 beschreibt den Seebeitrag
(GL. (7.2)) und gibt die Polarisierung der virtuellen Quark-Antiquark-Fluktuationen an.
Diese ist am stérksten im Zentrum des Solitons, wo dieser Anteil negativ wird, d. h. die
Anzahl der Antiquarks iiberwiegt (dadurch Abschirmung der Valenzquarks). Um diese
Quark-Antiquark-Fluktuationen zu spiiren, mufl man somit tief in das Soliton eindrin-
gen, so wie das bei tief inelastischen Lepton-Nukleon Streuungen der Fall ist. Die Tiefe
des Loches betrigt groffenordnungsmifig etwa 1/10 der Baryonendichte des Solitons am
Ursprung. Am Rand des Loches gibt es einen kleinen positiven Beitrag der Seequarks zur

T
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Dichte, was zu einem insgesamt positiven Beitrag zum mittleren quadratischen Radius
fithrt. Die Seequarks liefern keinen Beitrag zur Baryonenzahl, da das Volumenintegral
iber Gl. (7.2) verschwindet. Abbildung 7-4 verdeutlicht auch die abnehmende Lokalisie-
rung der solitonischen Feldkonfiguration mit zunehmender Baryonendichte der Umgebung
(swelling).

Neben den Seequarks werden beim Soliton im Medium auch die reellen Quarks und
Antiquarks des umgebenden Mediums polarisiert. Diese Polarisation ist ungefdhr eine
Grofenordnung kleiner als die Polarisation der Seequarks und ist deshalb in Abbildung
7-4 nicht sichtbar. Ein vergrofierter Ausschnitt (Bild 7-5) macht dies aber deutlich. Die

Bild 7-5:

) Baryonendichte p (Gl (7.1)) und
) ihre Komponenten (Gl (7.2),
(Gl (7.3)) in Abhingigkeit vom ra-
dialen Abstand zum Ursprung des
Solitons r fiir die selbstkonsisten-
te Losung bei der Umgebungsdich-
te pg=0.16 fm ™ und einer Tempe-
ratur 7'=100 MeV. Die Baryonen-
dichte der Valenzquarks p(r)4Val =
cI)f,aI (r)®yai(r) ist ein Bestandteil
der Mediumdichte p(r)®™ed,
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Polarisation der Mediumquarks (ohne die Valenzquarks) ist im grofieren Abstand zum
Ursprung lokalisiert, so daf§ dadurch der mittlere quadratische Radius wesentlich beein-
fluBt wird. Diese zusétzliche Polarisation liefert einen temperatur- und dichteabhingigen
Beitrag zur Baryonenzahl, die dadurch im allgemeinen verschieden von Eins ist. Die nu-
merischen Ergebnisse fiir die Baryonenzahl sind zusammen mit den Energien des Solitons
in der spiteren Abbildung 7-8 dargestellt.

Um das Problem, einer von Eins verschiedenen Baryonenzahl des Solitons, zu losen,
wurde in [16] fiir das inhomogene System mit den ortsabhingigen mesonischen Feldern
ein neues chemisches Potential s =y + du eingefiihrt, das verschieden vom chemischen
Potential des homogenen Systems p ist. Um die daraus resultierenden Konsequenzen
zu studieren, betrachten wir den Ausdruck fiir die Baryonendichte des Solitons mit den
chemischen Potentialen p, und p fiir die solitonische und homogene Feldkonfiguration

1T
p(r) =T / dr e (7 7| [A(s) (B — p15) = Ao{1) " (o — pirry,  (75)
g
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der sich mit Hilfe von Gl. (4.75) und I'=1/N, ergibt.

In der asymptotischen Region weit auflerhalb des Ursprungs des Solitons (r > R)
konnen wir A(us)™! durch Ag(ps)™ und (h — ) durch (hg — ) ersetzen. Dies erkennt
man, wenn man A(us)~! nach Ag(us)~! entwickelt (Gradientenentwicklung [82]). Beide
Operatoren unterscheiden sich dann durch Terme, die proportional den Abweichungen
von ¢ und 7 von ihren asymptotischen Werten sind, und durch Terme, die proportional
zu den Ableitungen der mesonischen Felder sind. Weit genug vom Zentrum des Solitons
entfernt verschwinden beide, und es gilt mit Hilfe von Gl. (4.77) und Gl (4.78)

1T
pr>R) = =T [ drtey(r, 7| [Ao(s) ™ (ho — )= Ao) ™ (ho — )] 7)

= 3[Rl T, ) sign(el) ~A(e%; T, ) sign(c2)]| @21 (r) @%(r) ,  (7.6)

[+3

und die Dichte verschwindet nur, wenn die chemischen Potentiale p und us gleich sind.
Die Einfiihrung von verschiedenen chemischen Potentialen hat zur Folge, daBl man die
Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir die Quarks in den ungebundenen Zustinden dndert.
Diese Quarks tragen zu Dichten in groBem Abstand zum Ursprung bei, und ein Teil
der Baryonenzahl ist iiber dem gesamten Raum verschmiert. Man erhélt keine wirklich
lokalisierte Feldkonfiguration, und der mittlere quadratische Radius divergiert. Da man in
der numerischen Rechnung nur innerhalb eines Kastens bestimmter Linge integriert gibt
es zwar keine Divergenzen im mittleren quadratischen Radius, aber er wird vom Betrag
her sehr grof und ist durch die Kastengrofie bestimmt. Solche Probleme traten beim
Soliton im Vakuum nicht auf, da man hier nur 3 Quarks im gebundenen Valenzniveau
hatte, die keinen Beitrag zur Teilchendichte in grofen Abstinden vom Ursprung liefern.
Um eine lokalisierte Abweichung vom homogenen Medium zu erhalten, verwenden wir
aus den oben genannten Griinden nur ein chemisches Potential und lassen eine von Eins
verschiedene Baryonenzahl zu.

Eine weitere Moglichkeit, die Baryonenzahl des Solitons auf Eins zu fixieren ohne
ein neues chemisches Potential einzufiihren, wurde in [62] vorgestellt. Hier wurde die
regularisierte Baryonenzahl des Solitons im Vakuum betrachtet, die ebenfalls von Eins
abweicht (siehe auch Anmerkungen am Ende von Kapitel 4.3). Um die Baryonenzahl auf
Eins zu fixieren, verzichtete man auf den chiralen Zirkel (Gl. (4.6)) und fithrte somit ein
weiteres freies Feld ein. Zusétzlich forderte man die Erhaltung der Baryonenzahl, was
das Soliton vor dem in den Arbeiten [52,53] prognostizierten Kollaps bewahrt. Da diese
Behandlung iiber den chiralen Zirkel hinausgeht, wird diese Methode in dieser Arbeit
nicht betrachtet.

In Abbildung 7-6 sind die solitonischen Baryonendichten bei verschiedenen Dichten
und Temperaturen der Umgebung zusammengestellt. Man erkennt die Abnahme der Lo-
kalisierung der solitonischen Feldkonfiguration bei Erhohung der Teilchendichte der Um-
gebung. Bei konstanter Umgebungsdichte, aber verschiedenen Temperaturen, ist dieser
Zusammenhang nicht immer monoton. Hier kann es vorkommen, dafl eine Erhthung der
Temperatur auch zu einer Zunahme der Lokalisierung fiihrt. Dieses Verhalten erkennt
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man auch bei den mittleren Feldern in Abbildung 7-3 und beim mittleren quadratischen
Radius in Abbildung 7-7.

Bei kleinen Temperaturen wiichst der mittlere quadratische Radius (r. m. s. Radius)
niherungsweise linear mit der Umgebungsdichte (py). Der r. m. s. Radius des Solitons,
eingebettet in ein Medium mit normaler Kerndichte, ist um etwa 20 % grofier als im Va-
kuum. Bei verschwindender Umgebungsdichte nimmt der r. m. s. Radius monoton mit der
Temperatur zu. Bei endlichen Umgebungsdichten ist dies nicht mehr der Fall. Hier kommt
es bis ca. T=125 MeV erst zu einer leichten Abnahme des r, m. s. Radius. Ab Temperatu-
ren grofer als Ta2125MeV gibt es dann einen starken Anstieg, bis es schiieflich oberhalb
T =~ 180 MeV keine solitonischen Losungen mehr gibt, was den Deconfinementiibergang
simuliert.

Der r. m. s. Radius wird im wesentlichen durch zwei Effekte bestimmt. Zum einen
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skaliert die Ausdehnung der selbstkonsistenten mittleren Felder ungefihr mit dem Inver-
sen der Konstituenten-Quarkmasse 1/M, was sich entsprechend auf die Baryonendichte
auswirkt. Der zweite Effekt kommt von der Polarisation der Umgebung, die in gréferem
Abstand zum Zentrum des Solitons eine positive Teilchendichte in Bezug zum homogenen
Medium hervorruft. Der r. m. s. Radius ist empfindlich fiir die Teilchendichte in groflen
Absténden zum Ursprung, da bei der Berechnung die Dichten (GL (7.4)) mit r* gewichtet
werden.

Ein Vergleich unserer Werte fiir den r. m. s. Radius mit [16] ist nicht problemlos, we-
gen der dortigen Verwendung von zwei unterschiedlichen chemischen Potentialen, was zu
einer von Null verschiedenen Baryonendichte des Solitons bei beliebig grofien Entfernun-
gen vom Zentrum des Soliton fithrt. Im Gegensatz zu [16] finden wir bei Erhghung der
Umgebungsdichte immer eine Erhohung des r. m. s. Radius fiir jede Temperatur.

7.4 Energien des Solitons

Die numerisch bestimmte innere Energie des Solitons F (Gl. (4.51)) in Abh#ngigkeit von
den thermodynamischen Parametern der Umgebung ist in Abbildung 7-8 gegeben. Wei-
terhin ist die dichte- und temperaturabhingige Baryonenzahl B (Gl. (4.49)) im rechten
unteren Teilbild dargestellt. Im Temperaturbereich 80 MeV < T S 180 MeV liegt sie zwi-
schen 0.8 und 1.2. Fiir kleinere Temperaturen gibt es bei endlicher Baryonendichte der
Umgebung einen starken Anstieg von B. Hier deuten sich bei der Iferation der Bewe-
gungsgleichung schon Oszillationen des chiralen Winkels an, so da die Ergebnisse in
diesem Bereich mit Vorsichit zu betrachten sind. Durch die Bindung der Valenzquarks
wird Energie gegeniiber dem Zustand des homogenen Mediums gewonnen. Gleichzeitig

g
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muf aber fiir die Polarisation der Umgebung ein betriichtlicher Anteil an Energie aufge-
bracht werden. Der Seeanteil (Gl. (4.54)) macht nahezu 50% der gesamten inneren Energie
aus. Der Hauptbeitrag zu der Energie der reellen Quarks kommt von den Valenzquarks
Ev = 3¢, die relativ unabhéingig von der Baryonendichte der Umgebung, und damit
unabhingig von der Konstituenten-Quarkmasse, bei etwa 500 MeV verharrt. Die Ener-
gien skalieren keineswegs mit der Konstituenten-Quarkmasse. Kommt das Valenznivean
Eva1 & 500/3 MeV in die Nihe der oberen Kante des skalaren Potentials, so verschwindet
die solitonische Ldsung. Der rein mesonische Beitrag (Gl (4.53)) liefert nur einen kleinen
Beitrag zur Gesamtenergie von ca. 50 MeV.

Der Anstieg der Gesamtenergie bei endlichen Umgebungsdichten und kleinen Tem-
peraturen muf im Zusammenhang mit der starken Zunahme der Baryonenzahl gesehen
werden.

Ein Teil der inneren Energie wird dem Soliton von dem die Umgebung repréisentie-
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rendem Wirme- und Teilchenbad zur Verfiigung gestellt. Aus diesem Grund haben wir
zusitzlich die freie Energie F' (Gl. (4.52)) und das groSkanonische Potential 2 (Gl. (4.34))
in Abbildung 7-9 dargestellt.

Wihrend die innere Energie die gesamte am System zur Erzeugung des Solitons aufzu-
bringende Arbeit darstellt, enthslt die freie Energie nicht den Anteil an Wirmemenge, der
vom Wirmebad geliefert wird und proportional der Entropieéinderung, zwischen inhomo-
genen und homogenen System, ist. Das groffkanonische Pote{ltial enthélt weiterhin nicht
den Anteil an chemischer Arbeit, den das Teilchenbad zur Anderung der Baryonenzahl
(Abweichung von Eins) liefert. Dabei ist beriicksichtigt, da das gebundene Valenzniveau
des inhomogenen Systems, wegen der Fixierung seiner Besetzungszahl auf Eins, keinen
Beitrag zur Entropie liefert und nicht mit dem chemischen Potential p verkniipft wird.
Dadurch wird der Zusammenhang zwischen grofikanonischen Potential und freier Energie
modifiziert zu Q=F — p N,(B — 1). Bei B=1 oder p=0 sind  und F gleich.
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Mit zunehmender Baryonendichte der Umgebung werden die Unterschiede zwischen
E, F und Q) immer geringer. Der Unferschied zwischen der inneren Energie und der frei-
en Energie nimmt im allgemeinen mit der Temperatur zu, d. h. es wird verstiirkt eine
Wirmemenge aus dem Warmebad aufgenommen. Die Temperaturabhingigkeit des grof3-
kanonischen Potentials zeigt ein dhnliches Verhalten wie die Konstituenten-Quarkmasse.
Die Dichteabhéngigkeit ist jedoch wesentlich geringer. Wir beobachten kein Skalenverhal-
ten, im Gegensatz zu [2,83], wobei man in diesem Modell aber noch die quasi-klassischen
Energiekorrekturen in Kapitel 8 beriicksichtigen muf}, die erst einen Vergleich mit der
Masse des Nukleons erméglichen.

Ein Vergleich der Ergebnisse mit [16] ist wieder nicht problemlos. Unterschiede im
Bereich von einigen hundert MeV resultieren aus Besonderheiten bei der Besetzung des
Valenzniveaus (des homogenen Systems) und der bereits erwihnten Einfithrung unter-
schiedlicher chemischer Potentiale.

8 Quasi-klassische Energiekorrekturen

Das in den vorangehenden Kapiteln behandelte Soliton beschreibt keine physikalischen
Teilchen wie Nukleonen oder A-Isobaren. Das liegt daran, daf aufgrund der eingefithrten
Néherungen die solitonische Losung kein Eigenzustand von Impuls, Spin und Isospin ist.
Als Folge davon existieren, neben den thermischen Fluktuationen aufgrund der Anwesen-
heit des Mediums, Impuls-, Spin- und Isospinfluktuationen des Solitons, deren kinetische
Energien in den Meanfield-Losungen enthalten sind.

quasi-klass.
Soliton = Nukleon, A
Korrekturen

Zur niherungsweisen Bestimmung dieser Energien mit Hilfe des Pushing- und Cranking-
Verfahrens [19], das schon beim Soliton im Vakuum zur Anwendung kam [20,84,21], ist
die Kenntnis der mit diesen Bewegungen verkniipften Triigheitsmomente notwendig. Die
Berechnung von Trigheitsparametern im Medium und die Bestimmung der Energiekor-
rekturen wird in den folgenden Abschnitten behandelt.

8.1 Impulsfluktuationen und Schwerpunktskorrekturen

Die Niherung des ortsabhingigen mittleren Feldes zerstort die riumliche Translations-
symmetrie, was in Abschnitt 3.3 auch dadurch zum Ausdruck kam, dafl die Green-Funk-
tion nicht nur von der Differenz ' —7, sondern von den Orten 7' und » einzeln abhiingt.
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Der Impulsoperator P des Solitons vertauscht nicht mit dem Hamilton-Operator, so daf
der Impuls keine Erhaltungsgrofie des Systems ist.

Das wollen wir im folgenden kurz zeigen. Dazu benutzen wir Operatoren (in 2. Quan-
tisierung) in Heisenberg-Darstellung fiir imaginére Zeiten

O(r) = [ dri(r,m) od(r,7) (8.1)

mit den Matsubara-Operatoren § und ¢ aus Gl. (3.31). Den Einteilchen-Operator o neh-
men wir als zeitunabhéngig an, da spéter nur solche Operatoren, wie z. B. der Impuls
0= p, betrachtet werden. Bildet man die Zeitableitung und benutzt die Bewegungsglei-
chung (Gl. (3.37)) fiir ¢ und g, so ergibt sich

(—95—3_-@(7') = [IEI —uN, @(T)] . (8.2)

Wenn also @ mit dem Hamilton-Operator H = [ d®r §(r,7) h(r,7) und dem Teilchen-
zahloperator N = [ d3r §(r, 7){(r, ) vertauscht, handels es sich um eine Erhaltungsgréfie.

Fiir die Vertauschung des Impulsoperators des Solitons (P(7)= [ d®r §(r,7) p§(r, 7))
mit dem Hamilton-Operator ergibt sich die Beziehung

[ﬁ’ P] = /d3T [I;[: é(’f‘, T) p é('l", T)] b} (83)

was sich uﬁter Ausnutzung der Beziehung [A, BC] = [A,B]C + B[A,C] mit A = H,
B=¢g(r,7) und C=pd(r,7) schreiben 148t als

[I;I, 13] = /d3'r {[ﬁ,é(r,r)] pd(r,7)+ é(’l‘,T) [ﬁ,p(j(r,f)]} . (8.4)

Bei dem zweiten Kommutator auf der rechten Seite der obigen Gleichung kann der Diffe-
rentialoperator p vor den Kommutator gezogen werden, da H nicht von 7 abhingt (in H
wurde iiber das Volumen integriert). Um den Ausdruck weiter auswerten zu kénnen, muf
man die Vertauschungen des Hamilton-Operators mit den Quark-Feldoperatoren kennen.
Dafiir benutzt man die Beziehung (3.38) und die Antivertauschungsrelationen der Quark-
Feldoperatoren zu gleichen Zeiten (Gl. (3.32)) und erhélt

[ET, (j(r,'r)] =—hg(r,7) und [I:I,é(r,T)] = §(r,7) (——a-}? —i—I‘aqua) . (8.5)

Setzt man dies in Gl. (8.4) ein und fithrt im ersten Term auf der rechten Seite eine partielle
Integration durch (Uberwerfen von p), so ergibt sich

[, P] = / &r §(r,7) [h, D] 4(r,7) (8.6)

und die Vertauschung des Hamilton-Operators mit dem Impuls ist auf die Vertauschung
der entsprechenden Einteilchen-Operatoren zuriickgefithrt. Durch analoges Vorgehen kann
man zeigen, dafl der Impulsoperator mit dem Teilchenzahloperator vertauscht ([N P} =
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0). Da h die ortsabhingigen mittleren Felder ¢,(r) enthalt, ist [h, p] proportional zu den
riumlichen Ableitungen dieser Felder und Gl. (8.6) verschwindet im allgemeinen nicht, so
daf OP(r)/87#0 gilt.

Zur spéteren Berechnung der Impulsfluktuationen des Solitons betrachten wir das
Quadrat eines zweitquantisierten Operators

o= / &r ¢ (r)oid;(r) (8.7)
was
O = [ drdr’ gl(r)oyd;(r)d(roud (r' BN CEY

ergibt, wobei im Unterschied zu Gl. (8.1) die §(r) Feldoperatoren im Schrédinger-Bild
(Matsubara-Operatoren zum Zeitpunkt 7=0) sind. Dabei nehmen wir an, da8 die Matrix
0;; diagonal im Farb-Raum ist und ¢,j seien Dirac-Flavourindizes. Mit Hilfe der Anti-
Vertauschungsrelationen aus Gl. (3.32) a8t sich das Quadrat des Operators in einen Ein-
und Zweiteilchenbeitrag (im Sinne der 2. Quantisierung) aufspalten

O = [@2](1) + [@2](2) (8.9)
mit
[OZ]Q) = / d*r gl (r)os0nd(r) ,
- / &r dr' gl (r)al(r")osond; (r)a(r') - (8.10)

ey
Q
[3™)
—
—
)
I

Der thermische Erwartungswert des Zweiteilchenbeitrag [@2](.2) ergibt sich als zweite Ab-
leitung der Zustandsfunktion

A2 _ 2 1 O*Z(T, ; k)
<[O ](2)) =T Z(T, ; K,) 8%32

(8.11)

k=0

mit Z(T, p; k) =exp [—Q(T, p; k) /T] und einem groBkanonischen Potential, bei dem wie
im Abschnitt 4.3 der Einteilchen-Hamiltonian h durch h — ko ersetzt wurde. Aufgrund
der Niherung des mittleren Feldes liefert nur der Quarkanteil des grofSkanonischen Po-
tentials einen Beitrag (die rein mesonischen Anteile kiirzen sich weg) zum thermischen
Erwartungswert, so daf§ Q(T, y; &) durch 94, (T, u; &) ersetzt werden kann. Divergiert der
Erwartungswert, so ist das regularisierte groﬁkanomsche Potential der Quarks Q3 (T, p; &}
zu benutzen. Fiir die Gleichung (8.11) erhalten wir somit

. 00, (T, 1 6)\ PUT, 15 5)]
(0 = () | T (812)
@ Ik . Ox2 st

Der erste Term entspricht dem Quadrat des Erwartungswertes von O, so daB sich insge-

samt 5
0% (T s w)]

(0%) = ([E]) + (O - T2 (313)

il
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ergibt. Fiir die Fluktuationen AO=0—(0) des Operators @ erhilt man

(A0P) =([O%))) + T 5- ( D) (k) (8.14)

x=0

mit (O)(x) = —0Q(T, u; k) /Ox, dem thermischen Erwartungswert des Operators @ bei
Anwesenheit des Quellterms —x 0.

Die Gleichungen (8.13) und (8.14) verwenden wir zur Bestimmung der Impulsfluktua-
tionen des Solitons. Dazu ersetzen wir den Einteilchen-Hamiltonian A durch

h(v)=h—-vp, . (8.15)

wobei man die (euklidische) Geschwindigkeit v als Lagrange-Parameter zur Fixierung des
mittleren (euklidischen) Impulses des Solitons (P)(v) betrachten kann. Aus der Gleichung
(8.14) erhslt man dann mit k=v und o=p fiir die Impulsfluktuationen

(AP = (P +T (P ()] - (8.16)

v=0

Der erste Term auf der rechten Seite der obigen Gleichung gibt die unphysikalischen
Impulsfluktuationen des Solitons aufgrund der Naherung des ortsabhiingigen mittleren
Feldes an. Der zweite Term (der im Falle T'=0 verschwindet) beschreibt die thermischen
Fluktuationen des Solitons als Ganzes im Medium. Der Proportionalitatsfaktor zwischen
dem mittleren Impuls (P) (v) und der Geschwindigkeit des Solitons ist dessen triige Masse
M. Der Trigheitsparameter

M (P*Y(v)| = My (8.17)

»=0

Zk“az

ist diagonal, da fiir rotationssymmetrische Feldkonfigurationen keine Richtung im Raum
bevorzugt ist.

Desweiteren verschwindet fiir die solitonische Losung der Erwartungswert des Impulses
bei v=0, d. h. {(P)=(P)(v=0)=0 - das Soliton “zappelt” in alle Richtungen gleich-
wahrscheinlich. Dies erkennt man unmittelbar durch die mégliche Kommutatordarstellung
(GL (F.14)) des Einteilchen-Impulsoperators

= Lre] (8.18)

wenn man bei der Berechnung des thermischen Erwartungswertes (P), entsprechend den
Ausdriicken (4.65) und (4.72), die Moglichkeit des zyklischen Vertauschens unter der Spur
und die Vertauschbarkeit von #? mit A(u) beachtet (wegen [A, B~!|=—B~*[4, B]|B~! ver-
tauscht dann A% mit A(u)~!). Die Darstellung Gl. (8.18) gilt fiir allgemeine Felder ¢,(7),
unabhiingig von zusitzlichen Symmetrien (z. B. sphérische Symmetrie). Das Verschwin-
den des thermischen Erwartungswertes des Impulses des Solitons ist somit allein eine Folge
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der Zeitunabhéngigkeit der mittleren Felder (damit ist ~ zeitunabhéngig und vertauscht
mit A(u)).

Diese Aussage hat ein Analogon in einer lokalen klassischen Feldtheorie, in der der
Gesamtimpuls P#* mit Hilfe des Energie-Impuls-Tensors 7#” berechnet wird. Die Zeitun-
abhingigkeit dieses Tensors hat fiir eine isolierte Feldkonfiguration dann einen verschwin-
denden (Dreier-) Impuls zur Folge. Dies ergibt sich aus [d®r & (riT%) = [ &Pr T% +
[ &®r 732 T% Die linke Seite kann nach Anwendung des Satzes von Gauf in ein Ober-
flichenintegral verwandelt werden. Dieser Term verschwindet unter der Annahme des
geniigend schnellen Abklingens der Felder in groflen Entfernungen. Der lokale Energie-
Impuls-Erhaltungssatz 7#” , =0 liefert fiir einen zeitunabhéngigen Energie-Impuls-Tensor
die Aussage 3%T%=0. Daraus folgt dann letztlich P7 = [ d® T% = 0.

Die letzten Uberlegungen ergeben mit den Gln. (8.13), (8.16) und (8.17)

(P%) = (AP)?) = ([P"] ) +3MT . (8.19)

Die mit diesen Impulsfluktuationen verbundenen kinetischen Energien erhilt man in
nichtrelativistischer Néherung bei Division der obigen Gleichung durch das Zweifache
der trigen Masse
o2
((Play) 3 ‘
Epans = 50+ 5T (8.20)
Wihrend der 2. Term die Energie der thermischen Fluktuationen des Solitons im Medium

liefert (auf jeden Freiheitsgrad der Translation entfallen T'/2), beschreibt der 1. Term die
Energie der unphysikalischen Schwerpunktsbewegung

Eenm = M . (8‘21)

Um diese ndherungsweise aus dem System zu entfernen, subtrahieren wir sie von den
Meanfield-Energien (Gl (4.51)), (Gl. (4.52)) und erhalten die schwerpunktskorrigierten
Energien

Ekorr = F- Ecmm ’

Forn = F~ B

O = Q- Euum - {8.22)
Der Erwartungswert des Einteilchenbeitrages von P Gleichung (8.21) wird regularisiert
und berechnet mit den Formeln (4.66) und (4.74) mit o=p>.

Nach unserer Argumentation sollte {[P 2} ) # 0 mit [, p] #0 verkniipft sein. Dieser

Zusammenhang 148t sich herstellen, wenn man Gl. {8.18) mit p multipliziert und das
Ergebnis als

2

P [h 7 p] + 27- {p, h“} {8.23)

L\ﬂ»—d
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schreibt. Bei der Berechnung des thermischen Erwartungswertes ([152](1)) liefert dann der

erste Kommutator auf der rechten Seite von GI. (8.23) keinen Beitrag (analoge Uberle-
gungen mit denen zuvor (P) = 0 gezeigt wurde). Der 2. Term verschwindet ebenfalls,
wenn der Einteilchenimpuls p mit dem Hamilton-Operator A vertauscht, und wir erhalten

~ 2
([P"] 1) =0.
Nach diesen Uberlegungen ist klar, daf das homogene Medium von Konstituenten-

quarks wegen [p, ko] = 0 keinen Beitrag zu ([152](1)) liefert, was numerisch bei Verwen-
dung der diskreten Basis (Anhang D) auch bestitigt wird. Das Auftreten der Energie
(GlL. (8.21)) hingt mit der Beschreibung einer lokalisierten Feldkonfiguration zusammen.
Diese Lokalisierung ist nach der Heisenbergschen Unschéirferelation mit Impulsfluktuatio-
nen verkniipft, die kinetische Energien enthalt.

Schliisselgrofie zur Bestimmung der Energiekorrektur in Gl. (8.21) ist die triige Masse
des Solitons M. Die Bestimmung dieser Gréfe und anschlieBende Berechnung der korri-
gierten Meanfield-Energien ist im folgenden Abschnitt gegeben.

8.1.1 Trigheitsparameter fiir Translation ~ trige Masse des Solitons

Bevor wir zur Ermittlung der trégen Masse als den Proportionalitatsfaktor zwischen Im-
puls und Geschwindigkeit des Solitons bei einer langsamen Bewegung im umgebenden
Medium kommen, besprechen wir den Fall der Bewegung des Solitons im Vakuum. Es
geht dabei um ein Verstindnis der Begriffe Feldmasse und triage Masse. Dabei wird klar
werden, daf die Gleichheit von Feldmasse und triger Masse (“masseneinheitliche” Theo-
rie) bei einem ausgedehnten Teilchen nicht selbstverstindlich in jedem Modell realisiert
sein muf — fiir eine konsistente Theorie aber realisiert sein sollte. Fiir eine ausfiihrliche
Diskussion siehe auch [85,86].

Fiir ein Punktteilchen bilden Energie und (Dreier-) Impuls einen Vierervektor P* =
(E, P), und die Lorentz-Invarianz liefert fiir die freie Bewegung des Teilchens mit der

(Dreier-) Geschwindigkeit v im Vakuum den Zusammenhang P = Ev mit E=1/P? + M2.
Die Rolle der Trigheit iibernimmt in der speziellen Relativititstheorie die Energie. Fiir
kleine Geschwindigkeiten gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit, bei denen man den Impuls
nur bis zur ersten Ordnung in v beriicksichtigt, ergibt sich das nichtrelativistische Resultat
P = Mv. M ist dabei die Ruheenergie (Masse) des Teilchens. Ruheenergie und trige Masse
sind in dieser Niherung folgerichtig identisch (M hat bei diesen Uberlegungen nichts mit
der Konstituenten-Quarkmasse zu tun).

Will man den Viererimpuls P* = (FE, P) eines ausgedehnten Teilchens mit Hilfe einer
klassischen Feldtheorie aus der Energie und dem Impuls des Feldes berechnen, so ergibt
sich der Viererimpuls des Teilchens aus dem Energie-Impuls-Tensorfeld T%#

pr= / &P T | (8.24)

Bezieht man sich auf das Ruhesystem des Teilchens (P* = (34,0)), so ergibt sich die
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Feldmasse M aus der Berechnung der Feldenergie
M= / &Pr T . (8.25)

Fiihrt man eine Lorentz-Transformation von Gl. (8.24) in z-Richtung durch, so erhélt man
bei Beriicksichtigung der Zeitunabhéngigkeit des Energie-Impuls-Tensors im Ruhesystem
des Teilchens fiir den Impuls P'' bis zur ersten Ordnung in der Geschwindigkeit v [86]

Pl = (M + [ T”) v. (8.26)

Die trige Masse M, als der Proportionalitétsfaktor zwischen Impuls und Geschwindigkeit,
enthilt in dieser Niherung neben der Feldmasse M noch den Zusatzterm [ d3r T, Fiir
das elektromagnetische Feld entspricht beispielsweise %! dem Druck des elektromagne-
tischen Feldes. Erst wenn das Integral [ d3r T*! verschwindet, ergibt sich die Aquivalenz
von Feldmasse und triger Masse. Man kann zeigen, dafl in einer konsistenten Theorie,
in der der lokale Energie-Impuls-Erhaltungssatz T#” , =0 gilt, der Energie-Impuls-Tensor
im Ruhesystem zeitunabhéngig ist und die Komponenten 77 geniigend rasch fiir grofie
riumliche Abstinde verschwinden, die Relation

/ dr T = j=1,23 (8.27)

gilt, wobei iiber j hier nicht zu summieren ist. Dies folgt aus [ d®r 2 (riT%) = [ d*r T+
J d¥r 7 & T (keine Summation iiber j!). Die linke Seite verschwindet nach Umwand-
Iung in ein Oberflichenintegral und der lokale Energie-Impuls-Erhaltungssatz liefert fiir
einen zeitunabhéingigen Energie-Impuls-Tensor 577 = 0. Daraus ergibt sich dann die
Behauptung in Gl. (8.27). Dazu noch einige Bemerkungen.

Es ist klar, daB allein aus einem elektromagnetischen Feld kein stabiles Teilchen be-
stehen kann, da der Strahlungsdruck zur Explosion fithrt. Man braucht zus#tzliche Kohi-
sionskrifte, so dafi der gesamte Tensor, als Summe von Energie-Impuls-Tensor des elek-
tromagnetischen Feldes und des Kohisionstensors, dem Energie-Impuls-Erhaltungssatz
geniigt. In Bag-Modellen des Nukleons erzeugen die Quarks im Inneren einen Druck, der
ebenfalls zur Explosion fijhren wiirde. Das Gleichgewicht wird hier durch Einfiihrung
einer Bag-Konstanten aufrechterhalten, die von aufien einen Gegendruck erzeugt. Die
Einfithrung der Bag-Konstante sichert letztlich den Energie-Impuls-Erhaltungssatz, der
sonst an der Bag-Oberflache nicht erfiillt wire [87).

Der zuvor diskutierte Fall eines durch einen Energie-Impuls-Tensor charakterisierten
Feldes weist gewisse Analogien zu dem hier verwendeten Modell anf. Die Feldmasse des
Solitons wird aus der Feldenergie der Quarkfelder bestimmt und durch die Niherung des
mittleren Feldes kann man das Modell als quasi-klassische Feldtheorie beziiglich der Felder
¢, ansehen. Der wesentliche Unterschied besteht nun darin, daf die nichtlokale Quark-
Determinante eine explizite Konstruktion des lokalen Energie-Impuls-Tensors, als Funk-
tion der mesonischen Felder ¢, und deren Ableitungen, nicht zulifit. Unter Ausnutzung
algebraischer Operatorrelationen, die spiter eingefithrt werden, und der Feldgleichungen
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fiir die mittleren Felder konnte jedoch in [20] die Aquivalenz von Feldmasse und triiger
Masse, einschliefflich des Problems der Regularisierung der Quark-Determinante, gezeigt
werden. Die Verwendung der Feldgleichungen (62=0) ist im gewissen Sinne analog der
oben verwendeten Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors in einer lokalen Theorie.
Beide Beziehungen scheinen dafiir zu sorgen, dafl Terme, die die Aquivalenz von Feld-
masse und triger Masse zerstoren konnten (wie der Term [ d3rT™! in Gl. (8.26)), nicht
auftreten. In diesem Sinne ist die Theorie “masseneinheitlich”.

Kommen wir nun zum Verhalten eines Solitons in einem Medium. Die Anwesenheit ei-
nes Mediums zerstort die Lorentz-Invarianz, da das Medium ein bevorzugtes Bezugssytem
darstellt. Man kann sich nun bei der langsamen Bewegung des Solitons im umgebenden
Medium von vornherein nicht auf die obigen Aussagen beziehen. Die triige Masse soll-
te man aber weiterhin als den Proportionalitéitsfaktor zwischen mittleren Impuls und
Geschwindigkeit des Solitons ansehen. Welche Grofle sollte man bei Anwesenheit eines
Mediums als Feldmasse des Solitons betrachten?

Wir betrachten ein geniigend grofles Volumen homogener Quarkmaterie bei der Tem-
peratur T und dem chemischen Potential y. Dessen extensive Gréfien der mittleren inneren
Energie, Entropie und mittleren Teilchenzahl seien (Ey, Sp, Np). Durch das Hinzufiigen von
3 Valenzquarks entsteht in diesem Volumen eine inhomogene (solitiire) Feldkonfiguration,
die durch die Gré8en (Fy, S1, N;) charakterisiert wird und die sich in der Umgebung der
3 Valenzquarks von der homogenen Konfiguration unterscheidet. Damit sich dabei die
Eigenschaften des Mediums in geniigend grofler Entfernung vom Soliton nicht &ndern,
miissen Temperatur und chemisches Potential die gleichen sein wie im Falle des homoge-
nen Mediums. Neben der (8ufleren) Arbeit, die man fiir die Verschiebung der Einteilchen-
Energieniveaus der Quarks gegeniiber dem homogenen Fall aufbringen muf, wird von
dem umgebenden Wirme- und Teilchenbad eine bestimmte Wéarmemenge (proportional
der Entropieinderung) geliefert und chemische Arbeit (proportional zur Teilchenzahlinde-
rung) geleistet. Die gesamte am System geleistete Arbeit ist die Summe dieser drei Anteile
gegeben durch die Differenz der inneren Energien E;— Ey. Aufgrund der Energie-Masse
Relation sollte jede Form von Energie (also auch die durchs Wirme- und Teilchenbad ge-
lieferte Warmemenge und die chemische Arbeit, die dann im System enthalten sind) einer
bestimmten Masse entsprechen. In diesem Sinne sollte man als Feldmasse des Solitons
die Differenz der inneren Energien bezeichnen. Durch eine Erweiterung der Ideen aus der
Referenz [20] kann man nun auch fiir die Bewegung im Medium analytisch die Aquivalenz
von Feldmasse und tréger Masse zeigen, was im folgenden ausgefiihrt wird [88, 22].

Zur Berechnung der trigen Masse des Solitons betrachten wir dessen adiabatische
Bewegung mit der Geschwindigkeit v in dem umgebenden Medium von Konstituenten-
quarks. Diese Bewegung soll so langsam sein, dafl zu jeder Zeit thermodynamisches Gleich-
gewicht herrscht. In der Ndherung des mittleren Feldes wird auch keine Streuung an den
Konstituentenquarks betrachtet. Das groBkanonische Potential Q(v) des sich bewegen-
den Solitons ist dann fiir kleine Geschwindigkeiten durch die selben Ausdriicke wie in
Gl (4.32) und GL (4.34) mit den Anteilen (Gl (4.22)), (GL (4.29)) und (GL (4.33)) fiir
das Soliton bei v =0, gegeben, wobei der Einteilchen-Hamilton-Operator in den Opera-
toren (Gl. (4.11)), (GL (4.12)) nun durch den Operator in Gl. (8.15) zu ersetzen ist. Die
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euklidische Geschwmdlgl\erc v kann man hier als Lagrange-Parameter zur Fixierung des
mittleren Impulses des Solitons (P)(v) betrachten. Der Term —v-p wirkt fiir die Quarks
in dem mitbewegten System wie ein zusétzliches Feld. Da das Soliton mit der Umge-
bung verbunden (eingebettet) ist, mufl man erst einen Teil des Mediums, der das Soliton
enthilt, bewegen und anschlieflend dasselbe mit dem homogenen Medium tun. Die trige
Masse des Solitons ist dann die Differenz der zwei dabei auftretenden trigen Massen, so
wie das bei der Rechnung im Anhang F deutlich wird. Da wir im Euklidischen Raum ar-
beiten, ist v hier als euklidische Geschwindigkeit antihermitesch vt = —v anzusetzen. Man
kann sich das durch v= dR —i“—R— ~ivpnys klarmachen, wobei Uphyb die physikalische

Geschwindigkeit im Mmkowskl—Raum sein soll. Damit gilt auch 57 c)v‘v =57 5;11 . Fiir

hys hys
den Trigheitsparameter ergibt sich (Gl. (8.17)) T

. 62QA(T1 [ ‘U)
Oviduk

, (8.28)

v=0

2 i
M= 5(P) (o)

v=0

wobei (P*)(v) hier der mittlere euklidische Impuls ist.

Bei der Entwicklung des grofikanonischen Potentials nach der Geschwindigkeit des
Solitons ist der erste nichtverschwindende Term von der Ordnung v?, der gerade die
zusitzliche kinetische Energie durch die Translationsbewegung des Solitons wiederspiegelt

OO (T, u;v) ;1 0%Qu (T, u; v) -
. =W, mv=0 —a L M S LA A .yt
QA (T7 Hs U) A( mv ) + avz 0 9 8’028’01‘: vt vt +
A 1 .
= Qu(T,p) — (P) - v — EMik’Uz'Uk oo, (8.29)

wobei der Term proportional zur Geschwindigkeit des Solitons keinen Beitrag liefert, da
fiir zeitunabhéngige mittlere Felder der Mittelwert des Impulses bei v =0 verschwindet,
was im vorhergehenden Abschnitt erldutert wurde.

Aufgrund des Theorems der kleinen Zusitze [61] ist eine kleine Anderung des grofikano-
nischen Potentials (durch den Zusatzterm —v-p im Einteilchen-Hamiltonian der Quarks)
" bei festgehaltener Temperatur und chemischen Potential dquivalent zu einer kleinen Ande-
rung der freien Energie bei festgehaltener Temperatur und Teilchenzahl und der Anderung
der inneren Energie bei festgehaltener Entropie und Teilchenzahl. Es gilt somit auch

0*F (T, N; v) Q*E(S, N;v) o
Mgo=— 20 o Zow B 8.30
¢ dodt | _, ik |, (8.50)

Fiir rotationssymmetrische Feldkonfigurationen ist keine Richtung bevorzugt, so daf gilt
1 o7
M= My mit M =23 My =M+ Momedpr )y {8.31)
2

Die zweiten Ableitungen des grofikanonischen Potentials sind im Anhang F gegeben. Die
Gleichungen (F.19) und (F.33) fithren auf

1823 ('u) "
qsee . {8.32)
My = T3 fv-ow (8:32)

2=0
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= — /ds lim TSp[ —s4(0) (3 + 0% + 67-V(a+'17r-7"y5)> - e“"‘A"(O)Oﬂ
1/A2

und

laEQq,med(T, W ,v)

q,med _
M (7> 1) 3 ov - Ov

v=0

= -T Sp[A(,u)_1 (Zi + 02 + i'}'-'V(a + i7r-1")/5)> - Ao(u)_laz]
+ Lim T'Sp[A(0) ( +52 6», V(o +in- ) ) — Ag(0) 7162

~nTSp[AG) ™ (b~ 1) + 571, B]) — Ao(l) ™ (ko — )] .~ (8.39)

Die Summe der Terme, die p® und die Ableitungen der mittleren Felder enthalten, werden
im folgenden, durch Ausnutzung der Feldgleichungen, durch den rein mesonischen Anteil
am grofikanonischen Potential (™) ersetzt.

Wir nutzen aus, dafi sich das grofikanonische Potential am stationiren Punkt bei einer
beliebigen kleinen Variation der mesonischen Felder, entsprechend den Feldgleichungen
(Gl. (4.35)), nicht dndern darf. Eine Variation des groflkanonischen Potentials, die die
sphérische Hedgehog-Symmetrie, den chiralen Zirkel und die Randbedingungen do =0,
07 =0 im Ursprung und fiir groﬁe rdumliche Entfernungen vom Ursprung respektiert, ist
gegeben durch

So=er*oc und  Sw=ertoum (8.34)
mit einem infinitesimalen Variationsparameter e. Diese Variation fiihrt zu folgenden Va-
riationen von See-, Medium- und mesonischen Beitrigen am groflkanonischen Potential

o m [ 50(”')__@ 3 kgy % [ 3k
— = G/dr = G/drr@m-«—é/drrak(a—ao)
m m
= 8% / &r (0 — op) = —307 (8.35)
Sea 1 T . : —sA(0) £1.2
g = -3 / ds Jim T'Sp [e=*4® 512] (8.36)
1/A2
1 ~ 1. _
st = —-T'Sp [Aw) ™ 8(h — p)?] +5 im T'Sp [A(0)on?] (8.37)

mit

%@ = B (ég— -l—i(%r'v"ys) = pr-V(o +im-7vs)
= —ir-[h,p| = a-p-ifh,rp], (8.38)

—_— {h 5'5_}:‘1} =2p® +iv-V(o +im-1vs) ~ i [h r p] (8.39)

S(h—p)* = 6K® —2ush. (8.40)
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Setzt man nun 8, 6A% und 6(h— p)? und dann Q3 (GL. (8.36)) und Q™ (Gl. (8.37))
in die Summe der Gleichungen (8.32) und (8.33) ein, nutzt die Beziehung Sp [4 [B, Cl]=
0 falls [A, B] = 0 oder [A4,C] = 0, so ergibt sich unter Ausnutzung der Invarianz des
groBkanonischen Potentials Q™ + §Q3** + §Qamed =0

M = Q- 70d8 %1_%T8p[(e_“(0) _ e—sAo(O))aﬂ

1/A2 .
—TSp[A(w)™" (82 + (b ~ ) — Ao ()™ (82 + a(ho — 1)) |
+ %i_%:rsp[(A(o)—l — Ay(0)7) ] . (8.41)

Diesen Ausdruck vergleichen wir mit der inneren Energie (GIl. (4.51)) des Solitons bei
v = 0. Der erste Term auf der rechten Seite in Gl. (8.41) ist die mesonische Ener-
gie (Gl. (4.53)). Um die Identitdt des zweiten Terms mit der regularisierten Seenergie
(GL. (4.22)), (Gl. (4.54)) zu zeigen, driicken wir die Spur mit Hilfe der Gleichungen (4.15),
(4.16) durch die Eigenwerte w und &, (¢2) der Einteilchen-Operatoren i8, und A (k)
aus und benutzen die Relation [F3dww?exp(—sw?) = & [*%dw exp(—sw?). Die Sum-
me aus dritten und vierten Term ist identisch mit dem Mediumanteil in Gl. (4.56), da
Llimg_,o T Sp[lnA(0)—1nAg(0)] und limg_, T Sp[(A(0)~*—Ag(0)*)82] identisch sind, was

mit Hilfe der Relation 1 [*¥dwln (:—’—f,—j?f) = — [T®dww? [(w? + £2) "1 — (w? + £2)71] ge-
zeigt werden kann. Zusammenfassend ergibt sich
' M = E™ + EP® 4 F9% = B(p=0), (8.42)

d. h. wir erhalten das nichttriviale Ergebnis, daf} die triige Masse identisch mit der inneren
Energie der solitonischen Feldkonfiguration ist.

8.1.2 Schwerpunktskorrigierte Energien des Solitons

Die mittlere innere Energie des Solitons haben wir bereits im Kapitel 7.4, in Abhingig-
keit von Temperatur und Teilchendichte der Umgebung, berechnet. Mit dem Resultat
des vorherigen Abschnittes sind wir nun in der Lage die kinetische Energie Eemm der
Schwerpunktsbewegung (Gl. (8.21)) zu berechnen. Die numerischen Ergebnisse sind in
der Abbildung 8-1 gegeben.

Die Energiekorrekturen liegen in der GréBenordnung vons:(10-30}% der inneren Ener-
gie E, gegeben in Abbildung 7-9. Charakteristisch ist das starke Abfallen der Energickor-
rektur mit zunehmender Temperatur oberhalb T'a2125 MeV. Hier ist das zur Berechnung
der Energiekorrektur benutzte stérungstheoretische Verfahren am chesten gerechtfertigt.

Den qualitativen Verlauf der Energiekorrekturen kann man in Zusammenhang mit
der Zunahme der mittleren quadratischen Radien in Abbildung 7-7 und der Heisen-
bergschen Unschirferelation bringen. Ein Anstieg des mittleren quadeatischen Radius,
und damit verkniipft die Abnahme der Lokalisierung der solitenischen Feldikonfigura-
tion, zieht eine Abnahme der Energiekorrekturen nach sich, was bei hohen Tempera-
turen deutlich zum Ausdruck kommt. Man findet ein Maximum der Energiekorrektu-
ren bei endlichen Teilchendichten der Umgebung bei etwa T = 125 MeV, bei der der
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r. m. s. Radius (Abbildung 7-7) ein Minimum aufweift. Schwerpunktskorrekturen (in
relativistischer Form) werden auch in Bag-Modellen von Baryonen [5, 89, 90] beriick-

~ 2 . . -
sichtigt: B¢, = \/E]%ag—([P lgy) mit ([P2](1)) ~ R72, wobei R der Bag-Radius ist.
Ausdehnung der Feldkonfiguration und kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung

Eernm=Fpag— By = EBag ( 1- \/ 1- ([132] an/ E%ag) sind hier &hnlich korrelliert.

Die Abbildung 8-2, die man direkt mit der Abbildung 7-9 vergleichen kann, zeigt
die um die Schwerpunktsbewegung korrigierten Meanfield-Energien aus Gleichung (8.22).
Zuséatzlich ist wieder die Baryonenzahl des Solitons (B) in Abhingigkeit von Temperatur
und Baryonendichte der Umgebung (py) angegeben.

Nach Beriicksichtigung der Schwerpunktskorrekturen ist das groSkanonische Poten-
tial nahezu unabhingig von der Temperatur und der Teilchendichte der Umgebung und
liegt in dem Bereich 800-900 MeV. Ein leichter Abfall der Energien mit der Temperatur
in Abbildung 7-9, kann durch die Temperaturabhingigkeit der Schwerpunktskorrektur
in Abbildung 8-1 in einen Anstieg iibergehen. Dies hat man zu beriicksichtigen, wenn
man mit anderen Arbeiten vergleicht. In [91] wurden solitonische Lésungen im Gell-Mann
Levy-Modell [51] betrachtet. Dieses kann man aus dem hier verwendeten NJL-Modell
durch die Gradientenentwicklung der Quark-Determinante (Entwicklung nach Ableitun-
gen der mesonischen Felder) erhalten, was unter anderem zu kinetischen Termen fiir die
Mesonenfelder fithrt. Der Einfluff des Mediums wurde dabei nur durch Umskalierung der
Parameter (wie Pion-Masse), die aus dem NJL-Modell berechnet wurden, beriicksichtigt.
Man erhielt dort z. B. fiir eine verschwindende Umgebungsdichte einen leichten Abfall der
Nukleonen-Masse mit Erhdhung der Temperatur. Nimmt man fiir die Schwerpunktskor-
rektur, die in [91] nicht beriicksichtigt wurde, einen &hnlichen Verlauf wie in Abbildung 8-1
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an, dann erhilt man auch in diesem Modell einen Anstieg der Masse mit der Temperatur.

Fiir kleine Teilchendichten der Umgebung gibt es die Moglichkeit, dafi die korrigierten
inneren und freien Energien des Solitons kleiner sind als das Dreifache der temperatur-
und dichteabhingigen Konstituenten-Quarkmasse (M) - siehe auch Abbildung 6-2, was
die solitonische Feldkonfiguration gegeniiber freien Konstituentenguarks energetisch be-
vorteilt. Ohne die Schwerpunkiskorrekturen liegen die Energien des Solitons erheblich
iiber dem Dreifachen der Konstituenten-Quarkmasse (Abbildung 7-9).

8.2 Isospinfluktuationen und Rotationskorrekturen

So wie die ortsabhiingige Meanficld-Niherung die Translationsinvarianz bricht, so zeichnet
der Hedgehog-Ansatz an jedem Ort eine Richtung im Isospin-Raum aus, nimlich die
Richtung parallel zum Ortsvektor. Dadurch treten Fluktuationen des Isospins aunf, deren
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Energie in analoger Weise zu den Impulsfluktuationen berechnet werden, indem man ein
mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierendes Soliton betrachtet.

Die sphérische Hedgehog-Symmetrie der mittleren Felder hat zur Folge, da der Ein-
teilchen-Hamilton-Operator A (Gl. (3.11)) nicht mit dem Drehimpuls j, der die Summe
aus Bahndrehimpuls und Spin der Quarks ist, und nicht mit dem Isospin ¢ vertauscht. Der
Gesamt-Isospin T des Solitons ist keine Erhaltungsgréfic, da analog zu den Uberlegungen
im Abschnitt 8.1, gilt

[A,1] = / @ i(r,m) (B d(r,7) (8.43)

was auf 8T (r)/0r # 0 fiihrt. Der Einteilchen-Hamilton-Operator vertauscht aber mit
dem Superspin g = 7 + t (Gl. (4.3)), und die erhaltene Grofe, bei der Bewegung der
Quarks in sphirischen Hedgehog-Feldern, ist der Superspin G' des Solitons 8@(7’) /OT =
d(T(r) + J(7))/8r = 0. Die Rotationen im Spin- und Ortsraum sind somit nicht un-
abhiingig voneinander, und es geniigt die Betrachtung nur einer dieser Fluktuationen.
Der Einfachheit wegen betrachten wir im folgenden die Fluktuationen des Isospins.

Um die Isospinfluktuationen zu berechnen, gehen wir analog zu Kapitel 8.1 vor und
benutzen die Gleichungen (8.13) und (8.14) mit k =w und o=t. Dazu ersetzen wir den
Einteilchen-Hamilton-Operator in Analogie zu Gl. (8.15) durch den Operator

hw)=h—-w-t, (8.44)

wobei man die Rotationsgeschwindigkeit w als Lagrange-Parameter zur Fixierung des
mittleren Isospins des Solitons (T') (w) betrachten kann. Die Gleichungen (8.13) und (8.14)
ergeben dann

- <2 - d -
(1) = (@) + @ +T =D @) (8.45)
w=0
und fiir die Isospinfluktuationen erhélt man
SN\ 2 J /-
(ATP) = ([F)) + T 5 (T) )] (8.46)

Der erste Term auf der rechten Seite der obigen Gleichung gibt die unphysikalischen Iso-
spinfluktuationen des Solitons aufgrund der Hedgehog-Symmetrie der mittleren Felder, in
denen sich die Quarks bewegen, an. Der zweite Term (der im Falle 7'=0 verschwindet)
fithrt zu den thermischen Fluktuationen im Medium. Der Proportionalitdtsfaktor zwi-
schen dem mittleren Isospin (T) (w) und der Rotationsgeschwindigkeit des Solitons ist
der Tragheitsparameter fiir die Rotation im Isospin-Raum

T =

AT =T, (8.47)

w=0

der diagonal ist, da im Isospin-Raum im Ortsmittel keine Richtung bevorzugt ist. Deswei-
teren verschwindet fiir die solitonische Losung der Erwartungswert des Isospins bei w=0,
d. h. (’f) ={T")(w=0)=0—im Isospin-Raum ist keine Richtung bevorzugt. Explizit erhlt
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man dies, wenn man z. B. (T3) mit Hilfe der Einteilchenbasis (Anhang D) berechnet. Der
Anteil eines Einteilchenzustandes mit der Einteilchenenergie €,, Paritat I, Superspin g
und Projektion m ist gegeben durch (siehe z. B. [92])

-m 0 m

<Agmn|t3|/\gmn>=<—1)-""”( 9 1 g)ugmlﬂlAQm. (8.48)

Der Ausdruck in den grofien runden Klammern ist das 3j-Symbol, und { AgII||¢]| AgII) ist
das reduzierte Matrixelement, das unabhiingig von der Projektion m ist. Das 3j-Symbol
hat den Wert 2m/ [2¢(2g + 1)(29 + 2)]1/ ? [92] und ist proportional zur Projektion m des
Superspins, so da8 der Erwartungswert in Gl. (8.48) nach der Summation iiber die Pro-

jektionsqu_gmtenzahlen verschwindet.
Diese Uberlegungen ergeben mit Gl. (8.45) und Gl. (8.46)

() = (AT = ([T"]) + 37T . (8.49)

Die mit diesen Isospinfluktuationen verbundenen kinetischen Energien erhélt man bei Di-
vision der obigen Gleichung durch das Zweifache des Trigheitsparameters fiir die Rotation

)
iy
By = e 2}751’) + gT . (8.50)

Der 2. Term beschreibt wieder die thermischen Fluktuationen des Solitons bei Anwesen-
heit eines Mediums (auf jeden Rotations-Freiheitsgrad entfallen 7°/2), und der 1. Term
liefert die unphysikalische Rotationsenergie
~2
(T ]

Erot = 2‘7(1) ’ (851)
die von der Meg,nﬁeld-Energie zu subtrahieren ist. Der Erwartungswert des Einteilchen-
beitrages von 1" ist endlich und wird nicht regularisiert. Aus den Vertauschungsrelationen
der Isospin-Matrizen folgt t2=3/4 I. Setzt man dies fiir 0 in den Formeln (4.68) und (4.74)
ein, so ist der Ausdruck proportional zur Baryonenzahl. Man erhilt fiir GL (8.51)

9B
8T

Um das Nukleon mit Isospin 7 = 1/2 oder die A-Isobaren (7 = 3/2) zu erhalten,
betrachten wir ein im Isospin-Raum als Ganzes rotierendes Soliton dessen semiklassisch
quantisierter Isospin den Wert 7" haben soll. Die Energie dieser kollektiven Rotation ist
nidherungsweise durch den Cranking Term

Erot = (852}

T T (T + 1)
Ecmnk =S _—:27- s (8-53}

gegeben, den wir zur Gesamtenergie addieren.
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Nach den Schwerpunkts- und Rotationskorrekturen sind die korrigierten, vom Isospin
der Feldkonfiguration abhingigen, inneren und freien Energien sowie das groBkanonische
Potential gegeben durch

ElZc—)rr E— Ecmm - Erot + E(?r_a,nk )
Flgrr = F- Ecmm - Erot + Echnk 3
Qlfcrom- Q= Eemm — Erot + EZ;aﬂk (8'54)

mit den Korrekturen aus den Gln. (8.21), (8.52) und (8.53).

Der Energieunterschied zwischen der solitonischen Feldkonfiguration mit dem Isospin
7 = 3/2 und solchen mit dem Isospin 7 = 1/2, der die Massenaufspaltung zwischen
Nukleon und A-Isobaren beschreibt, ist gegeben durch

ABay = Eprl® = Bl = BLZ — BLOL = = (.55
und proportional zum Inversen des regularisierten und temperatur- und dichteabhéingigen
Tragheitsmomentes. Die Kenntnis des Trigheitsmomentes im Medium erlaubt auch die
Bestimmung der A-Nukleon-Massenaufspaltung in Abhéngigkeit von Temperatur und
Teilchendichte der Umgebung. -

Die Bestimmung des Trégheitsmomentes und die anschlieende Berechnung der kor-
rigierten Meanfield-Energien ist im folgenden Abschnitt gegeben.

8.2.1 Trigheitsparameter fiir Rotation im Isospin-Raum — Trigheitsmoment

Die Berechnung des Trégheitsparameters fiir die Rotation im Isospin-Raum erfolgt in
Analogie zum vorigen Kapitel.

Wir nehmen wieder eine adiabatische Bewegung des Solitons an und betreiben Sté-
rungstheorie in w beziiglich der Meanfield-Losung bei w =0. Das gro8kanonische Potential
fiir ein rotierendes Soliton ist durch den Ausdruck (4.34) gegeben, bei dem der Einteilchen-
Quark-Hamilton-Operator h ersetzt wurde durch den Ausdruck in Gl. (8.44) mit dem
Einteilchen-Isospin-Operator ¢ =7/2. Die Rotationsgeschwindigkeit «w kann man hier als
Lagrange-Parameter zur Fixierung des mittleren Isospins (T)(w) des Solitons betrachten.
Der Term —w -t wirkt fiir die Quarks in dem mitbewegten System wie ein zus#tzliches
Feld. Die Rotationsgeschwindigkeit ist wieder antihermitesch wf=—w anzusetzen. Die zu
Gl. (8.28) analoge Bezichung zur Bestimmung des Trigheitsmomentes fiir die Rotation

im Isospin-Raum ergibt (Gl. (8.47))

_ P (T w)

Jwidwk (8.56)

-
= 5eTH)()

Lw:O w=0

Die éerechnung der Beitriige von See- und Mediumgquarks zum Tragheitsmoment ist im
Anhang G ausgefiihr.

Mﬁ
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Fiir den regularisierten Seeanteil erhilt man nach Abzug des Anteils vom homogenen
Medium (Gl (G.17))

52
q.see . 7 (O9sea
‘I’\ - &wgaws QA (QJ) -
N 3 3
= 25 [ ey L2 LBIE
afj € —Ean
0143 1430Y (3043 [0
o 0. 4) L2’ [8°) (B°]#*]a®)
| -Ry (ea,aﬁ, A) P (8.57)
mit der Regularisierungsfunktion (GL (G.18))
/ — 1 T 2 1 —sg2 T —sEd
Ry (carepA) = NG / dss . [e. ~'e7%% — 5(eg — €4)-

1/A2
. (Eﬂ e %% + eae'”?’)]

1
= o ealReless ) — 2leal Bleas )

—(ep — €a) (Ry(ep; ) sign(ep) + Ry(ea; A) sign(ea)) |

2 A 2
- = —(ea/A)? _ —(Eﬁ/l\) ]
\/7_T€a -+ &g [e ¢

FRyen ) sign(es) — Roleas A sign(ea),  (559)

die man auf die beiden Regularisierungsfunktionen (Gl. (4.23)) und (Gl. (4.41)) zuriick-
fithren kann. Mit Hilfe der Drehimpuls-Algebra kann man zeigen, daf die Matrixelemente
(a|t?|B) nur von Null verschieden sind, wenn der Superspin und die Paritit der beiden
Zustiénde gleich sind (Ausnahme g=yg'=0) oder die Zusténde sich im Superspin um Eins
unterscheiden und entgegengesetzte Paritit aufweisen.

Da, wir nur den nicht explizit vom chemischen Potential und der Temperatur abhingi-
gen Seeanteil regularisieren, stimmt unser Ergebnis mit [93] iiberein, bei der diese Cran-
king Prozedur fiir das Soliton im nicht-stérungstheoretischem QCD-Vakuum durchgefiihrt
wurde. Der EinfluB des Mediums ist hier implizit gegeben durch die Verschiebung der
Einteilchen-Energieniveaus und Verdnderung der Energieeigenfunktionen der Quarks ge-
geniiber dem Vakuum aufgrund der temperaturabhiingigen mittleren Felder.

Aus der letzten Beziehung in Gl. (8.58) kann man leicht den Limes A —oc erhalten. Der
Term mit den Exponentialfunktionen geht gegen Null und Ry geht gegen Eins, so dafl sich
R 2Fsign(e 5)-sign(es) =2 [0(ep) —O(e,)] ergibt, was auf die in der Kernphysik bekann-
te Inglis-Formel [94,95] fiir das Trigheitsmoment fithrt. Die Differenz der Thetafunktionen
ist nur von Null verschieden, wenn die Energieniveaus unterschiedliches Vorzeichen ha-
ben. In dem vereinfachten Bild des vollbesetzten Dirac-Sees heifit dies, daf mur Ubergiinge
zwischen besetzten (negativen) Energieniveaus und unbesetzten {positiven) Niveaus bei-
tragen. Fiir £5— ¢, ergibt sich im unregularisierten Fall ©{g5)-0{ca)/{z5-a) R S5,
was aufgrund der Energieliicke im Einteilchenspektrum keinen Beitrag liefert.
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Fir den regularisierten Ausdruck (Gl. (8.57)) kann man zeigen, daf die I:;Tbergélnge
zwischen dicht benachbarten Energieniveaus €3 — €4, und damit speziell Uberginge
zwischen denselben Einteilchen-Energieniveaus g3 = g4, keinen Beitrag zum regulari-

sierten Trigheitsmoment des Dirac-Sees in Gl (8.57) liefern (Ry/(c5 —£4) “m5'= 0).

Ebenso kann man zeigen, da auch der Limes ¢5 — —&, wohldefiniert ist (Ry "— =

—\%%‘e‘(su/ A _ 2R4(gq; A) sign(eq)).
Der bei endlicher Temperatur und/oder Teilchendichte hinzukommende Mediuman-
teil ist, nach Abzug des Anteils vom homogenen Medium, gegeben durch den Ausdruck

(GL. (G.30))
32

- Ow30w3 Qq,mEd(T: s (.d)

jq,med (T, ‘u)

w=0
= N, Z{ i(ea; T, ) sign(eq) — fi(eg; T, 1) sign(eg)

(a°|t3lﬂ°)</3°|t3|a>

_ 20
€y — €l

| {a|8°]B) (B8] 2| )

€ — Eq

— [n(sa,T p) sign(el) — 7u(e%; T, ) sign(e )] } , (8.59)

der die mittleren Besetzungszahlen der Einteilchenniveaus, d. h. die thermodynamische
Wahrscheinlichkeit mit der die Einteilchenniveaus der Quarks bevélkert sind, enthilt.
Besitzen die Energieniveaus €, und eg dasselbe Vorzeichen, so ist ihr Beitrag zum Me-
diumanteil (Gl. (8.59)) positiv, besitzen sie verschiedenes Vorzeichen, so ist der Beitrag
negativ.

Im Gegensatz zum regularisierten Seeanteil des Trigheitsmomentes liefern die Uber-
ginge zwischen dicht benachbarten Energieniveaus £5— £,, und damit speziell Ubergiinge
zwischen denselben Energieniveaus, einen endlichen Beitrag zum Trigheitsmoment des
Mediums. Es gilt [fi(eq; T, 1) sign(ea)—7i(eg; T, 1) sign(eg)]/ (€g—€a) = — a—[fi(ea; T, 12)
sign(eq)] = fi(ee; T, p)[1 — 7i(€a; T> 1)}/T. Fiir grofe Temperaturen sind diese Ubergiinge
zwischen dicht benachbarten Energieniveaus somit unterdriickt. Diese Terme fiithren al-
lerdings zu Schwierigkeiten bei kleinen Temperaturen und endlichen Dichten. Bildet man
niémlich den Limes fiir kleine Temperaturen, so erhdlt man §-Funktionen —-5’2—[ (€a; T, 11)

sxgn(sa)]T—mé (usign(eq)—leq|). Unsere numerischen Untersuchungen zeigen, daf erst ab

T =~ 50 MeV fiir nichtverschwindende Teilchendichten stabile mittlere Felder berechnet
werden konnen. Fiir kleine von Null verschiedene Temperaturen wird aus der -Funktion
eine Glockenkurve die bei Energieeigenwerten um das chemische Potential herum konzen-
triert ist. Die positiven Energieeigenzustinde um p herum liefern dann die wesentlichen
Beitrige zum Trigheitsmoment des Mediumanteils. Bei verschwindender Mediumdichte,
also p=0, verschwinden diese Beitriige. Dies liegt an der Liicke im Energiespektrum der
Quarks in der Nihe verschwindender Energie.

Der Beitrag des Valenzniveaus zu dem Mediumanteil in Gl. (8.59) ergibt sich, mit der
auf Eins fixierten Besetzungszahl des Valenzniveaus, zu

TVRT, ) = 2N, 37 (1 — ilens T, ) sgn(en)]) Sl 1) (@l E lval)

(8.60)
Ea — Eval
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der Uberginge zwischen dem Valenzniveau und Niveaus, die mit der thermodynamischen
Wahrscheinlichkeit 7i(e,; T, 1) besetzt sind, beschreibt. Fiir 4=0 und T'=0 und ein voll-
besetztes Valenzniveau erhilt man den bekannten Valenzbeitrag fiir den Fall des Solitons

im Vakuum ,
|a) (a|t®|val)

Eq — Eval

]| 43
JNT =0, =0) = 2N, 5 (val|? (8.61)
Das Valenzniveau, als das niedrigste positive Energieniveau im Einteilchen-Energiespek-
trum der Quarks, die sich in den selbstkonsistenten sphirischen Hedgehog-Feldern bewe-
gen, tragt den Superspin g =0. Da die Matrixelemente zwischen Einteilchenniveaus mit
dem Superspin g =g’ =0 verschwinden, liefert der Term mit a.=val in Gl. (8.60) keinen
Beitrag zur Summe. Da das Valenzniveau von den anderen Niveaus deutlich separiert ist,
ergibt sich keine Schwierigkeit mit kleinen Energiedifferenzen im Nenner.
Das gesamte Trigheitsmoment des Solitons ist die Summe der Beitréige aus Gl. (8.57)
und Gl. (8.59)
INT, 1) = T + Jo(T, ), (8.62)

wobei J%v¥ ein Bestandteil von Jo™ed jgt.

Die Groflenordnung des gesamten Trégheitsmomentes kann abgeschéitzt werden, wenn
man fiir den Fall des Solitons im Vakuum die experimentellen Massen von Nukleon En(T =
0, u=0) =938 MeV und A-Isobaren EA(T =0, p=0)=1232MeV zu grunde legt. Diese
Massenaufspaltung ist proportional zum Inversen des Trigheitsmomentes (Gl. (8.55)) und
liefert fiir den Vakuumfall den experimentellen Wert J3 (T =0, p=0)=1, 01 fm.

Die Abbildung 8-3 zeigt die numerischen Ergebnisse, berechnet mit der selbstkonsi-
stenten Meanfield-Losung, fiir den regularisierten Seeanteil (Gl. (8.57)), den Mediuman-
teil (Gl. (8.59)) und den Valenzanteil (Gl. (8.60)) am Trégheitsmoment. Das gesamte
Tragheitsmoment (Gl. (8.62)), als Summe von Medium- und regularisierten Seeanteil, ist
ebenfalls angegeben.

Der starke Anstieg des Valenzanteils bei hohen Temperaturen, unmittelbar vor dem
Verschwinden der solitonischen Losung, fiihrt dann zu einem starken Anstieg des totalen
Trigheitsmomentes. Da die Energiekorrekturen proportional zum Inversen des Trigheits-
momentes sind, ist das Verfahren am ehesten im Bereich htherer Temperaturen geeignet.

Bei endlichen Baryonendichten der Umgebung, in die das Soliton eingebettet ist, zeigt
sich bei kleinen Temperaturen ein Abnehmen des Valenzanteils am Trigheitsmoment.
Dies kann man qualitativ verstehen, wenn man in Gleichung (8.60) den Grenzfall 7'—0
betrachtet. Wegen

(1 : ca>n
[1 — fiea; T, ) sign(ca)] —> [1— O (usign(ea) — leal) sign(ea)] =§ 0 : 0<eca<p
11 2 g,x0
(8.63)

liefern nur Ubergiinge zwischen dem Valenzniveau und unbesetzten Niveaus einen Bei-
trag zum Trigheitsmoment. Da dann aber die Differenz £, —¢&ya zu unbesetzten Niveaus
vom Betrag her besonders hoch ist, sind das die kleineren Beitrige zum Trigheitsmoment
in Gl. (8.60). Natiirlich spielt hier noch die Grofle der Matrixelemente {val]# {a} eine
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Rolle, so dafl die Diskussion qualitativer Art ist. Uberginge zwischen dem Valenzniveau
und Zusténden unterhalb der Fermi-Kante (1) wiirden, aufgrund des kleineren Niveauab-
standes, einen grofleren Beitrag liefern. Da diese Niveaus fiir kleine Temperaturen besetzt
sind, sind diese Ubergéinge unterdriickt (Pauli-Blockierung). Umgekehrt liefert dies auch
ein qualitatives Versténdnis fiir die Zunahme des Valenzbeitrages bei héheren Temperatu-
ren, da dann genau diese Ubergiinge moglich werden. Fiir py#0 und kleine Temperaturen
wird, durch die ndherungsweise Beschreibung der baryonischen Umgebung als ein Gas
von Konstituentenquarks, der Einflufl des Mediums sicher iiberschitzt.

8.2.2 A-Nukleon-Massenaufspaltung und Energien des Nukleons

Mit der Kenntnis des Trigheitsmomentes sind wir in der Lage, die A-Nukleon-Massenauf-
spaltung (Gl. (8.55)) im Medium zu bestimmen. Im oberen Teilbild der Abbildung 8-4 ist
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noch einmal zusammenfassend das gesamte Tragheitsmoment (Gl. (8.62)) in Abhingigkeit
von Baryonendichte und Temperatur der Umgebung dargestellt. Eine Erh6hung der Tem-

2.0}
: Bild 8-4:
= 1.5 ] Gesamtes Trigheitsmoment J (GL
= : (8.62)) des Solitons fiir die Rota-
™ ) tion im Isospin-Raum und dazuge-
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T tung (Gl (8.55)) in Abhingigkeit
0.0 : von der Temperatur und Baryo-
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= 450 senaufspaltung bei pg = 0.5 pnm,
E 300 i wenn das ungebundene Valenzni-
w ! veau des homogenen Mediums un-
150 | besetzt bleibt.
o
50
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peratur hat bei konstanter Mediumdichte generell ein Erh6hung des Trégheitsmomentes
und damit verbunden eine Abnahme der A-Nukleon-Massenaufspaltung zur Folge.

Bei verschwindender Baryonendichte der Umgebung zeigt sich erst ab T° 2 150 MeV
ein deutlicher Anstieg des Trigheitsmomentes bei Erhohung der Temperatur. Damit ver-
bunden ist dann ein Abfall der A-Nukleon-Massenaufspaltung, was im unteren Teilbild zu
erkennen ist. Bei Temperaturen unterhalb 100 MeV und endlicher Baryonendichte wird
das Trigheitsmoment sehr klein und damit die Massenaufspaltung unsinnig groff. Dies
deutet auf eine Instabilitiit beziiglich der Rotation im Isospin-Raum in diesem Dichte- und
Temperaturbereich hin und die Behandlung der Rotation als kleine St6rung ist hier nicht
mehr gerechtfertigt. Wie bei den Schwerpunktskorrekturen in Abschnitt 8.1.2 sind auch
hier die Korrekturen am ehesten bei groferen Temperaturen gerechtfertigt, bei denen die-
se Korrekturen abnehmen, was auch aus der Abnahme der A-Nukleon-Massenaufspaltung
ersichtlich ist.

Die quasi-klassischen Energiekorrekturen in Gl. (8.54) representieren Terme einer 1/N;
Entwicklung. Die Meanfield-Energien sind proportional zu N, die Quantenfiuktuationen
sind proportional zu (1/N,)° und der Crankingterm ist proportional zu 1/Ne. So ist es nichs
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iiberraschend, daf fiir pg =0 die A-Nukleon-Massenaufspaltung eine #hnliche Abhéngig-
keit von der Temperatur zeigt, wie sie in der chiralen Stérungstheorie fiir schwere Baryonen
bei Benutzung einer 1/N, Entwicklung erhalten wurde [96]. Die Korrektur E7, , — Ero:
in Gl. (8.54) ist negativ fiir Nukleonen und positiv fiir A-Isobaren und ihr Betrag ist,
bis auf einen Anteil der von der Abweichung der Baryonenzahl von Eins herriihrt, fiir
beide Teilchenarten gleich. In [96] sind die Absolutwerte fiir die Massenkorrekturen fiir
Nukleon und A unterschiedlich, dort werden aber auch s-Quarks beriicksichtigt. Wir er-
halten bei T = 130 MeV eine Reduzierung der A-Nukleon-Massenaufspaltung von etwa
5% gegeniiber dem Vakuumwert im Vergleich zu 20 % in [96].

Aufgrund des kleinen Trigheitsmomentes bei py #0 und kleinen Temperaturen, sollte

man hier die Energiewerte fiir die A-Nukleon-Massenaufspaltung erst fiir 7' 2 100 MeV

ernst nehmen. Fiir 7' 2 120 MeV hat eine Erhhung der Baryonendichte der Umgebung

einen stirkeren Riickgang der A-Nukleon-Massenaufspaltung zur Folge. Kurz vor dem
Verschwinden der solitonischen Lsung ist die A-Nukleon-Massenaufspaltung fiir alle Ba-
ryonendichten auf ca. die Hélfte des Vakuumwertes (po=0, T'=0) gefallen.

Die unterste Kurve im unteren Teilbild der Abbildung 8-4 zeigt die Massenaufspal-
tung bei einer Umgebungsdichte von py = 0.5 pym, die man erhdlt, wenn man wie in
Ref. [16] vorgeht und das Valenzniveau im homogenen Medium unbesetzt 148t. In diesem
Fall sind die Uberginge zu diesem unbesetzten Valenzniveau bevorzugt und der Me-
diumanteil am Trigheitsmoment in Gl. (8.59) wird sehr grofi und damit die A-Nukleon-
Massenaufspaltung schon bei geringen Umgebungsdichten sehr klein. Aus diesem Grund
ist dieses Niveau bei uns mit der entsprechenden thermischen Wahrscheinlichkeit besetzt,

im Gegensatz zu [16].

Die Abbildung 8-5 zeigt die nukleonischen Energien, die sowohl die Schwerpunkts- als
auch die Rotationskorrekturen enthalten. Fiir die Nukleonen-Masse im Vakuum (p =0,
T'=0) erhélt man ca. 750 MeV, was um etwa 200 MeV zu niedrig ist. Die Absolutwerte der
Energien mufl man somit im Vergleich zu diesem Wert betrachten. Die Energien nach den
Korrekturen sind relativ stark vom Parameter des Modells, der Vakuum-Konstituenten-
Quarkmasse, abhiingig. Wir haben fiir diesen einzigen freien Parameter einen Wert von
420 MeV benutzt, der die experimentelle A-Nukleon-Massenaufspaltung im Vakuum re-
produziert, da das NJL-Modell bevorzugt zur Berechnung von Massenaufspaltungen zwi-
schen verschiedenen Baryonen benutzt wird.

Bis auf die Region unmittelbar vor dem Verschwinden der solitonischen Losungen
findet man fiir alle Umgebungsdichten eine Zunahme der Energien des Nukleons bei Zu-
nahme der Temperatur. Das ist auch dort der Fall wo die Konstituenten-Quarkmasse ab-
nimmst. Die Konstituenten-Quarkmasse skaliert wegen GL (6.7), und der Annahme einer
temperatur- und dichteunabhéingigen Kopplungskonstante G, mit dem Quarkkondensat.
Das Brown-Rho-Skalenverhalten [2, 83] sagt qualitativ voraus, daf8 eine Abnahme (Zu-
nahme) des Quarkkondensates eine Abnahme (Zunahme) der Masse des Nukleons zur
PFolge hat. Dieser Zusammenhang ist in diesem Soliton-Modell nicht gegeben. Qualitativ
gilt die Brown-Rho-Skalierung in diesern Modell nur auf dem Niveau der Konstituenten-
Quarkmasse. Ursache fiir die starke Abweichung vom Brown-Rho-Skalenverhalten der
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Bild 8-5:

Die Schwerpunkts- und rota~
tionskorrigierte innere (E)
und freie Energie (F) sowie
das grofSkanonische Potential
() der solitonischen Feld-
konfiguration aus Gl (8.54)
mit dem Isospin 7 =1/2 in
Abhéingigkeit von der Tem-
peratur (T') bei unterschied-
lichen Baryonendichten {pg)
des Mediums. Zum Vergleich
ist das Dreifache der Konsti-
tuenten-Quarkmasse (3 M)
aufgetragen.

Nukleonen-Masse sind die mit wachsender Temperatur abnehmenden Schwerpunkts- und
Rotationskorrekturen, die Anderungen in der inneren Struktur des Nukleons signalisieren.
Qualitativ ist das Verhalten der inneren Energie F hnlich dem Bag-Modell in {90], in dem
die Energieniveaus der Quarks im Bag mit der entsprechenden thermischen Wahrschein-
lichkeit besetzt werden und auBerdem eine mediumabhiingige Bag-Konstante eingefiihrt
wird. Zus#tzlich koppeln dort die Quarks an die Zeitkomponente des w-Mesons. Eine Zu-
nahme der Masse des Nukleons mit Zunahme der Temperatur wurde fiir gp=0 auch im

Rahmen der chiralen Stérungstheorie [1,96] erhalten.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

In der Arbeit wurden die Eigenschaften eines SU(2)-NJL-Solitons untersucht, welches
in ein Gas bestehend aus Konstituentenquarks mit einer selbstkonsistent bestimmten
Konstituenten-Quarkmasse eingebettet ist. Es dient als Modell fiir ein von hadronischer
Materie umgebenes Nukleon und soll Aussagen iiber die Eigenschaften des Nukleons in
Abhéngigkeit von Temperatur und Dichte der umgebenden Materie liefern. Die im NJL-
Modell enthaltene 4-Quark-Punktwechselwirkung wird in der Niherung des mittleren Fel-
des behandelt, bei Beschrinkung auf Hedgehog-Konfigurationen und chiralen Zirkel. Das
untersuchte Soliton besteht aus einer lokalisierten Abweichung des mittleren Feldes von
seinen konstanten Werten im homogenen Medium von Konstituentenquarks. Ausdehnung
und Tiefe der Abweichung bestimmen im wesentlichen die Eigenschaften des Solitons.

Es hat sich gezeigt, dal bei endlichen Werten von Temperatur und Dichte ein stabiles
Soliton nur dann existiert, wenn das Valenzniveau wie im Vakuum mit genau 3 Quarks
besetzt wird. In diesem Fall erhilt man solitonische Konfigurationen bis etwa 180 MeV
Temperatur und doppelter Kerndichte. Bei Verwendung der entsprechenden thermischen
Besetzungszahl fiir das Valenzniveau ist das Soliton bereits ab einer Temperatur von etwa
80 MeV instabil, d. h. die homogene Feldverteilung mit freien Konstituentenquarks ist die
einzige Losung der mittleren Feldgleichung.

Damit das Soliton endlich bleibt, muf} sein mittleres Feld fiir geniigend grofie Ent-
fernungen in das homogene Feld des Mediums iibergehen. Da das mittlere Feld selbst-
konsistent mit den entsprechenden Quarkfeldern bestimmt wird, kann das nur erreicht
werden, wenn Soliton und homogenes Medium durch gleiche Werte von Temperatur und
chemisches Potential charakterisiert sind. Da der Wert des chemischen Potentials des Me-
diums durch dessen Dichte bei gegebener Temperatur bereits festgelegt ist, entfillt somit
die Méglichkeit durch ein abweichendes chemisches Potential fiir die solitonische Feldkon-
figuration dessen Baryonenzahl auf den gewiinschten Wert 1 zu fixieren. Im Rahmen des
Modells hat eine solitonische Feldkonfiguration eine Baryonenzahl B, die von Medium-
dichte und Temperatur abhéngt und etwas vom Wert 1 abweicht (0.8 S B < 1.2). Bei
einer Feldkonfiguration mit fixierter Baryonenzahl ist stets ein Teil der baryonischen La-
dung homogen im Raum verteilt, was im Widerspruch zum solitonischen Charakter des
Feldes steht.

Die durch die Niherung des ortsabhingigen mittleren Feldes und des Hedgehog-
Ansatzes hervorgerufenen Quantenfluktuationen des Solitons und die damit verbunde-
nen unphysikalischen kinetischen Energien wurden niherungsweise mit Hilfe des quasi-
klassischen Pushing- und Cranking-Verfahrens bestimmt. Diese Energiebeitrige hingen
dabei von den Trigheitsmomentien fiir die Translation und Rotation des Solitons ab, die
in diesem Modell erstmalig fiir das im Medium eingebettete Soliton berechnet wurden.
Analytisch konnte die nichttriviale Gleichheit von triger Masse und innerer Energie des
Solitons gezeigt werden. Das Trigheitsmoment fiir die Rotation wurde separat numerisch
bestimmt und erlaubt die Berechnung der A-Nukleon-Massenaufspaltung im Medium. Ei-
ne Erhshung der Temperatur hat eine Abnahme der A-Nukleon-Massenaufspaltung zur
Folge. Kurz vor dem Verschwinden der solitonischen Losung reduziert sich die Massen-
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aufspaltung fiir alle Baryonendichten auf ungefihr die Hilfte des Vakuumwertes.

Als ein Resultat der inneren Struktur des Nukleons ist das Verhalten seiner Ener-
gien, in Abhingigkeit von den thermodynamischen Parametern der Umgebung, wesent-
lich verschieden vom Verhalten der Konstituenten-Quarkmasse. Fine Reduzierung der
Konstituenten-Quarkmasse, und damit verbunden die Abnahme der Tiefe der Potentia-
le in denen sich die Quarks bewegen, wird durch eine gréflere riumliche Ausdehnung der
selbstkonsistenten mittleren Felder teilweise kompensiert. Dies fiihrt zu einer Zunahme des
r. m. s. Radius des Nukleons bei Erhchung der Teilchendichte der Umgebung (swelling).

Die Diskrepanz zwischen dem Verhalten der Konstituenten-Quarkmasse und der Mas-
se des Nukleons wird durch die quasi-klassischen Energiekorrekturen, deren Gréfle mit
zunehmender Temperatur kleiner wird, noch verstirkt. So ist die Abnahme der Lokali-
sierung der solitonischen Feldkonfiguration bei Erhéhung der Temperatur mit einer Ab-
nahme der unphysikalischen kinetischen Energien der Impulsfluktuationen des Solitons
verkniipft, in qualitativer Ubereinstimmung mit der Heisenbergschen Unbestimmtheitsre-
lation. Als Ergebnis erhélt man eine Zunahme der Energien des Nukleons bei Erhthung
der Temperatur.

Kopplungskonstante und Regularisierungsparameter des Modells wurden iiber Rela-
tionen im Vakuum fixiert und sind durch die in den numerischen Rechnungen verwendete
Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse von M, = 420MeV festgelegt, die fiir das Soliton
im Vakuum die experimentelle A-Nukleon-Massenaufspaltung von ungefihr 300 MeV re-
produziert. Die Werte der Kopplungskonstante und des Regularisierungsparameters wur-
den unveréndert fiir endliche Werte von Umgebungstemperatur und Dichte ibernommen.
Will man eine mogliche Variation dieser Parameter im Medium mit einbeziehen, so muf}
man Ansétze liber deren Skalenverhalten machen. Dies kénnte man nur im Vergleich mit
anderen Modellen (z. B. Brown-Rho-Skalierung) tun.

Es bleibt auch zu untersuchen, inwiefern andere Regularisierungsverfahren (z. B. Pauli-
Villars-Regularisierung) die thermodynamischen Eigenschaften des Solitons verfindern,
um wirklich “modellunabhéngige” Aussagen zu gewinnen. Solche Betrachtungen wurden
fiir das im Vakuum eingebettete Soliton schon durchgefiihrt. Dort stellte sich heraus, dafl
die Eigenschaften des Solitons bei Verwendung einer Vakuum-Konstituenten-Quarkmasse
M. = 400 MeV nur wenig von der speziell gewiihlten Regularisierung abhiingen.

Die Berechnung von nukleonischen Eigenschaften im Medium ist in diesem Modell noch
nicht erschopft. Elektromagnetische Eigenschaften, wie z. B. die magnetischen Momente,
Formfaktoren und die axiale Vektorkopplungskonstante des Nukleons im Medium kdnnen
noch berechnet werden.

Das Problem einer von Eins abweichenden Baryonenzahl des Solitons 188t sich vermut-
lich 16sen, wenn man auf den chiralen Winkel verzichtet und somit neue Freiheitsgrade
Sffnet. Um das Soliton vor dem Kollaps zu bewahren, mufl man dann die Erhaltung der
Baryonenzahl des Solitons fordern. Inwiefern diese Idee, die fiir das Soliton {mit regula-
risierter Baryonenzahl) im Vakuum zur Anwendung kam, fiir das Soliton im Medium zu
realisieren ist, miissen numerische Untersuchungen zeigen.

Mit gréferem Aufwand ist sicher die Erweiterung anf s-Quarks, so wie das belm Soliton
im Vakuum schon gemacht wurde, und die EinschlieBung von Vektormesonen verbunden.
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A Konventionen

A.1 Natiirliche Einheiten

In der Arbeit werden die in der Elementarteilchenphysik iiblichen natiirlichen Einheiten
mit ¢=1, =1 verwendet. Dies hat zur Folge, daf§ sich die Einheiten von Linge, Zeit
und Masse durch eine von ihnen ausdriicken lassen. Vereinbarungsgemif wihlt man als
grundlegende Einheit die der Masse in Energie-Einheiten. In SI-Einheiten gilt

hc = 197,327 MeV fm | (A1)

woraus sich
1fm = 5,068 GeV™! (A.2)

ergibt. DesWeiteren wird in dieser Arbeit die Boltzmann-Konstante gleich Eins gesetzt
k=1. In SI-Einheiten ist £k=38,617 - 107* MeV K-, so daB dann gilt

1K =8,617- 107 MeV. (A.3)

A.2 Minkowski-Raum

Bei relativistisch kovarianter Darstellung verwenden wir die Konventionen aus [97]. Der
kontravariante Vierervektor z* ist gegeben durch

zh = (wo,xl,xz,m3) = (t,7) . (A.4)

Fiir den kovarianten Vierervektor z, ergibt sich

Ty = gz’ = (i, —r) (A.5)
mit dem metrischer Tensor
i 0 0 O
== o 4 o (49
0 0 o0 -1

Die Ableitungen nach Zeit und Raum sind

7] 0 0 7] o 0
= e — 1 — — —_—
On dx+ (Bt’ 87") > 0 oz, (Bt’ 3.,.) . (A7)
In der Arbeit wird auch das Symbol fiir den Nabla-Operator benutzt
V= 9 (A.8)

or
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A.3 ~-Matrizen

Die y-Matrizen erfiillen folgende Vertauschungsrelation

{77 =y =20 (A9)
Wir verwenden die Dirac-Darstellung der y-Matrizen nach [97] :
I 0 0 o
WO A — — (A1 A2 A3)
,/—ﬂ—<0_1>, 7—(7,7,/)~<_U 0) (A.10)
sowie ;
s _.o0123_|[0 0. (0@

mit den Pauli-Matrizen

1 0 1 2 __ 0 -—i 3 __ 1 0
a—<10>,0—(i O),J_O_l , (A.12)

die die Relationen

{0001} = oio +opo; = 2041,
[O'i, O’k] = 00 — OR0; = Zieiklm y (Al3)
mit dem total antisymmetrischen Symbol €;; in drei Dimensionen mit €193 =1, erfiillen.

In dieser Darstellung gilt

ot =L [‘/i, ’7’k] = % [ak, ai] = €pl ( U(; 09 ) = e 0 - (A.14)

2
A.4 FEuklidischer Raum
Bei Darstellung im euklidischen Raum verwenden wir die Konventionen
Th = (x}g,x%,a:%,mfg) = (:r:l,a:?,:ns,iz‘)) = (r,it) = (r,7)
T, = (x?,x‘;“,zg‘,mf) = (-a:l, —z?, —a3, —-ia:o) = (—r, ~it) = (—r,—7) , (A.15)
mit den entsprechenden Komponenten aus Gl (A.4) und GL (A.5). Die riumlichen Kom-
ponenten sind damit die gleichen wie im Minkowski-Raum. Man kann nun wieder einen

metrischen Tensor einfithren, der den Ubergang von :cf nach zf bewerkstelligt, Fiir mf;"
ergibt sich

mﬁ = gﬁ,,a:” = (—r,—7) {A.18)
mit
-1 0 0 0
0 -1 0 0 .
Gw=9=| o o -1 o (A7)
0 0 0 -1
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Fiir das skalare Produkt gilt dann

ThTh = T,T" . (A.18)

Wir fiihren keine euklidischen y-Matrizen ein sondern verwenden immer die Konventionen
in Kapitel A.3. Der Index “E” fiir euklidische Raum-Zeit-Koordinaten wird in der Arbeit
unterdriickt. Wenn nichts anderes vereinbart, wird auch {iber doppelt auftretende Indizes,
die in gleicher Hohe stehen, summiert, z. B. pipt=Y"2_| pip? =p?.

B Summenformeln fiir Matsubara-Frequenzen

Wir geben hier einige niitzliche Formeln an, die bei der Summierung iiber die ungeraden
Matsubara-Frequenzen (fiir Fermionen) des &fteren in der Arbeit verwendet werden.

Es gilt

1 1 1 1
(27’L + 1)2 w2 + a? T 2a [(1 + i(2n + U + a— i(2n + 1)ﬂ-] (B-l)
o0
— 2_];]'_ / g% [e-—-i(2n+1)1m: + ei(2n+1)7ra;] dz . (BZ)
0

Summiert man nun iiber n, indem man die dabei entstehenden geometrischen Reihen
auf der rechten Seite berechnet, dann ergibt sich die Reihe als Partialbruchzerlegung des

tanh(a/2)

= 1 1 a 1/1 1
, ==t h—:—(—— ) B,
n:_z.m(2n+l)27r2+a2 2 YT g \2 e +1 (B.3)

An dieser Stelle sind schon gewisse Strukturen erkennbar, die bei Anwendung dieser For-
mel (z. B. bei Berechnung der inneren Energie) hervortreten. In der Klammer auf der
rechten Seite der Gleichung wird das 3 zu den Nullpunktsbeitrigen (durch virtuelle Quark-
Antiquark-Quantenfluktuationen) der Quarks filhren und der zweite Term in der Klammer
zu den fermionischen Besetzungszahlen (Mediumanteil der reellen Quarks). Speziell bei
der Berechnung des grofikanonischen Potentials benStigt man folgende Gleichheit

Z In (277,-1-1) 2—_ Jéio 7da’2 1 (B.A)

=00 (2 + 1 W2 + b RE==GG 1o (2n + 1)2 w2 + a? 7
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die bei Anwendung von Gleichung (B.3) auf

> (271—1—1)2 7% 4+ g2 1+e™® cosh(a/2)
1 =a—b+21 T i 5
2, In Grnriymrr T e T A s (b2) (B5)

n=-—co

fithrt. Wegen Zn__oo In (Ln—ln 1} a, ergibt sich daraus folgende Produktformel

o (2n+4 1) 72 4 a2 __ cosh®(a/2) (B.6)

I1

nemoo (2n4+1)%72 + 82~ cosh®(b/2)

Bei der Berechnung des Vakuumanteils am grofSkanonischen Potential tritt an die
Stelle der Summation iiber die Matsubara-Frequenzen in Gl. (B.3) eine Integration. Ein

typisches dabei zu berechnendes Integral ist

dw w+a / / _ /d arto* ’ _
27r (,L)2-}-b2 w? + a’2_27r ¢ -

-0

- ;—blda’z&sign(a’) =la|— b . (B.7)

C Vertauschung des Hamilton-Operators mit
dem Superspin

Im folgenden zeigen wir, daf§ der Einteilchen-Quark-Hamilton-Operator i (Gl {3.11)) fiir
sphirische Hedgehog-Felder o(r) =o(r), w(r) = «(r)7 mit dem Superspin g {GL {4.3}},
der die Summe aus Spin s, Bahndrehimpuls { =+ x p und Isospin % ist, vertauscht.

Wir beginnen mit der Vertauschung des Hamilton-Operators mit dem Spin s. Mit der
Darstellung der y-Matrizen in Gl. (A.11) 188t sich der Spin darstellen als

1 .
= 3)}!5 «, (6*1}

und man erhélt mit den Vertauschungsrelationen der v-Matrizen aus dem Anhang A

[a'Pa Sk] = % [ai, ¥s ﬂik] = % ([ai,'ys] o 4 v {aﬂa@} Pt = tea’p | {C.2
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wobei die Relationen [A4, BC] = [A, B]C + B[A,C], [a},vs] = 0, die Beziehung (A.14)
und 2 =1T ausgenutzt wurden. Mit den Vertauschungsrelationen der y-Matrizen 148t sich
sofort [’y”, sk] = [7075, s’“] =0 zeigen, so daf} die Terme mit den ¢ und 7 Feldern mit dem
Spin vertauschen. Man erhilt somit

[h, 5'“] = igalpt . (C.3)

Die Vertauschung des Bahndrehimpulses { mit dem kinetischen Term des Hamilton-
Operators fithrt auf

[a_p’ ll\,] o szkai [pi7 ,,.l] p'm. — —iqudilaipm — “ifimkaipm ) (04)
Die Vertauschung des Drehimpulses mit dem skalaren mesonischen Feld ergibt

. 0 . ™0 -
[O‘(‘r); lk] = —elmkrl [Pm> U(T)] = 1€lmkrl ao,-r('r:) 15lmk7 : g,(rlr) =0 3 (CO)

da das Produkt zwischen dem antisymmetrischen €1 und dem symmetrischen Ausdruck
rlr™ verschwindet. Dabei wurde 57% == a benutzt. Fiir die Vertauschung mit einer
Komponente des isoskalaren w-Feldes ergibt sich

) , Ot 0 7t
i 1k —_ L. .m
[71' ,l] = —€miT [p ,w] i€pmprt —— e = l€pmpT —— 5o (w(r)r)
= 16lmk’f‘l7' 7‘ ;—ar (’/T(’I")) lmk‘rlLSnr) 6im, (06)

wobei der 1. Term auf der rechten Seite in der letzten Zeile wieder verschwindet, mit dem
gleichen Argument wie zuvor bei der Vertauschung des o-Feldes mit dem Bahndrehimpuls.
Wir erhalten somit

[’n‘i,lk] = iegm . (C.7)

Mit Hilfe der Beziehungen (C.4), (C.5) und (C.7) erhiilt man fiir die Vertauschung des
Bahndrehimpuls-Operators mit dem Hamilton-Operator

[h, lk] = —iempa’p™ — eV ysTiT! . (C.8)
Fiir die Vertauschung des Hamilton-Operators mit dem Isospin £=T erhélt man
i S ]
[hy tk] = 3’}’0’757‘" * {TZ,T k] = eV (C.9)

wobei die Relation (A.13), die ebenfalls fiir die Isospin-Matrizen gilt, verwendet wurde.
Addiert man die Gleichungen (C.3), (C.8) und (C.9), so gilt offensichtlich

- [hg*] = [ s*] + B BF] + B8] =0, (C.10)
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d. h. der Einteilchen-Hamilton-Operator vertauscht fiir sphirische mesonische Hedgehog-
Felder mit dem Superspin.

D Verwendete Basiszustinde

In Anhang C wurde gezeigt, dal der Hamilton-Operator weder mit dem Drehimpuls- j
noch mit dem Isospin-Operator t= %T vertauscht — dafiir aber mit dem Superspin g=j+%.
Deshalb werden aus den Zusténden [/jm;) und dem Isospinor x=1/2,m. Eigenzustdnde zum
Superspin g entsprechend der Drehimpuls-Algebra konstruiert [98]

(PlLggmy= Y (Gt=5 ,g]my,mt, m) |Lim3) X t,m (D.1)

mj,me

Dabei sind die Drehimpuls-Eigenzustéinde |ljm;) selber aus Eigenzusténden des Bahn-
drehimpulses und des Spins der Quarks zusammengesetzt

(Fljmg) = 3 (15 = 5o sl mem) Vi (7) Xempm, - (D.2)
my,Ms
mit den Kugelfunktionen Y}, und dem Spinor x,=i/om,. Die Ausdriicke in den grofen
* runden Klammern sind die entsprechenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten.
Wir verwenden einen diskreten Satz von Basiszustinden (r|an;gmIl) [99] mit dem
Winkel-Spin-Isospin-Anteil (#|/, j; gm) aus Gl (D.1) und den Besselfunktionen j; (k2r)
als Radial-Anteil, die in einer sphiirischen Box vom Radius D definiert sind

i1 (k97 (% 1,
(r[1n;gm+) = N,-‘{(U-‘? (k3r) (‘T‘Ig;g 299"7‘)) ;

(r|2n;gm+) = Ng i, (kgr) (7| 9;9'3‘ ,ng}>

0 ;
(r]3n;gm+) = ot (kgr) (Plg — 1,9 — gm>) ’

(
i

(r|dm; gm+) = ( 0 )
(

-79-5-1 kgr) {7'9‘3'} g+9vgm>

(r]ln;gm—) = N 1Jg—1 (kg‘r) <7” Qﬁ"‘ 24— §;gm} ) v
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(r|2n;gm—) = N? ( g1 (Kr) (Plg+ 1,9+ %597”) )
¥ n O ?

0
r|3n;gm—) = NI . . ., : ;
{rl3n; gm-) (Jg<k¢r><r|g,g—;-;gm>) '

0
dn;gm—)y = NI| . .
(rldn;gm=) n(]y (kA7) ('f‘lg;g+%;gm)> (D-3)

mit der Normierungskonstanten
N9 2\ 9 DYt
n =153 g1 (RSD)|7 . (D.4)

Bei den Basiszustinden in Gl. (D.3) steht “4-” fiir die natiirliche Paritit 1= (—1)¢ und
“~” fiir die unnatiirliche Paritét II=—(—1)9.

Ein Energieeigenzustand mit dem Energieeigenwert €y, Superspin g, Projektion des
Superspins m und Paritét II ergibt sich dann als Linearkombination der entsprechenden

Basis-Spinoren zu
4

(o6 g a
(r]AgmIl) =" ZV)fgjn<r[an; gmlIl) . (D.5)
a=1n=1
Fiir g=0 entfallen die Zustéinde mit a=1 und a=3.
Die Diskretisierungsbedingung fiir den Parameter kJ folgt aus der Forderung, daf§
die Besselfunktion am Kastenrand verschwindet, wobei n die Anzahl der Knoten der
Besselfunktion im Intervall 0 < r < D bezeichnet

Jg (k3 D) =0 (D.6)

mit n=1,2,3, ..., lax- D und ng,, miissen so gewdhlt werden, dal bei einer weiteren
Vergroflerung dieser rein numerischen Parameter die berechneten Observablen des So-
litons, d. h. die Differenz zwischen dem ortsabhéngigen inhomogenen System und dem
homogenen System (ebenfalls mit der diskreten Basis berechnet!), stabil bleiben.

In der eingefiihrten Basis (Gl. (D.3)) wird der Hamilton-Operator (Gl (3.11)) mit
den sphirischen Mesonenfeldern (Gl. (4.2)), fiir gegebenen Superspin und Paritét, dia-
gonalisiert und mit der Eigenwertgleichung die entsprechenden Koeffizienten V:\ki"% aus
Gl (D.5) bestimmt. Fine ausfiihrliche Darstellung findet man in den Anhéngen der Ar-
beiten [100,63].

Zur numerischen Berechnung wurden von uns D=18 M~ und k,_, =144 D" 1=8 M,
mit der temperatur- und dichteabhingigen Konstituenten-Quarkmasse M, benutzt. Das
bedentet Mmay 45 fiir g=0. Fiir gréffere Superspins nimmt 7max ab. Die Schrittweite fiir
numerische Integrationen betrug 0.1125 M. Weiterhin wurden Zusténde bis zu einem
maximalen Superspin von gmax =99 mitgenommen. Die Regularisierung sorgt dafiir, dafl
Zustinde der Seequarks (virtuelle Quark-Antiquark- Fluktuationen) mit zunehmenden
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Superspin (der Betrag des Energieeigenwertes wichst) einen immer kleineren Beitrag zu
den physikalischen Observablen liefern. Bei dem Mediumanteil sorgen die fermionischen
Besetzungszahlen automatisch fiir diesen Proze8.

Die erforderliche Gréfle der Basis und die Schrittweite der numerischen Integration
wurden in solchen Fillen bestimmt, in denen ein Vergleich mit dem Kontinuumslimes
moglich ist (homogenes Medium).

E Niitzliche Formeln des Exponentialoperators

Wir geben hier die Ableitung einiger in der Arbeit verwendeten Formeln an, die bei
der proper-time Regularisierung der Nullpunktsenergien (Dirac-See-Anteil am grofikano-
nischen Potential) auftreten und speziell bei der Bestimmung der Trigheitsparameter des
Solitons Verwendung finden. Die ersten Schritte sind dabei dem Anhang in [101] entnom-

men. (
Beginnen wir mit den zwei dquivalenten Definitionen

A _ vl o a0
e? = :[::()HA mit A°=1T, (E.1)
e = lim (I + —1-‘4) . (E.2)
e m
Aus der letzten folgt mit det(A™) = (det A)™
1 m ;
det(e®) = lim [det (I + EA)] . (E.3)
Nun gilt
1 1 1

I+—4)= — — E4
det ( + mA) L+ mSpA+ O(mﬁ) (E-4)

und man erhilt fiir Gl (E.3)
det(e?) = lim |1+ E-S A+ O(—l-} " {E.5)
Mm—00 ' m p m2 ) -
Man kann zeigen, da$ der Term der Ordnung 1/m? vernachliissigt werden kann. Die rechte
Seite von GL (E.5) ist dann identisch mit der Entwicklung in GL {E.2), wenn man dort
die Matrix A durch die Zahl SpA ersetzt. Es ergibt sich die oft genutzte Beziehung

det{e) = 54, {E.6)
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Weitere niitzliche Relationen lassen sich mit Hilfe des parameterabhingigen Operators
H(y) = e ¥FGevF (E.7)

erhalten. Die Operatoren F' und G seien dabei unabhingig vom Parameter y. Nun diffe-
renzieren wir beide Seiten nach dem Parameter ¢, und wir erhalten wegen a%eyF =¥ F=

Fe¥F nach Anwendung der Produktregel

SHW) = [H),F| =77 (G, Fle” (E.5)

Integrieren wir nun wieder, so ergibt-'sich
; |
/ dy L H(y) = H(1) - H(0) = e FGeF —G = / dye VT [G, FleF  (E.9)
0
und nach Multiplikation von links mit ef’
1
[G.e7] = [ dyet—T (G, FlevF . (E-10)
0

Bin oft benutzter Spezialfall dieser Formel ergibt sich, wenn man fiir den Operator G den
Differentialoperator Ed; einsetzt und F(z) nun vom Parameter z abhingt. Die Vertau-
schung des Differentialoperators mit einem Operator ist die Ableitung dieses Operators
nach z, so daf} sich

1
—F@® = [ dyel—9F(@) yF(z) .
—e O/ ye g (E.11)
ergibt.

Entwickelt man den Operator (Gl. (E.7)) nach dem Parameter y, so ergibt sich eine
Summe von multiplen Kommutatoren

© | g
:V—yF yF — - LT
H(y)=e"Ge G+Zn! dy"H(y) Y

n=1 y=0
2

= G+y[GF+ L [GF),Fl+--- . (E.12)

Die Formel {E.11) erlaubt die Ableitung einer weiteren oft benutzten Beziehung. Mul-
tipliziert man Gleichung (E.11) von links mit =7} und bildet danach auf beiden Seiten
die Spur, so ergibt sich aufgrund des zyklischen Vertauschens unter der Spur

dF{z)

o~ (E.13)

Sp{e”"" @“;}é—éef"("”}] =Sp
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und mit B(z) =e"® also F(z)=In B(z) und B(z)"!=¢""® crhilt man

1 d

Aot B dz —det B(z), (E.14)

Sp [B(a:)"1 &%B(x)] iSp In B(z) = i Indet B(z) =
wobel zwischendurch noch die Beziehung Spln B = Indet B benutzt wurde (Gl (E.6)).
Letzte Gleichung gibt an wie man die Determinante nach einem Parameter ableiten kann,
was bei der Berechnung von Erwartungswerten von Operatoren, bei der die Ableitung der
Quark-Determinante auftaucht, benutzt wird.

Will man Indet(By+ B;) systematisch nach B; entwickeln, so kann man Gl. (E.14)
verwenden. Wir definieren den parameterabhiingigen Operator B(z) = By + zB; und
erhalten

Indet(By + B;) — Indet By = / d"c— ln det B(z / dzSpB(z)™ B, . (E.15)

Entwickeln wir nun B(z)™! um z= 0

B(z)™' =By +Zi£3

o g™ (E.16)

z=0

und beachten, da aus B(z)"'B(z)=1 nach Differenzieren nach z folgt: (—B(:z:)”‘l)B (x4

B(z)7 2L B(z) = 0 und damit £B(z)™! = —B(z)"(£B(z))B(z)~* mit £B(z) = B.

Durch Anwendung der Kettenregel kann man dann auch hohere Ableltungen berechnen

und erhilt d"

B(z)™| =nl(-1)"By'B)"B;" , (E.17)
=0

so daf sich aus Gl. (E.15) nach Integration iiber z

o0
Indet(By + B;) — Indet By = Z(—l)”‘”fl;—LSp(Bé‘ LB;)" (B.18)
n=1
ergibt.

Gleichung (E.11) kann man auch fiir eine systematische Entwicklung des Operators
edot4r nach A; benutzen, wobei wir das im folgenden nur bis zur ersten Ordnung in 4,
praktizieren werden. Dazu definieren wir uns den parameterabhiingigen Operator A{z) ==
Ag+xA;, so dafl gilt

1
oAo+AL _ oo / d a%—e“"@? . {E.19)

Verwenden wir nun Gl (E.11) mit - A(z)=4,, dann erhilt man

1 1
er—z-A;_ ._ eAu = / dr / d’y e(lug):l{:r:} Aie’gﬂxﬁﬁg . {E»Q@}
0 2]
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Setzt man nun wiederum

-0 _ (=045 . / dzgd_ (1-AG) (E.21)
/ 2z
so ergibt sich
1
edotAL _ Ao +/ dy ell=¥)40 4, gvdo 4 O(A}) . (E.22)
0

Will man den regularisierten Anteil der Quark-Determinante bis zur zweiten Ordnung
in den mittleren Feldern berechnen, so lduft das darauf hinaus in Gl. (E.20) die Spur zu
bilden. Aufgrund des zyklischen Vertauschens unter der Spur ergibt sich

1
Spedotd _gpeto = gp / dz e2®) 4, (E.23)
D

und Anwendung der Formeln (E.11) und (E.21) fiihrt auf

1 T 1
Spe#ot4t = Speo + Spe0 4; + Sp / dz / dy / dz =AW 4, =40 4, (E.24)
0 0 0
woraus sich
1
1
Spe*otAi = Spe™ + Spe™A; + 5Sp / dzell=2M0 4, ¢4 4; + O(A)) (E.25)
0
ergibt.

F Berechnung des Trigheitsparameters fiir eine
Translation des Solitons

Um den Trigheitstensor (Gl. (8.28)) zu berechnen, betrachten wir diejenigen Beitriige zum
groffkanonischen Potential Q(v), die von h(v) abhiingen, d. h. den See- und Mediumanteil.
Der rein mesonische Beitrag am groffkanonischen Potential enthélt keine kinetischen Ter-
me und liefert somit keinen Beitrag zur Tragheit. Die mesonische Energie taucht jedoch
in Gl. (8.41) wieder auf, da iiber die Bewegungsgleichung fiir die mesonischen Felder alle
Terme miteinander verkoppelt sind.
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In Analogie zu den Operatoren (Gl. (4.11)), (Gl (4.12)) definieren wir die Operatoren

D(u;v) =Dp)—vp =8 +h—p—vp, (F.1)
Do(p;v) = Do(p) —vp =0 +hg~p—v-p (F.2)
und in Analogie zu Gl. (4.13) und GI. (4.14)
A(;v) = D(u; v)! Dy v) = A{y) + B i'~ (v-p)?, (F.3)
AO(#: ) = DO(/U’) ’U)TDO(.U‘: ) = AU(/”‘) _l_-B(Z)UZ - (U'p)z (F4)
mit A(p), Ao(u) definiert in den Gln. (4.13), (4.14) und den Operatoren
' ‘
B = 55 A(wv) = p'D(p) — D(w)'p
v=0
= 200, + [p',h] = 2p'0, —iB0; [o(r) + im(r)-T7s] , (F.5)
; 0
Bé v ZAO()U': 'U) = 1D0(,LL) ( ) p =2p 87' ’ (F6)
v=0

wobei v! = —v beriicksichtigt wurde. Der Kommutator [k, p] ist gegeben durch die Ab-
leitungen der mittleren Felder und verschwindet im homogenen Fall fiir h=hy.

Der regularisierte Realteil des geschwindigkeitsabhéingigen grofilkanonischen Poten-
tials, der von der Quark-Determinante herriihrt, ist dann gegeben durch die Ausdriicke
in Gl (4.22) und Gl. (4.29), wobei man Ag)(p) durch Agy(u;v) zu ersetzen hat. Der
unregularisierte Imaginérteil ist gegeben durch

det [D(g; v)(D(1;0)1) '] (F.7)
det [ Do (; v) (Do (5 v)1) 7]

mit QYT u;v) = =T lnffg—g(%% = ROQUT, p;v) +1SQYT, p; v). Die Darstellung in
GL (F.7) macht man sich klar, wenn man den Logarithmus einer komplexen Zahl a= |ale i¢
betrachtet: Ina =Inla|+ig = ;In(a*a)+;In %. Der Real- und Imaginérteil von Ina ist
also gegeben durch R(Ina) —In la| = —ln(a a) und I(lna) =¢=—31In 2. Nun setzt man
a=det D und nutzt (det D)*=det D* =det(D*)T =det DT. Dabei wurde ausgenutzt, dafl
sich der Wert der Determinante einer Matrix nicht #ndert, wenn man in der Matrix die
Spalten mit den Zeilen vertauscht, d. h. wenn man sie transponiert. Man kann nun zeigen,
da8 der Imaginérteil (Gl. (F.7)) bis zur Ordnung v? verschwindet und deshalb bei den
weiteren Betrachtungen keine Rolle spielt.

Um dies zu zeigen, fithren wir eine Entwicklung um v = 0 durch. Mit Hilfe von

GL (E.18) erhélt man

Indet [D(u; v)(D(;0))™] = Indet D(u; v) — Indet D(u; v)!
= Indet D(y) — Indet D()*

—v*[Sp [D(w)p] + Sp [(D(w)) ']
~ 50 [Sp[D () 5D 5] ~ Sp (D)) P (D) ]
+0(%) . (F.8)

1
QYT pyv) = iT—— In
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Der Term der Ordnung v° verschwindet wegen Gl (4.19). Aufgrund der Kommutatordar-
stellung (Gl. (8.18)) des Einteilchen-Impulsoperators, des moglichen zyklischen Vertau-
schens von Operatoren unterhalb der Spur und da A? mit D(u) und D(u)' vertauscht,
verschwindet der Term der Ordnung v' ebenfalls. Fithrt man in Gl. (F.8) fiir den Term
der Ordnung v? die Spur explizit aus, so ergibt sich mit den Gln. (3.26), (3.27) und der
Normierung in Gl. (3.30) sowie der Eigenschaft (an|p!|o/n')={(a|p*|a') dnw

Sp [D()'p* D (1)~ = (D) (D)) 'P] = Ned F(wnrEares)

afin
(alp®|8) (819 |a) (F.9)
mit
1 _ 1
(—iwn + €q — p)(—iwn + €5 — p)  (iwn + e — p)(iwn + 65— 1)

f(wny Ea Eﬁ) = (F.IO)
Wie man leicht erkennt ist f eine ungerade Funktion beziiglich der Matsubara-Frequenzen
Wn: f(Wn,€as€g) = —f(—Wn, €a, €5)- Dies hat 3522  f(wn,q,€5) =0 zur Folge, und der
Term der Ordnung v? in Gl (F.8) verschwindet. Auf diese Art und Weise verschwinden
alle weiteren geraden Potenzen v** in der Entwicklung (Gl. (F.8)). Da wir nur Terme bis
zur Ordnung v? beriicksichtigen, verschwindet der Imaginérteil.

Wir fithren wie in [20] die Kommutatordarstellung von B und B ein

B =[C,A(0)] = [C*,A(w)+2uh] , (F.11)
By =[C%40)] = [C%, Ao(p) + 2puho] (F.12)

mit )
Cl = % —ir', . (F.13)

Dies kann man mit Hilfe der folgenden Beziehungen fiir den Einteilchen-Hamilton-Opera-
tor h=a-p+8|o(r)+in(r)-7vs] iberpriifen

[hri] = o [p,r7] + [Blo+imTy),r] = [P, r] = —ic?

[hg,'ri] = {h, ’ri] h+h [h,, r’:] =—i {h, a"} =—i {ozj, ai}pj - i{ﬂ (o + im-T7s5) ,ozi}

= -] {aj’ ai}pi = —2ip",

[ %] = i[[nr] 02 =i[[p% 7] b =2[p'H] (F.14)
mit {A, B}=AB + BA, wobei die Bezichungen [AB, C]=[A, C] B+A|[B, (], die Jacobi-
Identitdt [[4, B}, C1+{[B, C], Al+[IC, A], B] = 0 sowie die Antivertauschungsrelationen
der y-Matrizen aus Anhang A genutzt wurden.

Diein diesem Anhang abgeleiteten Relationen gelten fiir beliebige ortsabhéngige Felder
o(r) und 7(r) unabhingig von weiteren Symmetrien (wie z. B. sphéirische Symmetrie oder

Hedgehog-Ansatz fiir das m-Feld). Die Existenz des Operators C* erlaubt uns im folgenden
eine Reihe von Manipulationen.
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Betrachten wir zuerst den proper-time regularisierten Seeanteil am Trégheitsparame-
ter. Dazu bendtigen wir die Ableitung des Exponentialoperators (Gl. (E.11))

1
5i_k e—sAw) — g / dt e—(1-t)sA(0w) [ BF — Qplcplvl] e~ tsA(0) (F.1 5)

Setzt man am Ende v = 0, so verbleibt nur der Operator B* in der inneren Klammer
"der nun durch die Kommutatorrelation (Gl (F.11)) ersetzt werden kann. Dieses Integral

vereinfacht sich dann wegen Gl. (E.10) zum Kommutator zwischen C* und ¢4
1
9 —sA(0;v —(1—t)s —ts -5
a0k © A0w) . = /dte (1-t)sA(0) [C”“,-—SA(O)] et A0) = [C’k,e A(O)] . (F.186)

Differenziert man Gl. (F.15) noch einmal, setzt am Ende v = 0 und verwendet dann
GL. (F.16), so erhilt man

1
= -5 / dt [Oi,e‘(1~t)sA(0)] BF o~ tsAW®)

v=0 0

0 e—sA(O;'u)
Otk

1 1
45 /dt e—-(l—t)sA(O) 2pzpk e-—tsA(O) _ S/dt e—(l-—t)sA(O)Bk [027 e—tsA(O)] (F.17)

Berechnet man die Spur dieses Ausdruckes und nutzt dabei das zyklische Vertauschen, so
ergibt sich

& —satow)
S : —sAll
p av’(?vke

und wir erhalten fiir den Anteil des Dirac-Sees an der trigen Masse des Solitons

o? Q3% (o) / ds %13}) TSp [e~sA(0) (p-i, { *‘»D

Quidvk A
v=0 1/A2

— 25p [se s40) (pigh [C” BY] )] (F.18)

v=0

_ g=s4al0) (p pm, ¢, BY] )] (F.19)

mit den Kommutatoren
[C, B = 26%8 + 140 (0 +im-7) {F.20)
[Ci Bk] — 95k 32 i {(?21}
Dabei liefert der Term mit dem Operator pip* im zweiten Teil auf der rechten Seite

(homogenes System) von Gleichung (F.19) keinen Beitrag zur Spur Sple™ Aolllgiph] == 0,
_aufgrund der Darstellung

L 0(0), 9] = £ [Aola) + 2psknr's] (F22)

l\?lw
wt

Pt = [p ripf| = % [h,r'p"] =

o l
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und des moglichen zyklischen Vertauschens unter der Spur.

Anstelle der Berechnung der zweiten Ableitung des Exponentialoperators (Gl. (F.17))
und anschlieender Spurbildung (Gl. (F.18)), hitte man auch gleich von der Entwick-
lung der Spur des Exponentialoperators (Gl. (E.25)) ausgehen kénnen, wenn man dort
die Ersetzung 49 — —sA(0), 4; — —s [Bl b ('u-p)z} vornimmt und dann die Terme
proportional zu v'v™ aussortiert. Danach nutzt man die Relationen (F.11) und (E.10).
Dabei kann man dann noch Sple™*4®[C? B¥]] = Sple*A®[C* B]] verwenden. Dies
folgt aus Gl. (F.11) und der Jacobi-Identitdt fiir den Doppelkommutator [C?, B¥] =
[C*, [C*, AO)]] = [[A(0), C'], C¥] + [[C%, C¥], A(0)] = [C¥, BY] + [[C*, C*], A(0)] nach Mul-
tiplikation mit e~*4() und anschliefender Spurbildung. Wegen des méglichen zyklischen
Vertauschens unter der Spur liefert der letzte Term keinen Beitrag. '

Zur Berechnung des Mediumanteils an der trigen Masse betrachten wir den Ausdruck

o2 A
Suiduk SpInA(y; v)

— ~28p [AGW) P+ AW BAW B (R23)

v=0

der sich mit Hilfe von Gl. (F.3) nach nochmaliger Ableitung von Gl. (E.14) ergibt. Zur
Berechnung des zweiten Terms setzten wir die Kommutatordarstellung (Gl (F.11)) des
Operators B* ein und erhalten

Sp[A(w) ™ B'A(w) ™ BY| = Sp[A(w)T[C, A(p) + 2uh] A(u)™* BY]
= Sp[A(w)~H[C%, AW)] A(w) ™' BY]
+2uSp[A(u) 7 [C", b] A() ™" B¥] .(F.24)

Der erste Term in Gl. (F.24) fihrt auf
Sp[A() ™ [CF, A(u)] A(w) ™ B¥| = Sp[A(p)"[C", BY]] . (F.25)

Der zweite Term auf der rechten Seite in Gl. (F.24) sieht noch kompliziert aus. Der
Kommutator [C?, h] 148t sich aber auf die Operatoren A(u) und D(u) zuriickfiihren, was
dann noch weitere Manipulationen erlaubt. Mit Hilfe der Beziehungen (F.13) und (F.14)

erhalten wir
1

(B = <o h] —i]ri B0, =

z L {lhr] o] i [
i

=3 [12,07] +ih [r h| —i0, [, h] (F.26)

wobei wir fiir den Doppelkommutator {[4, B], A] =[A? B]+2A[B, A] verwendet haben.
Nun setzen wir [h%, 78] =[A(p)+2ph, r%] ein und erhalten N

[C'h] = ;— [A(,u,), ‘ri} —ip {W, izj +ih fri, h} —id; [rih]

- -; [A4(s), 7] +iD () [, 1] . (F.27)
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Zum SchluB nutzen wir [r*, k]=[r*, D(u)] und bekommen
i i I i i A i
(CF, 1] = 5 [A(w),r] +1D(W)! [, D(w)] = —5 {A(w), 7'} +1D(W'*D(w) . (F.28)

Mit dieser Beziehung kann man, unter Ausnutzung des moglichen zyklischen Vertauschens
der Operatoren unter der Spur, den letzten Term in Gl. (F.24) umformen zu

Sp [AG) ™ [C*, HlAw) ™ BY] = ~iSp [4()™ B*Aw)™ (5 {+*, ()} - D@)'r D() |
~ —iSp [A( 7 5{B" )]

+iSp [(D(u)f)_lB’“D(u)"lri} . (F.29)

Benutzt man die Gleichungen (F.5) und (4.13) so erhilt man
—;—{ri, B*} = (2r'pk — i6%) 8, — r[h, ] (F.30)

und
Sp [(D(u)f)nlB’“D(ﬂ)“lri] = Sp[A(w)~* (p*r"D(p) - D(w)'r'p")]

= Sp [A(u)“l (2ripk87 — 6% D(u) + [r'p", h])} .(F.31)

Der letzte Term liefert wieder keinen Beitrag zur Spur da A mit A(p)~? vertauscht. Ins-

gesamt ergibt sich
2

9 SpInA(y; v)

EREAC = —Sp [A(w)~" (20" +[C", BY)

) + 2 [(h — o +ir'lh,pM])]  (F.32)

mit dem Kommutator [C%, B¥] gegeben in Gleichung (F.20). Somit erhilt man nach Abzug
des Beitrages vom homogenen Medium
82
Ovtduk

= Tsp[AG)™ (v + 5(0% B4) - A", B

=0
. y — ; 1 i ” 1 P gy e 2‘ 5 3
- Jim TSp[A©0)" (o't + 50" BY) - 340(0)C", B]
+pTSp[A(w)™ ((h = w)6™ +ir'[h, 1) — Ag(p)~ ko — p}6™] . (F.33)

Dabei ist Sp[Ao (1) p'p*] = Sp[4s(0) " p*p*] = 0 beriicksichtigt, was aus der Darstellung
(Gl (F.22)), dem Vertauschen von hg mit Ao{p)™* und dem mdglichen zyklischen Ver-
tauschen unter der Spur folgt.

Qq,med(T’ s ’U)
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G Berechnung des Trigheitsparameters fiir eine
Rotation des Solitons

Um den Trégheitsparameter fiir dic Rotation im Isospin-Raum zu berechnen, gehen wir
analog zum Kapitel F' vor. Wir definieren Operatoren, die man aus den ersten Formeln in
Kapitel F einfach durch die Ersetzung v—w und p— ¢ erhilt

D(pw) =D(p)—wt =0, +h—pu—w-t, (G.1)
Do(p;w) = Do(p) —w-t =8, +hy—p—w-t (G.2)
und wegen der Antihermitezitit w'=—w gilt analog den Gln. (4.13), (4.14)
Alp;w) = D(u;w) D(;w) = A(p) + Bt — (w-t)?, (G.3)
Ag(p;w) = Do(p;w) Do(isw) = Ap(p) + Biw' — (w-t)? (G.4)
mit A(u), Ao(u) definiert in Gln. (4.13), (4.14) und den Operatoren
B'= w) = t'D(u) - D(w)'¢’
a w=0
= 268, — [h,#] , (G.5)
o} : . .
Bi= 5 Ao (p; w) = t*Dp(u) — Do(w)'t = 2¢°0; . (G.6)
w=0 -

Im homogenen Fall verschwindet das wr-Feld und hy vertauscht mit dem Einteilchen-
Isospin-Operator ¢.

Der unregularisierte Ima.gmartell des, von der Rotationsgeschwindigkeit abh#ngigen,
groBkanonischen Potentials der Quarks Q%(T, u;w) ist gegeben durch Gl (F.7), wenn
man dort die Ersetzung v — w vornimmt. Der Imaginérteil verschwindet ebenfalls bis
zur Ordnung w?. Die Argumentation fiir das Verschwinden der Ordnung w® und w? ist
identisch mit den Ausfiihrungen im Anhang F. Der Term der Ordnung w ist proportional
zum unregularisierten Erwartungswert des Isospins des Solitons, wegen der Beziehung
Sp [D(w)~1#] +Sp [(D()") '] = 2Sp[A(k) " (h — p)t]] (vergleiche mit Gl. (F.8)) und
den Gln. (4.68) und (4.72). Der Erwartungswert des Isospins des Solitons bei w = 0
verschwindet nun, was in Kapitel 8.2 erldutert wurde. Aus diesen Griinden spielt der
Imaginéirteil bei den folgenden Betrachtungen keine Rolle und wir betrachten ab jetzt nur
den regularisierten Realteil von Q4(T, p; w).

Nun ist keine Kommutatordarstellung von B* wie in Kapitel F bekannt, die auf even-
tuelle Vereinfachungen hoffen lassen kénnte, und man mufl den Trégheitsparameter von
grunde auf berechnen. Zur Berechnung des proper-time regularisierten Seeanteils des
Trigheitsparameters bilden wir die erste Ableitung des Exponentialoperators und erhalten

analog zu GL (F.15)

9 _sam ~{1-9s4(0) [ kol —tsA(Dz
ok € Ww___é/’dte A0 TBE — {1, 11}uf] emtoAls) (G.7)
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wobei man aber die Nichtvertauschung der Isospin-Operatoren beachten muf. Bilden wir
nochmals die Ableitung und setzen am Ende w = 0, so erhilt man den umfangreichen
Ausdruck

1 1
— ¢ / di / dt’ (1 — t) e~ (=t)1-03A0) Big=+ (1-1)sA0) Bho—~tsA(0)
0

w=0 0

5 a; ke—sA(O;w)
wrow

1 1
1 g2 / dt / dt' t e~ (1-D3A©) B —(1—t)tsA(0) gi o—t'tsA(0)

1
+s / dt e~ (1= AO) [ i} etsA0) (G.8)
0

Aufgrund der Vertauschungsrelationen fiir die Isospin-Operatoren {t¥, ¥} =26%, die auch
dazu fiithren, dafl der Operator A(u;w) doch nur linear in # ist, kénnte man in dem letz-
ten Term die Integration iiber ¢ beseitigen, was aber zu keiner wesentlichen Vereinfachung
fithrt. Bildet man nun die Spur im Sinne von Gl (4.15), schiebt zwischen den Operato-
ren einen vollstindigen Satz I =Y, [1Zdw |, w) (@, w| von normierten Eigenfunktionen
|a,w) (GL (4.16)) der Einteilchen-Operatoren 8, und A ein, und beachtet das aufgrund
der Beziehungen (4.16), (4.17)

(ﬁ,w']A(O)]a,w) = (ai+a{2)5ﬁa(5(w’——w),
(B, | B*|ayw) = —(B|t*|a)((es — €a) + 2iw] 6w — w) (G.9)

gilt, so ergibt sich fiir den ersten Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. {G.8) nach
Spurbildung ein Integral der Form

_SZN Z / dw /dt /dtl -—sw2e—se,"’,—}—(l—t)t’s(sg—e%) [(Ea —-5‘[3)2 + 41“52} .

af oo 2
Halt[8) {8t |a) . (G.10)

Fithrt man nun nacheinander die Integration fiber ¢' und ¢ aus, so ergibt sich

2
5 4 . o j
N, / Fdw e (€a — Ei):; w? [ e~ o™ 4 s(ed — &2) e“s%j )
af s 8

{al#18) (81t e) . (G11)

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von Gl. (G.8) ergibt sich nach Spurbildung

—$IN. 3O / / dt / it o st hesieR ~<3) EL( — )+ 4] -

of oo

Q
6’
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was nach Ausfiihrung der Integration iber ¢’ und ¢ auf

_ z(Ea—Ed)2+4u} ee2 g2 R g2
W [t - [ e s(e - e e ]
af oo ,‘3 «

(alt18) (Blt*|a) (G-13)

fiihrt. Fiir den letzten Term in Gl. (G.8) erhilt man nach Spurbildung das Integral
SN Y /57?6'5‘”2 (€725 +e7°%) (|t 8) (B]1* |a) . (G.14)
Addiert man die Gln. (G.11), (G.13) und (G.14), so erhilt man

S [4w2 (e_‘“e‘f23 - e_ssg) +2(eg — €,) (Eﬂ e t e, e—ssg)] '

SNZ/QW

€ﬁ+5a

{alt']8) (B]tF|a) (G.15)

Eg — Eq

und nach der Integration iiber w

._\/l_ﬁ_.s“%Nc > ! [e‘ssﬂ —e % 4+ 5(gp — £4) (55 e + g, e_seg)} .

Ld#18) (Bl

€ — Eq

Zusammenfassend erhilt man dann fiir den Seeanteil am Trigheitsparameter der Rotation

8?2 (a]t]8) (B]t*|a)
gsee _ q,5e2 = — R
T Bw‘iaw’“QA (w) . Z 7 (Eayeg; N) Py (G.17)
mit
1 7 3 1
Rj (ga’ Eﬁ; A) = e ds sz ~ ’
\/7?1/[2 € + &4
2 el 2 2
. [e““ssa — e ~ s(gg — €4) (553 e B + g4 e_ss")] . (G.18)

Anstelle der Berechnung der zweiten Ableitung des Exponentialoperators (Gl. (G.8))
und anschliefender Spurbildung, hitte man auch gleich von der Entwicklung der Spur
des Exponentialoperators (Gl. (E.25)) ausgehen kénnen, wenn man dort die Ersetzung
Ay —» —sA(0), 4y — —s {Blwl - (w't)?'} vornimmt und dann die Terme proportional zu

wh™ aussortiert.
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Zur Berechnung des Mediumanteils am Trégheitsparameter betrachten wir den folgen-
den Ausdruck

2

OwtOwk

= —Sp [A(u) " {£!,#*} + A(W) " B'A() T BF. (G.19)

w=0

Sp InA(p; w)

Fiihren wir hier die Spur im Sinne von GI. (3.26) aus, schieben zwischen den Operatoren
I=%,.|a,n){an| ein und beachten das anstelle der Beziechungen in Gl. (G.9) nun

wegen Gl. (3.27), Gl. (3.30) gilt
<:6’ n I A(/J.) ICI{, TL) = [(50& - :“’)2 + wvi)] 5/'304 Onn

(B,n'| B |la,n) = —{(B|t|a)[(es - £a) + 2iwn] Opms » (G.20)
so0 erhdlt man fiir den ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung (G.19)
1 1 )
R\ + ' k G.21
ol e eyt LI T I IR

afin

und fiir den zweiten ergibt sich

1 2 2 i % ‘
Ncgﬁ.; [0 + (ea — p)2|[W2 + (65 — 1)7] [4‘% + (ea — €5) ] (alt'[B) (B[t |a) . (G-22)
Formt man den obigen Bruch in eine Summe von Briichen um
1 _ 1
(W2 + (o — w)?)[wh + (€ — )2 (e — 1)? — (g0 — p)?

1 1
. —_ (G.23
M+@—W ﬁ+@—ﬁ}( )

und addiert dann die Gleichungen (G.21) und (G.22), so kann man die Summe in den
Ausdruck iberfiihren

N

apn (€6 — 1) — (a — )2

3ea—p)?—(ea =)+ (e = 1], 1 iyavsaiehs v o
- w2 + (0 — p)? ](ait 18) (81t*|a) . (G.24)

1 3(ep — 1) — (Ea — €)% + (€0 = 1)°
w;"; -+ (Eﬁ - N)Q

Wegen
3(a— 1) — (ca—e8)* + (g5 —1)* = 2(ca— wen+55— 21
(573 - #)2 - (Ea - #)2 = (553 - é‘a)(sa + g5~ 25’)7“} {GQ{E)
reduziert sich die Summe auf den einfachen Ausdruck
_ — arara A o
2NcZ [ 3 gﬁ = SR Ea, & , 2} (et gﬁi {Jﬁ ita} . (G.26)
w2+ (gp—p)? Wi+ (sa—p)

apn L%¥n
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Die Summation iiber die diskreten Matsubara-Frequenzen w, kann mit den Formeln in
Anhang B einfach ausgefiihrt werden mit dem Resultat

1 ! 1 1 (a|t|B)(Blt*]|a)

‘) —_—
"’TNC azﬁ [e(sa—n)/’f‘ +1  eles=-m/T 1 €8 — €a

(G.27)

Entsprechend der Zerlegung des groflkanonischen Potentials muB davon der unregula-
risierte Seeanteil abgezogen werden. Dieser ergibt sich aus dem oberen Ausdruck nach
Multiplikation mit % fiir =0 und anschlieendem Limes T"— 0 oder dquivalent aus der
Formel (G.17) fiir den regularisierten Seeanteil mit A — co. Wir wiihlen die erste Variante
und nutzen

1 T—50 0 : €,>0

und erhalten fiir den Mediumanteil am Trigheitsparameter

e 82 Ine
TENT) = = 5oa T 1 w)
w=0
1 1
B Nc%; [e(fa—#)/’l‘ F1 7 sy~ O(ee) +0(=es)| -
A k
Ll#B) (B ) (G.29)

€3 —E&q
wofiir man auch kompakter schreiben kann
TRNT ) = N [filea; T, p)sign(ea) — fi(es; T, 1) sign(ep)] -
%]

(al#]8)(B]t|a) (G-30)

Eg— Ea

mit der mittleren fermionischen Besetzungszahl 71 gegeben in Gleichung (4.30).

Im folgenden betrachten wir das Trigheitsmoment im Grenzfall hoher Temperaturen
und chemischer Potentiale. Dies kommt praktisch in unserern Modell nicht zur Anwen-
dung, dient aber der Uberpriifung der Richtigkeit der abgeleiteten Formeln (siehe auch
Diskussion in Abschnitt 6.1 zur Abhéingigkeit des Quarkkondensates bei hohen Tempera-

turen).
Fiir den Term in den eckigen Klammern des Mediumanteils am Trigheitsmoment in

GL {G.30} gilt fiir p=0 und T o0
. oo L. .
flea; T, pp = 0) sign{e,) — fifeg T, o = 0) sign(eg) =g § [sign(z,) — sign(sg)] (G.31)

sowie fiir T=0 und p—ro0

“Afeas T = 0, p)signlsa) = Ale T = 0,11 siguley)
X Ofea) signlen) — Ofep) signles) - (G.32)
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Letzterer Ausdruck 188t sich mit Hilfe von ©(g,) =[1+sign(e,)] /2 auf den gleichen Grenz-
wert wie in Gl (G.31) zuriickfithren. Weiterhin betrachten wir den unregularisierten See-
anteil am Trigheitsmoment. Aus Gl. (G.18) folgt

Ry (Eayeg; A) 2% sign(eg) — sign(eq) (G.33)
und mit Gl (G.17) und Gl. (G.30) erhalten wir die Relation
522(A = 00) + TE(T, 4 = 00) =0, (G.34)

d. h. im Grenzfall hoher Temperaturen (chemischer Potentiale) kompensieren sich der
(unregularisierte) Seeanteil und der Mediumanteil am Trigheitsmoment. Dies ist ein Hin-
weis, dafl in einer Theorie, in der die Temperatur sehr viel groBer als der einzufithrende
Regularisierungsparameter ist (7> A), die Regularisierung von See- und Mediumanteilen
am Trigheitsparameter in gleicher Art und Weise vorzunehmen ist — wenn die Eigen-
schaft der Kompensation weiter gelten soll. Das gleiche Argument gilt auch fiir die innere
Energie, die sich als Tragheitsparameter fiir die translative Bewegung ergeben hat.
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