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Kurzfassung

Die genaue Messung der Lamb—Verschiebung stark gebundener Elektronen in Zusammen-
hang mit Tests der Quantenelektrodynamik (QED) in starken Feldern in hochgeladenen
Ionen ist eines der Hauptthemen der heutigen Atomphysik. Die gegenwirtig durchgefithrten
Hochprizisionsmessungen erfordern eine hohe Genauigkeit in den theoretischen Berechnun-
gen der Lamb—Verschiebung. Diese Genauigkeit impliziert eine Beriicksichtigung aller QED-
Korrekturen der Ordnung o und o?, aber exakt in allen Ordnungen in Zc. In den zuriicklie-
genden Jahren sind die meisten dieser QED-Korrekturen sowohl in 1. Ordnung als auch in 2.
Ordnung Stoérungstheorie berechnet worden. Der Beitrag der Zwei-Photonen—Selbstenergie
konnte jedoch bisher nicht ausgewertet werden und stellte somit die gréBte Ungenauigkeit
in der Vorhersage der Lamb—Verschiebung fiir wasserstoffartige Systeme dar. In dieser Ar-
beit wird der Beitrag dieser Prozesse zur Lamb-Verschiebung untersucht. Darliber hinaus
werden erstmals renormierte Ausdriicke der Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation und der
Selbstenergie-Vakuumpolarisation hergeleitet. Bisher konnten diese Betrége nur in Uehling—
Niherung ausgewertet werden.
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1  Einleitung

Der heutige Tag ist ein Resultat des gestrigen. Was dieser gewollt hat, miissen

wir erforschen, wenn wir zu wissen wiinschen, was jener will.
Heinrich Heine (1797-1856)

1.1 Allgemeines zur Quantenelektrodynamik

Die Quantenelektrodynamik (QED) beschreibt die fundamentale Wechselwirkung zwischen
elektrisch geladenen Teilchen. Die Kraft zwischen den elektrisch geladenen Materiefeldern
wird dabei durch den Austausch virtueller Vektor-Eichbosonen, d.h. den Photonen als Quan-
ten des elektromagnetischen Feldes vermittelt. Die QED stellt gleichzeitig die erste abel-
sche und renormierbare Eichfeldtheorie der Physik dar und ist somit als der Prototyp aller
Quantenfeldtheorien anzusehen und auch deshalb von zentraler Bedeutung. Ihre Entstehung
beginnt um 1928 mit der Aufstellung der Dirac-Gleichung [1] und der Quantisierung des
elektromagnetischen Feldes [2, 3, 4], einschlieBlich der Lsung der Eichproblematik in einer
abelschen Quantenfeldtheorie [5]. Durch die kleine Grofie der elektromagnetischen Kopp-
lungskonstanten o =~ 1/137, welche ein Ma8 fiir die Stirke der elektromagnetischen Kraft
ist, 14Bt sich die Wechselwirkung zwischen den Materiefeldern und den Eichfeldern stérungs-
theoretisch beschreiben. Jedoch wurde friihzeitig erkannt, dafi die héheren Ordnungen solch
einer Storungsreihe divergente Resultate erzeugen. Dieses Problem der Divergenz stellte sich
iiber 20 Jahre als Haupthindernis der weiteren Entwicklung dieser Theorie entgegen. Den-
noch gelang Uehling bereits 1935, d.h. zu einem Zeitpunkt, als noch keine Renormierungs-
theorie existierte, die Berechnung der Vakuumpolarisation [6]. Und obwohl diese &ufBerst
bemerkenswerte Leistung eine Aufspaltung der in der Dirac—Theorie energetisch entarte-
ten Niveaus 2s1/; und 2p;/, im Wasserstoff vorraussagte, gab es keine eindeutigen experi-
mentellen Hinweise fiir solch eine Energie-Verschiebung, welche die Entwicklung der QED
hitte weiter befordern konnen. Dies &nderte sich jedoch mit der Entdeckung der klassi-
schen Lamb-Verschiebung, also eben jener von Uehling vorrausgesagten Aufspaltung des
2s1/2 und des 2py/;—Energieniveaus im Wasserstoffatom, s. Abbildung 1.1. Diese Abweichung
des Experiments von der Dirac-Theorie war der Wegweiser fiir die Entwicklung der Quanten-
elektrodynamik und wohl selten hat ein einzelnes Experiment deratig tiefen Einfluf auf die
weitere Entwicklung der Physik genommen. Allerdings stimmten die Vorraussagen von Ueh-
ling in GréBe und Vorzeichen nicht mit den Messungen von Lamb und Retherford [7] iiberein,
welche eine energetische Aufspaltung beider Energieniveaus um ungefihr 1000 MHz (heute
gemessener Wert ungefihr 1057.844(3) & 0.02 MHz [1]) ergaben. Die Lamb—Verschiebung
im Wasserstoffatom wird im Wesentlichen von der Selbstenergie des gebundenen Elektrons
bestimmt, so daB8 der von Uehling berechnete Beitrag der Vakuumpolarisation von der Selbst-
energie iiberlagert wird. Dennoch schien es nun klar, daff die Vakuumfluktuationen des Di-
racfeldes und des elektromagnetischen Feldes, d.h. quantenelektrodynamische Korrekturen
fiir diese Verschiebung verantwortlich waren. Eine Berechnung der Lamb~Verschiebung von




1 Einleitung

Schrodinger Dirac QED
2s, 2p

1057 Mhz

Abbildung 1.1: Die Aufspaltung des 2s,/; und des 2p;/; Niveaus im Wasserstoff (1057 MHz)
wird als die klassische Lamb—Verschiebung bezeichnet.

Bethe [13] unter Einbeziehung der Selbstenergie des im Atom gebundenen Elektrons ergab
einen ungefihren Wert von 1400 MHz und betdtigte somit diese Vermutungen. Das Pro-
blem der Unendlichkeiten in der Stérungsentwicklung der QED konnte ebenfalls kurz darauf
durch Feynman, Schwinger, Dyson und Tomonaga in den Jahren 1948 bis 1949 geldst werden
(mehr zu diesem wesentlichen Teilaspekt der QED s. Abschnitt 2.4 Renormierungstheorie
der QED). In den darauffolgenden Jahren wurde eine grandiose und spektakulére Uberein-
stimmung zwischen Theorie und verschiedensten Experimenten festgestellt und die QED
wird deshalb bis heute als die am besten getestete Theorie angesehen. Als Beispiel sei der
g-Faktor eines freien Elektrons genannt, welcher den Spin und das magnetische Moment des
Elektrons verkniipft. Nach der Dirac-Theorie ist dieser Wert ggee = 2. Die Wechselwirkung

des freien Elektrons mit dem elektromagnetischen Strahlungsfeld des Vakuums veréndert
jedoch diesen Wert:

gfee = 221159652 188.4(4.3) x 107*? (Experiment [8])

Ofee = 2-+2x1159 652 216.0(1.2)(67.8) x 10™** (Theorie [9]) (1.1)

(Die angegebene Ungenauigkeit in der 2. Klammer resultiert aus der Ungenauigkeit der in
[9] verwendeten Kopplungskonstanten o [10].) Die in (1.1) dargelegten Werte des g~Faktors
stellen eine exzellente Uberemstlmmung der QED mit dem Experiment dar, und sie gelten
derzeit als eine der genauesten Uberpriifungen in der Physik iiberhaupt.

Als eine weitere Grofe sei die klassische Lamb~Verschiebung in Wasserstoff genannt:

A(2s1y2 — 2pyyz) = 1057.844(3) MHz (Experiment [11])

A(2sy/2 — 2pyyg) = 1057.839(4)(4) MHz (Theorie [12]) (1.2)
Auch hier kann eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment festge-
stellt werden.

Jedoch betrafen diese und andere Untersuchungen der QED zunachst nur atomare Syste-
me mit kleiner Kernladungszahl (Z < 10). Ungeachtet dieser grofartigen Erfolge der QED
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in Systemen mit schwachen externen elektromagnetischen Feldern muss festgestellt werden,
daf die Vorraussagen der Theorie viel weniger im Grenzfall extrem starker Felder unter-
sucht wurden (siehe dazu auch die Ubersichtsartikel [14, 15, 16] und den exzellenten Review
[24]). Jedoch ist die Untersuchung der Bereiche starker Felder in mehrfacher Hinsicht sehr
wesentlich. So demonstrierte z.B. eine Untersuchung in [17], daB m&gliche nichtlineare Er-
weiterungen der Lagrangedichte der QED besonders deutlich durch Prézisionsmessungen
der Ubergangsenergien in sehr schweren atomaren Systemen (Z > 50) sichtbar werden.
Insbesondere Ein-Elektronen—Systeme eignen sich offensichtlich besonders fiir solche Un-
tersuchungen, denn dann ist es nicht notwendig, die komplizierten Wechselwirkungen der
einzelnen Elektronen untereinander zu beriicksichtigen. Solche einfachen atomaren Systeme
mit starken elektromagnetischen Feldern kénnen erhalten werden, indem mit Ausnahme ei-
nes einzigen Elektrons alle anderen Elektronen eines Flements mit hoher Kernladungszahl Z
entfernt werden (fiir experimentelle Details s. z.B. [19]). Man bekommt somit ein sogenann-
tes Ein—Elektronen—System, an dem nun die Ubergangsenergien der einzelnen Energieniveaus
gemessen und mit den Vorraussagen der Theorie verglichen werden. Heute werden in diesem
Zusammenang alle Abweichungen von den Energieniveaus der Dirac-Theorie allgemein als
Lamb-Verschiebung bezeichnet.

Ein anderer Beweggrund zur Untersuchung hoch geladener lonen liegt in den enormen
Feldstérken dieser Systeme. In wasserstoffartigem Uran z.B. betragt die Stirke des elek-
tromagnetischen Feldes, welches ein 1s-Elektron spiirt, ungefihr |E| =~ 2 x 10'® V/cm.
Diese Feldstirke liegt um sechs Grofenordnungen iiber der elektrischen Feldstirke eines
Wasserstoffatoms. Es ist deshalb klar, dafl in extrem starken elektromagnetischen Feldern
die Giiltigkeit der "normalen” Atomphysik, welche fiir atomare Systeme mit kleiner Kernla-
dungszah] ihre Vorhersagekraft iiberzeugend demonstrierte, hinterfragt werden muss. Da zu-
dem die QED die fundamentale Wechselwirkung zwischen allen elektrisch geladenen Teilchen
beschreibt, ist sie als ein Eckpfeiler der heutigen Physik anzusehen und die Untersuchung
ihres allgemeinen Giiltigkeitsbereiches einschliefilich der Renormierungstheorie ist deshalb
von grundlegender Bedeutung.

Es sollte jedoch darauf verwiesen werden, daf sich bei weitem nicht alle atomaren Systeme
fiir Messungen der Lamb-Verschiebung in starken Feldern besonders eignen. Eine Bedingung
ist zunichst an die Kernladungszahl Z zu stellen, welche mdglichst groe Werte annehmen
sollte. Demnach wire vom Standpunkt des experimentellen Aufwandes das Uransystem als
geeignetster Kandidat anzusehen, da alle Trans-Urane zwar hohere Kernladungszahlen Z
besitzen, jedoch kiinstlich erzeugt werden miissten und zudem eine hohere Zerfallswahr-
scheinlichkeit aufweisen. Eine weitere Einschrinkung ergibt sich aus den Unsicherheiten der
nuklearen Freiheitsgrade. Der Atomkern stellt ein kompliziertes Vielteilchen—System dar,
welches aus vielen Nukleonen aufgebaut ist. Die Beschreibung der Dynamik dieser Nukleo-
nen fiihrt {iber die Theorie der QED hinaus und kann nur modellmaBig erfafit werden, da
Vielteilchensysteme nicht exakt gelost werden kénnen. Diese Unsicherheiten setzen demnach
eine Grenze fiir Tests der QED. Fiir das Uransystem z.B. liegt diese Grenze bei - 0.1 eV fiir
den 1s—Zustand, d.h. ab dieser Genauigkeit in der Bestimmung der 1s-Lamb-Verschiebung
wird der Bereich reiner QED-Tests verlassen, und man beginnt, die intrinsische Kerndynamik
und Kernstruktur zu erkunden [20]. Deshalb wird man bestrebt sein, méglichst Atomkerne
mit einfacher Struktur fir Messungen der Lamb-Verschiebung auszuwihlen, in denen die
Ungenauigkeiten der Kernmodelle am geringsten sind. Dies trifft insbesondere fiir Kerne
mit gerader Nukleonenzahl zu [18]. Desweiteren sollten die betrachteten Atomkerne keine
energetisch tief liegenden Anregungen (z.B. Rotations— oder Vibrationszustinde) besitzen,
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da die Beschreibung dieser Kernanregung selbstverstandlich im Rahmen der Kernmodelle
erfolgt und somit wieder die Genauigkeit der theoretischen Vorhersagen der reinen QED ne-
gativ beeinflussen. Solch ein System mit nur schwer anzuregenden Kernzusténden stellt der
Bleikern dar, welches somit neben dem Uransystem als ein weiteres sehr geeignetes atomares
System fiir reine QED—Effekte erscheint. Beide Systeme sind deshalb ein zentrales Untersu-
chungsobjekt der heutigen Atomphysik und werden in der vorliegenden Arbeit betrachtet.

1.2 Einordnung und Ziele der Arbeit

Vom theoretischen Standpunkt aus ergibt sich in Untersuchungen im Limes hoher Kern-
ladungszahl Z unmittelbar folgende Problematik. In schweren Atomen mit hoher Kernla-
dungszahl Z stellt die Kopplungskonstante Za — 1 offenbar keine kleine Gré8e mehr dar
(fiir das Uransystem gilt beispielsweise Za = 0.6), und deshalb sind die bisherigen stérungs-
theoretischen Methoden nicht unmittelbar anwendbar. Die adiquate Beschreibung solcher
Systeme erfolgt durch das sogenannte Furry-Bild der QED. In diesem Bild werden die freien
Elektronenpropagatoren durch volle Elektronenpropagatoren ausgedriickt, welche die Wech-
selwirkung virtueller Elektronen und Positronen mit dem starken Kernfeld bereits exakt,
d.h. in allen Ordnungen in Za nichtstérungstheoretisch beriicksichtigen. Dies verkompli-
ziert jedoch betréchtlich die Berechnungsmethoden, und darin ist auch der Hauptgrund zu
suchen, warum die QED im Limes starker Felder sich eigentlich bis in die achziger Jah-
re hinein einer theoretischen Untersuchung entzog. Durch den Fortschritt der theoretischen
und numerischen Methoden sind die Strahlungskorrekturen der QED zu den Energieniveaus
der Dirac-Theorie fiir hochgeladene Ionen heute Gegenstand zahlreicher Untersuchungen. In
dem Abschnitt iiber die Strahlungskorrekturen wird darauf im Detail eingegangen. An dieser
Stelle sei nur soviel erwéhnt, daf die Berechnung der Diagramme in 1. Ordnung St6rungs-
theorie zumindest bei dem heutigen Stand der experimentellen Genauigkeit der Messung der
Lamb—Verschiebung (13 eV fiir 1s,/,-Zustand in wasserstoffartigem Uran) als abgeschlos-
sen betrachtet werden kann. Der Fortschritt im experimentellen Bereich 148t jedoch in sehr
naher Zukunkt schon Genauigkeiten bis hin zu £1 eV oder gar £0.1 eV erwarten. Deshalb
ist es notwendig, QED-Korrekturen bis zur Ordnung o? zu beriicksichtigen. Bisher konnten
jedoch nicht alle Beitrige exakt in Zo und in 2. Ordnung Storungstheorie berechnet werden.
Insbesondere die Unkenntniss des Beitrags der Zwei-Photonen—Selbstenergie stellte sich da-
bei als die groBte Ungenauigkeit in der Berechnung der Lamb—Verschiebung heraus. In dieser
Arbeit wurde deshalb erstmalig der vollstindige Beitrag der Zwei-Photonen—Selbstenergie
zur Lamb—Verschiebung in den wichtigsten wasserstoffartigen Systemen Uran und Blei un-
tersucht. Die Arbeit untergliedert sich folgendermafen:

Nach einer Bereitstellung der theoretischen Grundlagen folgt die Herleitung des renormierten
Ausdrucks der Zwei-Photonen—Selbstenergie. In einem anschlieBendem Teil wird auf die nu-
merische Auswertung einschlieBlich einem Vergleich der erhaltenen theoretischen Ergebnisse
mit experimentellen Resultaten eingegangen. Schliefllich werden in zwei anschlieBenden Tei-
len auch renormierte Ausdriicke der bisher nur in Uehlingnéherung berechneten Diagramme

der Zwei~Photonen—Vakuumpolarisation und der Selbstenergie-Vakuumpolarisation erstma-
lig hergeleitet. Die Schwerpunkte dieser Arbeit sind:

1. Anwendung der BPHZ~Renormierung auf die Zwei-Photonen—Selbstenergie und Un-
tersuchung des Infrarotverhaltens des renormierten Ausdrucks
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2. Auswertung des Beitrags der Zwei—Photonen-Selbstenergie zur Lamb—Verschiebung
des lsy/;—Grundzustandes fiir wasserstoffartiges Uran und Blei.

3. Herleitung eines renormierten Ausdrucks der Zwei—Photonen—Vakuumpolarisation

4. Renormierung der Selbstenergie~Vakuumpolarisation und Betrachtung der Eichinvari-
anz

Einheitensystem:

In dieser Arbeit werden die natiirlichen Einheiten A = m, = ¢ = 1 und ¢ = po = 1

(Heaviside-Lorentz~System) verwenzdet. In diesen Einheiten gilt fiir die elektromagnetische
62 [

Kopplungskonstante o = ol g el 1—3—7%0—36.

Eine Ausnahme bildet der Abschnitt 2.4.1 Einleitung zur Renormierungstheorie, in welchem

zur besseren Klarheit alle Konstanten und ihre physikalischen Werte explizit notiert werden.

Desweiteren werden die atomaren Einheiten (a.u.) i = m, = e = 1 und € = po = 1
(Heaviside~Lorentz~System) im Abschnitt 4.5 Die numerischen Resultate zur Zwei-Photonen—
Selbstenergie verwendet. In diesen Einheiten gilt dann 4wc = 137.036.



2  Theoretisch-Physikalische
Grundlagen

Wir haben keinen Grund zu der Annahme, dafl die
Naturgesetze menschliche Erfindungen sind. Was sie
aber genau sind, wissen wir nicht.

Henning Genz (geb. 1938)

2.1 Quantenelektrodynamik im Furry-Bild

Die Wechselwirkung zwischen dem quantisierten elektromagnetischen Feld A(z) und dem
quantisierten Dirac—Feld \i'(x) wird durch die spinorielle Quantenelektrodynamik (QED)
beschrieben. Eines der wesentlichen Ziele der QED ist es, Systeme zu betrachten, in de-
nen sich die Dirac-Teilchen im Hintergrund eines klassischen externen elektromagnetischen
Feldes A%*(z) bewegen, dessen Ursache beliebige &dufiere Quellstrdme jf,(x) sind. Hier wer-
den zunichst in voller Allgemeinheit die externen Stréme noch nicht als klassische Strome,
und die externen Felder dementsprechend noch nicht als klassische Felder angenommen. Die
relativistische Theorie ist dann definiert iiber die Lagrangedichte

L =N [ﬁf—(m)(ify”an — ev*Au(z) —m)¥(z) — zll-ﬁ‘u,,(cc)ﬁ'“"(:c)]

+ IV [-560 4,00 - (@) Aulo)] (21)

wobei aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die explizite Notation der Diracindizes in den
Dirac—Feldoperatoren ¥(z) und in den Dirac-Matrizen +, verzichtet sei.

In die obige Lagragedichte wurde der Normalordnungs—Operator N von Beginn an eingefiigt,
welcher immer im weiter unten dargelegten S-Matrix-Formalismus zu verstehen ist. Er ord-
net alle Operatoren so an, daf die Vernichtungsoperatoren rechts von den Erzeugungsope-
ratoren stehen. X X

Der Feldstirkeoperator ist definiert als £, (z) = 8,4,(z) —8,A,(z). Es soll nicht unerwihnt
bleiben, daB der fiir die Quantisierung notwendige Eichfixierungsterm 1 (&7“1—1,,(.'1:))2 seinen
Ursprung bereits bei E. Fermi [5] findet.

In der Dichte £ sind in Verallgemeinerung zur freien QED zusétzliche duflere quantisierte
elektromagnetische Qellstrdme 7%, (z) aufgenommen wurden, und dieser Fall wird auch als
Bound-State-QED bezeichnet. Diese Quellstréme kénnen zunichst ganz allgemeine Struktur
haben.

Man kénnte nun geneigt sein, aus (2.1) die Hamilton—Operatoren in Wechselwirkungsdarstel-
lung abzuleiten und mit Hilfe des Wick’schen Theorems zur Feynmanschen Diagrammtechnik
zu gelangen. Solch ein direkter stérungstheoretischer Zugang ist jedoch nicht gangbar, wenn
das duBere Feld, hervorgerufen durch die duBeren Quellstréme, keine kleine Stérung darstellt
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und insbesondere, wenn es fiir die Quantenteilchen gebundene Zustéinde in diesem dufieren
Hintergrundfeld A%%(z) gibt. Deshalb ist es notwendig, ein nichtstorungstheoretisches Ver-
fahren bereltzustellen, welches diese Wechselwirkung mit dem Hintergrundfeld von Anfang
an beriicksichtigt. Die theoretische Grundlage dazu liefert das Furry-Bild der QED [21],
welches direkt aus (2.1) hergeleitet werden kann. Das Furry-Bild der QED umfasst die fol-
genden Problemkreise:

1. externe Feldndherung

2. Lésung der Dirac-Gleichung mit Coulomb-Potential
3. Konstruktion des gebundenen Elektronenpropagators
4. Konstruktion des Photonenpropagators

In diesem Kapitel sollen diese theoretischen Grundlagen bereitgestellt und im einzelnen
erlautert werden.

2.1.1 Externe Feldndherung

Wir betrachten hier den Fall eines #ufleren Quellstromes, dessen Ursache der Atomkern
ist. Die quantenmechanischen Fluktuationen sind umgekehrt proportional zur Masse der
Quantenfelder. Deshalb ist im Falle eines Atomkerns, dessen Masse um GroéBenordnungen
schwerer als die Masse der Dirac-Teilchen ist, die ezterne Feldndherung anwendbar. In der
externen Feldniherung wird die Quantennatur des Quellstromes 75 () vernachlissigt, d.h.
als c-Zahl betrachtet. Das dufere elektromagnetische Feld wird deshalb ebenfalls ein c—Zahl-
Feld Ae"t(:v) und das gesamte elektromagnetische Feld spaltet sich dann in diesen c-Zahl-
Anteil und einen zweitquantisierten, sogenannten Strahlungsanteil auf:

3fm($) — ngt(w)

At(z) = Abu() + Aly(z) - (2.2)

Es ist klar, daBl eine Quelle des elektromagnetischen Feldes natiirlich auch das zweitquanti-
sierte Dirac-Feld ist, so daB dieser zweitquantisierte Strahlungsanteil in (2.2) auftritt.

Der klassische Quellstrom—Vierervektor jii(z) = (Pext(2), Jexs(%)) Vereinfacht sich im Ru-
hesystem des Atomkerns zu einer zeitunabhéngigen externen Ladungsdichte pex(r). Die
Ladungsdichte eines Atomkerns erzeugt entsprechend ein Coulomb-Potential V (), in des-

sen Feld sich nun die Elektronen bewegen und der Vierervektor des klassischen Anteils vom
elektromagnetischen Feld lautet damit '

edoa(z) = (V(r),0,0,0) (2.3)

Z.usammen mit der externen Feldniherung (2.2) gewinnt man also aus der obigen Lagrange-
dichte jetzt den Hamilton—Operator zu (mit z = (¢, 7))

E{QED — ﬁ?ﬂaﬁ + E[{l,’hoton + -FIint ,
GPme = [&r N [#()(iaV + 5+ V() ¥(2)]
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g = [ #r W[0,A@)(0" A4 (@) + L Ap(a)94(8, 4% (2))
(A (@) BoAi(@)) + 50(8, A" (@)Y
Hpe = —e / &r I [§(2)o* A24(2) B(2)] - (2.4)

Diese Hamilton—Operatoren stellen die QED in der externen Feldniherung dar. Die Auf-
spaltung des Feldes A,(z) (2.2) in einen klassischen c-Zahl-Anteil und einem zweitquant;i-
sierten Anteil muss prinzipiell auch im Feldstérkeoperator F,W(a:) der Lagragedichte (2.1)
vorgenommen werden. Die sich daraus ergebende Wechselwirkung zwischem dem exter-
nen Hintergrundfeld AS*(z) und dem quantlslerten Strahlungsfeld A’rad wurde nicht in
den Wechselwirkungs—-Hamilton—-Operator Hmt in (2.4) aufgenommen, da die Anderung der
Lamb-Verschiebung durch den Einfluss des Strahlungsfeldes auf das Hintergrundfeld als ver-
nachliBigbar klein vorrausgesetzt werden kann.

Die Losungen der entsprechenden Eigenwert—Gleichungen sind Hilbertzustéinde im Schrédin-
ger-Bild und werden als |Uschrsdinger) bezeichnet. Es erweist sich jedoch als sehr zweckmiBig,
in das sogenannte Furry-Bild zu transformieren. Im Furry-Bild werden neue Zustandsraum-
vektoren eingefiihrt, welche mit den Zustinden des Schrédinger—Bildes durch die Transfor-
mation

l-lI,Furry) — ei(ﬁ?irac+ﬁ5 hoton)t,\psahrﬁdinger> (2. 5)

zusammenhingen. Da die Erwartungswerte der Operatoren bildunabhingig sein miissen,
folgt daraus, daB die (zeitunabhingigen) Operatoren Q(r) des Schrédinger-Bildes, insbe-
sondere also auch die Hamilton—Operatoren und Feldoperatoren, sich folgendermafien trans-
formieren:

éFurry(t, r) - ei(ﬁ(]))irac_l_gghoton)to"(T)e,i(ﬁé)irac+ﬁ(}”hoton)t 7 (2.6)

d.h. alle Zustinde und Operatoren (mit Ausnahme natiirlich von HP™° 4 HE hoton) werden
zeitabhingig. Somit ist das Furry-Bild ein spezielles Wechselwirkungs-Bild der QED. Ein
beliebiges Quantensystem wird also im Furry-Bild durch die Zustinde {2.5) beschrieben,
welche der Bewegungsgleichung

z‘i l ‘PFuny} Hig Fum'(t "') , \I’Fun"y> (2'7)

unterliegen. Die verbleibende Wechselwirkung der Diracfelder mit dem zweitquantisierten
Strahlungsfeld Amd(:c) wird stérungstheoretisch behandelt. Im Folgenden wird ab jetzt im-
mer Afj‘d(m) = A,(z) gesetzt. Ebenso wird in dieser Arbeit, mit Ausnahme des Abschnitts
der Zwei-Zeiten—Greenfunktions—Methode (in welchem jedoch explizit auf die verwendeten
Bilder hingewiesen wird), immer das Furry-Bild verwendet, so dafi es sinnvoll erscheint, fiir
alle Operatoren Opyny (2, 7) = O(t, ) zu setzen.

2.1.2 L&sung der Dirac—Gleichung im Coulomb-Potential

Ein wichtiger Punkt im Furry-Bild der QED stellt die Lésung der Dirac~Gleichung in ej-
nem sphirisch symmetrischen Potential V{(r} = V(r) dar, welches im Folgenden immer als
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Coulomb—Potential bezeichnet werden soll. Die Ein—Teilchen—Dirac—Gleichung fiir die Wel-
lenfunktion

U(z) = p(r) e (2.8)
lautet entsprechend (2.4):

(—iaV 4+ + V(r)) e(r) = Ep(r) . (2.9)
Das Energiespektrum dieses Hamilton—Operators besteht aus einem diskreten Spektrum,

welches die gebundenen Zustinde, und einem kontinuierlichen Spektrum, welches die un-
gebundenen Zusténde beschreibt (s. Abbildung 2.1). Die mit dem Hamilton—Operator (2.9)

AE

, kontinuierliches
/ / / / / o posi
41 forpositive Energien

Ll
TTH

E Spektrum mit
A 1 unendlich vielen
EG gebundenen Zusténden
0

-1 kontinuierliches
SN S Speldrum

fur negative Energien

Abbildung 2.1: Das Spektrum der Diracgleichung der gebundenen und ungebundenen
Ziustdnde

vertauschbaren Operatoren sind (neben dem Paritats—Operator P, welcher ebenfalls mit dem
Hamilton—Operator vertauscht) gegeben durch [22]

J =L+ -;—o' Gesamtdrehimpuls-Operator ,
K = B(¥L+1) Dirac-Operator .
(2.10)

Die Operatoren H, K,J?,J, vertauschen untereinander und man kann deshalb Wellenfunk-
tionen konstruieren, welche alle gleichzeitig Eigenfunktionen dieser Operatoren mit den Ei-
genwerten E, —k,j(j + 1) und p sind. Die Losungen von (2.9) in sphirischen Koordinaten
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lauten in expliziter Darstellung [23] sowohl fiir die Zustinde des diskreten als auch fiir die
Zustédnde des kontinuierlichen Spektrums

F(r) x40, ¢)
P (T) = . (2.11)
1G(r) x2x(0, )

Durch Herausziehen der imaginare Einheit ¢ wird erreicht, daB die radiale Komponente G(r)
eine reelle Funktion ist. (8, ¢) ist die zweikomponentige Spinwinkelfunktion

£ [k+L—p
A bt 69

X4(0,4) = : (212)

K+ 3+ p
Tanr1 Jertiebert(0:9)
wobei Y, FETE RSt (0,¢) die Kugelfunktionen sind. Der Ausdruck der Spinwinkelfunktion
x% (0, $) kann aus (2.12) in einfacher Weise durch Umkehrung des Vorzeichens in jedem &

erhalten werden.
Nicht unerwihnt bleiben soll die folgende wichtige Beziehung [22] zwischen der sogenannten

relativistischen Quantenzahl k, der Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses 5 und der Bahn-
drehimpulsquantenzahl { (vergl. mit (2.48)):

o1 , 1
K = ]+§ fir j=10l—-2-,

1 1
= - ] - i | = l - . .
K (] + 2) fir j=10+ 5 (2.13)

Das bedeutet, dal die Quantenzahlen x und j nicht unabhéngig voneinander sind. Zudem
erlauben diese Beziehungen, von der relativistischen Klassifikation n, &,y zur sogenannten
spektroskopischen Notation n,l, v zu wechseln.

Die radialen Komponenten F(r) und G(r) erfiillen die gekoppelte Differentialgleichung

1d
1+ V(r) - E, A N Y ()
1d  w rdr.r =0. (2.14)
;:1;7‘ + ; -1 + V(T’) — En G(’r‘)

Im Weiteren wird nur der spezielle Fall eines punktformigen Coulomb-Potentials relevant
sein, da in der vorliegenden Arbeit ausschlieBlich nur dieser Spezialfall benétigt wird (fiir
kugelsymmetrische, ausgedehnte Atomkerne sei auf [24] und die darin enthaltenen Referenzen
verwiesen). Die radialen Komponenten fiir die Zustdnde des diskreten Spektrums lauten

Fon(r) = VIO + Bnp) X0 (G5 + Cf) (2ar)™H-1emer
m=0
Golr) = ~VEI = En) 3 (CF) = C§™) (2arym -t . (2.15)
m==0

Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen verwendet

=7 =+/(Kk%2—~2 n.=n—|k = d . .
y=Za, A ( 7)) l!a a@ \Knr-}-)\)z-i-")" (216)
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Der Energieeigenwert 188t sich schreiben als
x=VvV1—a?>0, dh E,.=E,...,1, (2.17)

wobel der gebundene Zustand mit der niedrigsten Energie als Eg = E1,-1 bezeichnet wurde.
Der Normierungsfaktor N folgt aus der Normierungsbedingung der radialen Komponenten

/ (F2 +G2)rtdr=1 (2.18)
zu
2a° T(2A+1+n,)
N = . . 2.19
70— #a) DA + DPT(, + 1 (219)
Die Koeffizienten O,-(m) lassen sich rekursiv iiber die Beziehung
cO — _p o, gy mElom (m)
! ! (m+22+)(m+1) "’
c® = Y_ . g m =N cim 2.20
? a 2 (m+22+1)(m+1) * (2.20)
bestimmen.

SchlieBlich soll auch kurz auf das kontinuierliche Spektrum der Dirac-Gleichung eingegan-
gen werden, welches die Streuzustinde im Coulomb—Potential beschreibt. Entsprechend der
Abbildung 2.1 gilt fiir die Energien der Zustinde des kontinuierlichen Spektrums

E £ -1,

E > +1. (2.21)

Die Energie eines Zustandes des kontinuierlichen Spektrums ist demnach einfach eine Va-
riable £ und hingt nicht mehr von den Quantenzahlen n, x,u ab. Die Winkelabhéngigkeit
der Zustande des kontinuierlichen Spektrums ist wieder durch die Spinwinkelfunktion (2.12)
gegeben. Die radialen Komponenten F, G sind Funktionen von  und der kontinuierlich ver-
teilten Energie E, d.h. Fg . G - Eine iibersichtliche und explizite Darstellung der radialen
Komponenten des kontinuierlichen Spektrums findet sich z.B. in [22, 32, 66]. Es ist in die-
sem Zusammenhang interessant festzustellen, daf es vom theoretischen Standpunkt aus nicht
notwendig ist, die radialen Komponenten des kontinuierlichen Spektrums neu zu berechnen,
denn sie konnen prinzipiell, unter Verwendung der Normierung der Wellenfunktion

/ &1 Ol u(1:0,0) 05 u(r, 0, $) = 6(E' — E) (2.22)

und einem entsprechenden Phasenfaktor, aus den radialen Komponenten (2.15) des diskreten
Spektrums durch die Substitutionen

E.. — E,
Ty - iiﬂ_ — A
vVER 1 T
i—F — —ivVE -1 ,
7 = —islVEEDT (2.23)

gewonnen werden [32]. Dagu ist es zweckmiBig, die radialen Losungen (2.15) vor dieser
Substitution durch die konfluenten hypergeometmschen Funktionen F'(a, 8, z) auszudriicken.

Es sei jedoch erwshnt, daf sich solch eine Substitution in numerischen Rechnungen als nicht
praktikabel erweist.
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2.1.3 Der gebundene Elektronenpropagator in sphéarischen
Koordinaten

Ein zentraler Punkt im Furry-Bild der QED stellt die Herleitung des gebundenen Elek-
tronenpropagators dar [21]. Der gebundene Elektronenpropagator beschreibt ein virtuelles
Elektron/Positron, welches sich im Coulomb-Potential des Atomkerns bewegt. Er ist fiir
die Untersuchung der Eigenschaften von gebundenen Zustinden erforderlich, speziell fiir
die Berechnung der Energieniveaus dieser gebundenen Zustinde unter Beriicksichtigung der
QED-Strahlungskorrekturen. Im Furry-Bild werden die fermionischen Feldoperatoren nach
dem vollstandigen Funktionensystem (2.11) entwickelt

U(t,7) = Y dops(r) e Bt 4 3 blo(r) Bt

E;>0 E;<0
e, r) = Y alol(r) P04 3 bypl(r) e Bet | (2.24)
E:>0 E.<0

wobei s fiir alle drei Quantenzahlen n, , u steht. Die Operatoren &, bzw. al vernichten bzw.
erzeugen Elektronen, und die Operatoren b, bzw. b“ vernichten bzw. erzeugen Positronen.
Sie gehorchen den fermionischen Vertauschungsrelatlonen

{&57&1"} = Js,s’ ) {&s: &s’} =0 s I, AZ, =0 .

{680} =600, {bsbs}=0 , {88}, (2.25)
wobei {, } den Antikommutator bezeichnet. Das Vakuum ist definiert als
a0y =0 , bJoy=0, (2.26)

d.h. das Vakuum im Furry-Bild enthilt keine Elektronen bzw. Positronen des kontinuierli-
chen oder des diskreten Spektrums. Die Zeitentwicklung der Feldoperatoren in (2.24) wird
durch den Hamilton-Operator AP aus (2.4) bestimmt. Dieser Hamilton-Operator enthalt
nur einen Anteil (ndmlich den c~Zahl—Ante11) der vollen Wechselwirkung und deshalb kann
das Furry-Bild als eine spezielle Variante des Wechselwirkungs-Bildes der QED angesehen
werden.

Jetzt soll der gebundene Elektronenpropagator hergeleitet werden. Da das statische dufiere
Feld des Atomkerns die Homogenitiat des Raumes zerstort, wird der volle Elektronenpropa-
gator nicht mehr von der Differenz der Ortskoordinaten sondern explizit von beiden Ortsko-
ordinaten abhéngen. Er ist zunichst in gewohnter Weise definiert als Vakuumerwartungswert
des zeitgeordneten Produkts

Sty — tay 71, 79) = (O W(ty, 1) (45, 72)]0) (2.27)
mit dem Wick’schen Zeitordnungsoperator

%(ij,fi)‘iﬁ(izafg) fiir t1 > 1y }

T @(tl,fl)‘iﬁ(iz,fz) = {
—‘Pi(tg, 1'2)‘1’(11,?‘1) fiir &, >4
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_ Das direkte Einsetzen von (2.24) in (2.27) unter Verwendung der Vertauschungsrelationen
(2.25) ergibt

+ .
iSF(t — t2,71,72) = O(t —12) Z e—iEn’”(tl—tz)Son,mu("l)9011,5,;;("’2)

Tyl

—O(tz — ) Z eiE"’”(tl_tz)‘Pn,ﬂ,u("'l)‘PL,n,u(""2) (2.29)

TR

mit der Schrittfunktion

1 fir z>0
®(m)={ 1/2 fir z=0 } . (2.30)

0 fir z<0

Dieser Ausdruck fiir den vollen Elektronenpropagator 188t sich schreiben als
TdE _,
Sp(ty —t2,71,72) = —Q;T—G_E(t"t’)SF(E, T1,72) , (2.31)

-0

wobei der beziiglich der Zeit fouriertransformierte gebundene Elektronenpropagator lautet

Prs u("'l)‘PZz. K “(rz)
SF(E,Tl,’I'z) = s L . (2.32)
n%p- E - Eﬂ,ﬂ(l - 26)

Die Summe geht dabei iiber das gesamte kontinuierliche und diskrete Diracspektrum. Es ist
nicht schwierig zu zeigen, daf die direkte Integration in der komplexen E-Ebene unmittelbar
zuriick auf (2.29) fihrt.

In der Bound-State-QED gibt es jedoch eine weitere Besonderheit. Im Gegensatz zur frei-
en QED ist es namlich notwendig, den speziellen Fall eines Vakuumerwartungswertes, in
welchem die Feldoperatoren des Dirac-Feldes zum selben Raum-Zeit—Argument gehéren,
zu untersuchen. Dieser Fall tritt nur bei der Vakuumpolarisation in der Bound-State—~QED
auf. In der freien QED verschwindet der entsprechende Term aufgrund des Furry~Theorems,

und es ist deshalb nicht notwendig ihn dort zu untersuchen. Dieser sogenannte Gleichzeit—
Elektronenpropagator lautet

iSp(t, ) = (0|7 ¥(z,»)¥i(¢,r)j0) . (2.33)
Fiir diesen speziellen Fall gleicher Zeiten ist die Wick’sche Zeitordnung (2.28) definiert als

T O, r) 0@, r) = % (\if(t,'r)\iﬂ‘(t,r) — \ilf(t,r)\il(t,r)) . (2.34)
Dieser spezielle Fall der Wick’schen Zeitordnung liefert anstelle von (2.29)

$59(0,7) = 5 3 g0(Bne) () (7 (2:35)

und in Analogie zu (2.32), wobei die obige Fouriertransformation dabei als Limes ¢; — ¢,

zu verstehen ist, erhélt man fiir diesen speziellen Fall des Elektronenpropagators in Orts—
Energie-Darstellung,

San:"‘#(r)(lp;}; £ (T)
S E = i Fak ] od .
F( ’T) n%,:,u E— En,n(l - 26) (236)
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Schliefllich sei noch auf eine andere wichtige explizite Darstellung des vollen Elektronenpropa-
gators in sphérischen Koordinaten verwiesen. Der volle Elektronenpropagator Sg(E,ry, 7,)
ist gerade die Greensche Funktion, welche der Differentialgleichung

(AP — E)Sp(E,r1,75) = 63(ry — 73) (2.37)

mit dem Dirac-Hamilton-Operator (2.4) geniigt. Durch die Gleichungen (2.32) und (2.11)
kann der folgende Ansatz fiir den vollen Elektronenpropagator gemacht werden:

Gflc,l(Evrla"'Z) ﬂ';,l G}tz(E) 7’1,7’2) 71.'1€2 )
3

Sp(E,r1,73) =) ( (2.38)

Gil(E, 71, 7‘2) 7",31 Giz(E, T, 7‘2) 7"22

wobei die Funktionen 7rfj als Summe iiber die weiter oben eingefiithrten Spinwinkelfunktionen
(2.12) folgendermafien definiert sind:

ml = ZXﬁWl,Sﬁ) x4 1(62,02) ; T =) xh(01, 1) X’i,‘:(Gz,gag) ]
m M

72 =3 xt e (01,01) X2 (02,600) 5 72 = D XEk(01,01) XX (62, 02) - (2.39)
o u

Einsetzen des Ansatzes (2.38) liefert unmittelbar die Bestimmungsgleichung fiir die radialen
Komponenten, welche in Matrixform wie folgt geschrieben werden kann:

1 + V(T]) - E —_ —l——d—rl -+ —K; G,lil(E,T'l,Tz) G}f(E, ’l"l,‘rz) 1
1 d K 1 dry " =1——46(r1 —rq),

——r+— —=14V(n)—FE G (E,r1,ra) G*(E,r1,73) ™72
7y dry ™ (2.40)

wobei 1 die Einheitsmatrix ist. Die Losungen dieser Gleichung lauten explizit fiir den Fall

T < 7ot

Gl (B,r,m) = (1+ E)QIA —v)Muqna(2er1) — (5 — (v/)) Mur(1/2)2(20r1)]
x[(k + (v/©))Wo—q/22(2er2) + War/2)a(2er3)]

G2(E,ri,m3) = ¢Q(A—v)My_/aa(2cr1) — (5 — (1/€)) My i1/2),0(2¢m1))]
X[(k + (7/))Wo—a/m,2(2672) = Wai(1/2),3(2¢r2)]

GH(E,r,13) = ¢Q[A—v)My_yma(2er1) + (5 — (7/€)) My y(1/2),7(2¢71)]
X[(& + (7/€))Wo-/2)2(2er2) + Wor /) 2 (2e72)]

Gl (E,ri,re) = (1~ E)QIA — v)Moeqiynya(2er1) + (£ — (v/¢)) Myr(a/2)0(2er1))]

x[(k + (v/))W-/m) 7 (2e72) — Wor1/2),2(2er2)] 5 (2.41)
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wobei M, g(z) und Wa,s(z) die Whittakerfunktionen sind [26]. Die Abkiirzungen bedeuten

E
c=vV1—FE? mit Re(c)>0 ; v=-—;
1 (X —v)
= . 2.42
und Q A /T1T2(462’I"1T2) F(]L + 2)\) ( )

Die Grofien A und ~ wurden schon oben in (2.16) definiert. Der andere Fall ry > r; 188t sich
aus den Symmetrierelationen

Gﬁl(E, T1,Tg) = G,lcl(EaT%"l) ’
G,I;Z(Ea T1, 7'2) = Gil(E’rzarl) s
G,zgl(Earla TZ) = G,lgz(EfrZ)Tl) 3

G(E,r1,15) = GZ2(E,rs,m). (2.43)

erhalten. Eine genauere Beschreibung und weitere grundlegende Eigenschaften dieser radia-
len Green’schen Funktionen findet man z.B. in dem klassischen Paper [27]. Schliefilich sei
noch auf die Polstruktur und die Schnitte des vollen Elektronenpropagators Sg(E,7r1,7,) in
der komplexen E-Ebene eingegangen. Sie ist in der Abbildung 2.2 ersichtlich.

) im(E)

Kontur

Abbildung 2.2: Der volle Elektronenpropagator hat in der komplexen E-Ebene von %1 aus-
gehend entlang der x—Achse bis oo einen Schnitt. Die Pole sind die Energieeigenwerte der

Dirac-Gleichung, s. dazu auch die Abbildung 2.1. Die Energieintegration ist immer entlang
dem dargestellten Kontur zu verstehen.

Der freie Elektronenpropagator Sg(FE, 1 — 73) folgt formal aus dem vollen Elektronenpro-
pagator im Limes Za — 0. Dieser Limes ist aber nicht trivial. Im tibern&chsten Abschnitt

soll deshalb der freie Elektronenpropagator besprochen werden, nachdem die Zustinde der
freien Dirac~Gleichung diskutiert wurden.

2.1.4 Losung der freien Dirac—Gleichung in sphéarischen Koordinaten

Die Betrachtung der Losungen der freien Dirac-Gleichung in sphérischen Koordinaten (r =
(r,0,4)) ist deshalb von Bedeutung, da der spater aus ihnen zu konstruierende freie Elek-
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tronenpropagator ebenso in einer sphirischen Darstellung benétigt wird. Die freie Dirac—
Gleichung lautet

(—iaV + ) ¥(r) = E¥(r). (2.44)

Thre Losungen beschreiben die Bewegung eines freien Elektrons mit Impuls p und in Kugel-
koordinaten sind sie gegeben durch [23]

Fox(pr) xi(0,4) ‘
Yy eu(r) = : (2.45)
G (pr) x2x(0, 9)

Dabei wurde p = |p| definiert und der Index s unterscheidet wieder die Zustinde mit posi-
tiven und negativen Energien, welche gegeben sind durch

+/T¥p? fir s=1
E,, = (2.46)

1+p? fir s=2

Die Spinwinkelfunktionen wurden bereits in (2.12) definiert, und die radialen Komponenten
ergeben sich zu

Bop+1

Fs,n(PT) = W’Esp pjl(pr) )

. . Es -1 .
Gan(pr) = sign(Bsp) sign(x) [ —F— p s(pr) - (2.47)
’ Sp

Der Zusammenhang zwischen [, mit der Quantenzahl « ist dabei definiert zu (vergl. mit
(2.13))

| = |k+1/2]-1/2,

I = |k—1/2|—1/2. (2.48)

Mit diesen Losungen kann nun der freie Elektronenpropagator hergeleitet werden.

2.1.5 Der freie Elektronenpropagator in spharischen Koordinaten

In dieser Arbeit wird der freie Elektronenpropagtor in sphérischen Koordinaten in der Orts-
Energie-Darstellung benétigt. Der freie Elektronenpropagator in spharischen Koordinaten
wurde unter Verwendung der Methode der Greenschen Funktionen in [28] angegeben. Jedoch
soll hier eine direkte Herleitung aus den Losungen der freien Dirac-Gleichung erfolgen.
Dieselben Uberlegungen, welche im Abschnitt 2.1.3. zum vollen Elektronenpropagator in
Orts-Energie-Darstellung fithrten (s. (2.32)), liefern zunéchst fiir den freien Elektronenpro-
pagator

d P Z 7’[)”"’" (1)l su(r2)

Se(Bym1=3) N Ry
=P

I

By 3==]

1 Fsli Fsli
= /deZE E,p(l——iﬁ) ( o ) 3

#£i1 5=1
EX
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wobei in der 2. Zeile bereits die Lésungen der freien Dirac-Gleichung (2.45) eingesetzt wur-
den. Die Matrixelemente ergeben sich somit zu

Fsl,}: = Fsm(P"l) F;K(Prz) Xﬁ(91,¢1) Xﬁf(az,qbz) )
F2 = iG,u(pr1) Fr(pra) X2e(01, 61) x4 (02,62)
FR = —iF,«(pr1) G .(pra) X2(61,81) x"L.(02, 62)

F2 = G,u(pr1) Goe(pra) x"e(61,61) X(02, 62) - (2.49)

Interessant ist nun, daB sich das Integral iber p direkt analytisch auswerten 148t. Nach

Integration iiber p ergibt sich demnach die Darstellung des freien Elektronenpropagators in
sphirischen Koordinaten fiir (r; > ro) zu:

K

S%(Earl - TZ) = Z (

Gé}K(E,TI,T‘z) ﬂ-il G%J,ZA(E) 71, T‘Z) 7T12
(2.50)

Gg,ln(Ea T1,T‘2) W'2€1 G(zl,zn(Ev T1, 7'2) ﬂ'/zez

mit den radialen Komponenten

Gll, = —i(E+1)VE =1 ji(-rVE* = 1) B (—rpVEF - 1),

G2 = i(E?—1)sign(k) ji(—rVE? — 1) ) (—rpVEZ — 1),

GZ = (E* —1)sign(k) jr(—rVE? — 1) B (—ry/EZ - 1)

G2 = —i(E-WWE —1 ji{(-nVE?—1) ) (~rvE? - 1). (2.51)

Die Spinwinkelfunktionen in (2.50) waren durch (2.39) definiert. Der Fall 1 < 7, ergibt sich
aus den obigen Losungen wieder durch die Relationen (2.43). Die analytische Fortsetzung

der sphéarischen Besselfunktionen und sphirischen Hankelfunktionen erster Art sind gegeben
durch [26]

j;(zei"m) = ei"’"'jz(z) , m=0,1,2,...,

RV (ze¥™) = hV(z), m=0,1,2,.... (2.52)

Schlieflich sei noch folgende Bemerkung angefiigt. Der freie Elektronenpropagator ist wegen
der Translationsinvarianz nur eine Funktion der Differenz der Koordinaten v; — 7, und
der Energie E. Das gilt offensichtlich nicht fiir die einzelnen Summanden in (2.50), jedoch
muss diese Forderung selbstverstindlich fiir die gesamte Summe erfiillt sein. Das ist auch
tatséchlich der Fall. Die Summe iiber « in (2.50) ist analytisch ausfithrbar und lautet [28]:

SUE, vy —75) = Km 1

e—V1-E3|ri—ry]
l"‘l - 7‘21 ""1 - "'2!2

4r|ry — 7o
(2.53)

Jiatrs—ra) 46+ |
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2.1.6 Der Photonenpropagator

Der Photonenpropagator im Furry-Bild unterscheidet sich nicht vom Photonenpropagator
der freien QED. Der Grund liegt darin, daf der Photonenfeldoperator A,(z) mit dem
dritten Summanden im Dirac-Hamilton—Operator HD‘“‘C in (2.4), welcher ja zusammen
mit dem Photon-Hamilton-Operator HEFReton die Zeltentwmklung der Feldoperatoren ent-
sprechend (2.6) bestimmt, vertauscht. Deshalb stimmt der Photonenfeldoperator A,L(:z:) im
Wechselwirkungs—Bild mit dem Photonenfeldoperator im Furry-Bild iiberein. Er ist in fol-
gender Weise als zeitgeordnetes Produkt eines Vakuumerwartungswertes definiert:

iD,, (b1 — ta, 71 — 73) = (O[T AL(t1, 71) Au(t3,72)]0) (2.54)

mit dem Zeitordnungsoperator (fir Bosonen stimmt der Wick’sche mit dem Dyson’schen
Zeitordnungsoperator iiberein):

fi#(tl,"lﬁ)zay(tz,’l’z) fir #; >t
(2.55)

TA#(tl,'l’l)Ay(tz,’l'z) = { R .
Ay(tz,Tz)A#(tl,’I‘l) fiir 11 < i3

Die Quantisierung der Maxwell-Gleichungen ist ein ZuBerst nichtriviales Problem, jedoch
wurde die Quantisierung in vielen Standardlehrbiichern ausfiihrlich erldutert. An dieser Stelle
sei deshalb gleich der Photonenfeldoperator in Feynman—Eichung (d.h. { = 1) angegeben:

u-(t ’I') Z/ dBk[ (k As(k)e—t(Ei—kr +€s*(k) s'l’(k) 1(Et-—k7')] (2.56)

eingegangen. Die Dispersionsrelation fiir Photonen ist Ey = |k|, und €;,(k) ist der Polarisati-
onsvektor. Die transversalen Photonen werden durch die Polarisationsquantenzahl s = 1,2,
die skalaren Photonen durch den Fall s = 0 und die longitudinalen Photonen durch die Quan-
tenzahl s = 3 beschrieben. Die Vernichtungsoperatoren ¢&°(k) und Erzeugungsoperatoren
¢°¥(k) der transversalen, skalaren und longitudinalen Photonen gehorchen der Bosestatistik
und geniigen den folgenden axiomatischen Vertauschungsrelationen:

[as(k)a & T(kl)] =(s 55,5’ Jk,k’ 3

[&(k), & (K)] =0 ; [El(k),&(F)]=0, (2.57)
wobei [,] den Kommutator bezeichnt. Hierbei ist {, = 1 fiir s = 1,2,3 und {, = —1, wenn
s = 0. Das Vakuum ist definiert als

&(k)jo) =0, (2.58)

d.h. es enthilt keine Photonen. Einsetzen des Photonenfeldoperators in die Definition (2.54)
fithrt direkt auf den Photonenpropagator in Feynmaneichung:

T dE Bl Bt —t2)-k(r1—r2)]
Guw / or ) (2r)  E*—K®+ie

(2.59)

D,y (t1 =13, 71— 7T2) = —

Entsprechend dieser Gleichung kann der Photonenpropagator in Energie-Orts-Darstellung
direkt abgelesen werden zu
d3k ez‘k(rl—-rg)

D,,,,(E, Ty 7'2) = ~Gpv (27{)3 B? — k2 Tic . {2.60)
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Abbildung 2.3: Die Verzweigungspunkte und Schnitte des Photonenpropagators in der kom-
plexen E-Ebene. Die Energieintegration wird entlang dem dargestellten Kontur gefiihrt.

Legt man den Vektor 71 — 72 in z-Richtung, so kann dieses Integral im k—~Raum mit Hilfe
der Dirac-Identitat

1 1
— =P Fino(lk|— |E 2.61
k[— |E|Lic  |k|— |E]| (|| —|E]) (2.61)

(P bezeichnet hier den Cauchy’schen Hauptwert des Integrals) nach Einfithrung von sphéri-

schen Koordinaten analytisch ausgefithrt werden und liefert

iV E2+ie|r; —ra|

Gu €
= T . . 2

r2) Ar vy — 7y (2.62)

In der komplexen E-Ebene hat dieser Photonenpropagator wegen der beiden Riemannschen
Blitter der Wurzelfunktion zwei Verzweigungspunkte und zwei Schnitte entsprechend der
Abbildung 2.3. Legt man entsprechend diesen Verzweigungspunkten und Schnitten die Kon-
turen der Energieintegration fest, so kann die ze-~Vorschrift fallen gelassen werden und der
Photonenpropagator (2.62) vereinfacht sich zu

D,_",(E, 1 —

gpll eiEIrl—rzl
Dyu(E,Tl — 7‘2) = Z”Flr—l:;z—[ . (2.63)

Die in der Abbildung 2.3 dargestellte Energiekontur ist gleichzeitig in ﬁbereinstimmung mit

dem geforderten Umlaufen der Pole des gebundenen und freien Elektronenpropagators (s.a.
Abbildung 2.2).
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2.2 Lamb-Verschiebung

Alle Korrekturen zu den Energieniveaus der Dirac-Theorie mit punktférmigen, unendlich
schweren Atomkern werden allgemein als Lamb—Verschiebung betrachtet. Dieser Definition
der Lamb—Verschiebung wird auch in dieser Arbeit gefolgt. Manchmal werden jedoch nur die
reinen Strahlungskorrekturen, d.h. QED-Effekte, in die Definition der Lamb-Verschiebung
einbezogen. Die Korrekturen, welche allein aus der endlichen Kernausdehnung und endlichen
Kernmasse folgen, werden in diesem Fall nicht als Lamb—Verschiebung angesehen.

Mit der S—Matrix lassen sich Streuprobleme berechnen. Sie ist aber zunéchst ungeeignet, um
die Lamb~Verschiebung in gebundenen Quantensystemen zu berechnen. Die entsprechenden
mathematischen Ausdriicke der Energieverschicbungen exakt herzuleiten ist in der Bound-
State-QED ein héchst nichttriviales Problem. Aus diesem Grund sollen in diesem Abschnitt
zwei Methoden fiir die Herleitung der mathematischen Ausdriicke fiir die Lamb~Verschiebung
naher betrachtet werden. Eine Methode ist die Gell-Mann—Low-Sucher—Formel, welche auf
der Methode des adiabatischen Ein— und Ausschaltens der Wechselwirkung beruht. Gerade
durch diesen Mechanismus ist diese Formel jedoch fiir reduzible Diagramme und insbeson-
dere fiir Mehrelektronensysteme mathematisch schwieriger zu handhaben. Eine wesentlich
elegantere Methode beruht auf der Zwei—Zeiten—Green—Funktion, welche diesen Mechanis-

mus nicht verwendet.

2.2.1 Gell-Mann-Low—Theorem

In diesem Abschnitt soll die Gell-Mann-Low—Sucher-Formel betrachtet werden. Eine ge-
nauere Beschreibung ist in vielen Standard-Lehrbiichern enthalten ([31, 32, 33], s.a. [24]).
Sie ist in engem Zusammenhang mit dem Existenzbeweis des adiabatischen Limes (2.73)
zentraler Bestandteil des Gell-Mann-Low—Theorems [34] und gestattet ebenso wie die Me-
thode der Zwei-Zeiten-Green—~Funktion die Herleitung der mathematischen Ausdriicke fiir
die Energieverschiebungen [35]. Thre Herleitung scheint vom physikalischen Standpunkt her
einfacher, jedoch ihre Anwendung ist, zumindest fiir reduzible Diagramme, viel schwieriger
als die Methode der Zwei—Zeiten—Green—Funktion.

Die Formel zur Berechnung der Lamb-Verschiebungen gebundener Systeme bedient sich
des adiabatischen Einschaltens und Auschaltens der Wechselwirkung. Darunter versteht
man das Ersetzen des Wechselwirkungs-Hamilton-Operators (im Furry-Bild) durch einen
Wechselwirkungs—Hamilton—-Operator mit einem zusétzlichen exponentiellen Faktor in der

folgenden Weise
ﬁint(t7 7’) — IA{E, int(ta ’I’) = e_eltlf{int(ta 'l”‘) . (2.64)

und der das Quantensystem beschreibende Gesamt—Hamilton-Operator ist deshalb jetzt
gegeben durch (vergl. mit (2.4)):

ﬁe(i> "') = fIO + ’\ﬁé, int(tvr) ) (265)

wobei die Hilfsgrofle A als eine Art Kopplungskonstante (neben der in ﬁc, mt(t) stecken-
den elektrischen Ladung e) anzusehen ist. Sie ist bei der Herleitung des Ausdruckes fiir die
Energieverschiebung notwendig, und am Ende der Berechnungen wird der Limes A — 1
vollzogen. Mit dieser Ersetzung wird der Storoperator Hiy(t,r) fiir asymptotische Zeiten
t — oo exponentiell geddmpft und fiir endliche Zeiten gelingt ein allmihliches Einschal-
ten und Ausschalten der Wechselwirkung. Es ist dadurch mdglich, divergente Zeitintegrale
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" der S-Matrix zunéichst endlich zu halten. Nach Umsortieren dieser zunéchst endlich gehal-
tenen Divergenzen heben sie sich durch geeignetes Zusammenfassen gegenseitig weg. Es sei
an dieser Stelle angemerkt, daf§ diese Prozedur des Weghebens der Divergenzen nicht in Zu-
sammenhang steht mit der spiter zu behandelnden Renormierungprozedur der QED. Erst
nach Ausfithren aller Rechnungen kann der Limes ¢ — 0 vollzogen werden. Problematisch
ist neben der Nichtkovarianz der Ersetzung (2.64) gerade dieser Limes ¢ — 0, da er sich als
suBerst nichtrivial erweist.
Die Energjeverschiebung ist definiert als die Differenz zwischen den Energieeigenwerten E,
des ungestérten Hamilton-Operators Hy und den Energieeigenwerten des Gesamt—FHamilton—

Operators H(t,7) aus (2.65), d.h. die Energieverschiebung eines Zustandes |n) ist mit ent-
sprechender Normierung gegeben durch

AE. =lim (nlUC,A(OO, 0)[ﬁ0 -+ Af{ﬁ, int(o) — E‘"‘]UE;A(O’ ——oo)ln) (2 66)
"o (nUe, (00, —00)|n) ' '

In dieser Definitionsgleichung fiir die Lamb-Verschiebung erscheint der adiabatische Zeitent-
wicklungsoperator

[0 (2)) = Ut t0) [T (%)) (2.67)

welcher die Zeitentwicklung eines Zustandes beschreibt. Entsprechend (2.7) geniigt dieser
Operator der Differentialgleichung

z——U(t t0) = H. we(t,7)U (L, t0) (2.68)

mit der Randbedingung U (to,%e) = 1. Durch Umformen dieser Differentialgleichung in eine

Integralgleichung, welche durch Iteration 16sbar ist, kann schlieflich die explizite Form des
Zeitentwicklungsoperators

[jﬁ,k(t,to) = 1 + Z( )n /dtlfdtz /dt T c, mt(tl) Hc, mt(tz) He,mt(tn)) (2 69)

n=1

gewonnen werden. T ist wieder der Wick’sche Zeitordnungsoperator. Wegen der Erhaltung
der Norm eines beliebigen quantenmechanischen Zustandes fiir beliebige Zeiten folgt direkt
aus der Definition (2.67) die Unitaritat des Zeitentwicklungsoperators.

Den Limes zu unendlichen Zeiten bezeichnet man als die adiabatische S, x~Matrix

S’E,A = Aek(oo —-OO)
5(0) + 5(1) 1 S(Z)
A 7
- 1+ 557 j dt / dts... / dt B (o (12) By (). Ee (1))
(2.70)

Unter Anwendung der wichtigen Beziehung [34, 35]

iel O

(nlUc,;\(oo, O)UAIU + )\f{c, int(o) - E ] e,}\(o oo)l ) 2 a\ (n’S‘- AI”} (2‘71)
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ergibt sich unmittelbar die Gell-Mann—-Low—Sucher-Formel [34, 35]

. ’LE)\ i(nlS’eA[n)
AE, = lim —-82 021 0
0 D (nlSE,Aln)

A1

(2.72)

Beim Beweis der Gleichung (2.71) wird die Vorraussetzung gemacht, dafi der sogenannte
adiabatische Limes

— Tim [V.(?))
) = IHO (B[, (1))

existiert, wobei |¥,(¢)) ein Eigenzustand des adiabatischen Hamilton-Operators (2.65), |®)
ein Elgenzustand des ungestérten Systems Hy und |¥) ein Eigenzustand des nichtadiabati-
schen, wechselwirkenden Gesamtsystems H(t,7) = Ho + Hi(t, 7) ist.

Schlleﬁhch soll noch die explizite Stérungsentwicklung (unter Verwendung von (2.70)) der
Gell-Mann-Low-Sucher-Gleichung bis zur Ordnung e* betrachtet werden:

(2.73)

A& (n]Sealn) (nSZ Y +2(n|SPn) + 3(n|SD|n) + ...
lim 2A—1"—*° = 5 5 5
a1 (n]Sealn) 14 (n|SE ) + (n|SD|n) + (n|SD|n) + ...

= (n|SPn)
+ (ISP In) - ((nlSPn))?)

+ (3(ulSQIn) — 3(nISK nY(n|STIn) + ((nISFIn))%)

i (4<nts£;?|n> — KISV YIS Dln) — 2((nl 5D )2

T 4((n] D))l Sy — <<nls£3an>>4)

+0(€°) . (2.74)

Es gibt zwei Typen von Matrixelementen, welche unterschieden werden miissen: reduzible
und irreduzible. Ein reduzibles Matrixelement ist definiert als Matrixelement, welches ge-
schrieben werden kann als Produkt von mehreren Matrixelementen niedrigerer Ordnung
der Stérungstheorie. Bei einem irreduziblen Matrixelement ist dies nicht mog)hch Deshalb
sind die Produktterme in (2.74), also z.B. die Terme (n}Sfll |n))? und (nlSE [n)(nlS, m}n)
oﬁens:chthch lmmer reduz1ble Matrixelemente und die reinen Terme, also z.B. die Terme
(n].S’E:l |z) und (n| 61 Dn) sind die irreduziblen Matrixelemente. Jedoch auch diese irredu-
ziblen Matrlxelemente konnen Teile enthalten, welche reduzibel sind. Ein solches Beispiel
wird gerade im Fall der Zwei-Photonen—Selbstenergie auftreten. In diesemn Fall der irre-
duziblen Matrixelemente folgt deshalb unmittelbar aus der Gell-Mann~Low-Sucher-Formel
(2.72) und der Entwicklung (2.74)

AEY hm ° 1 (n)SD s, (2.75)

TLITY,
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wobei [ die Ordnung der Entwicklung nach der Kopplungskonstante e angibt. An dieser Stelle
soll auf einen wichtigen Spezialfall der Gell-Mann-Low-Sucher-Formel (2.72) hingewiesen
werden. Im Falle von irreduziblen Matrixelementen (oder irreduziblen Teilen eines reduziblen
Matrixelements) kann némlich der Limes € — 0 sofort vollzogen werden, da fiir kleine Werte
von ¢ die folgende Entwicklung gilt [33]

2
lim (2] |Rir, = Tl O )i, + O(") . (2.76)

mit .
(]SO nYser, = —2mi6(Ep — Ea)(nlUV|n) (2.77)

Auf der linken Seite der letzten Gleichung steht die nichtadiabatische S—Matrix und nicht
die adiabatische S.-Matrix. Einsetzen der Beziehung (2.76) in die Gell-Mann-Low~Sucher—
Gleichung fiir irreduzible Diagramme (2.75) ergibt unmittelbar

AEL, = (n|UOn) (2.78)
Ein Beweis dieser wichtigen Beziehung findet man auch in [33]. Somit ist es nicht schwie-
rig, die mathematischen Ausdriicke fiir die Energieverschiebungen mit der Gell-Mann—Low-
Sucher-Formel fiir irreduzible Matrixelemente zu finden. Allerdings bereitet dieser Zugang
fiir die reduziblen Beitrige Schwierigkeiten, wie bereits Eingangs erwihnt wurde.
Die S, »—Matrix ist unitér, da sie aus dem unitéren Zeitentwicklungsoperators durch den Li-
mes zu unendlichen Zeiten hervorging. Da die einzelnen Summanden der Stérungsreihe (2.70)
direkt in engem Zusammenhang mit physikalischen Observablen stehen, sind sie einzeln eich-

invariant. Im folgendem Abschnitt wird auf die Auswertung der adiabatischen S »—Matrix
(2.70) eingegangen.

2.2.2 Feynman’sche Diagramm—Technik

Um nun die zeitgeordneten Produkte in diesen einzelnen Summanden der Storungsreihe
berechnen zu kdnnen, benutzt man das Wick’schen Theorem [36, 37], dessen Beweis u.a.
auch in [31, 38] zu finden ist. Das Wick-Theorem stellt einen Zusammenhang her zwischen
der Wick’schen Zeitordnung 7' von Operatoren und der Normalordnung N dieser Operatoren.

Fiir zwei beliebige Operatoren A und B kann das Wick’sche Theorem wie folgt dargestellt
werden:

T (A(z1) B(22)) = N (A1) B(w2)) + (O1T(A(21) B(a3))[0) . (2.79)
Der dabei verwendete Vakuumerwartungswert (OIT(A(wl)B(mz)NO) wird sehr héufig auch

als Kontraktion der Operatoren A und B bezeichnet, und es ist iiblich, ihn symbolisch zu
schreiben als

(OJT(A(z1) B(z:2))]0) = A(z1) B(z2) - (2.80)

Als Vakuumerwartungswert wird er offensichtlich genau dann verschwinden, wenn keiner
der beiden Operatoren A, B Teilchen erzeugt, die der andere vernichtet. Insbesondere ver-
schwinden also diejenigen Vakuumerwartungswerte mit Operatoren, die zu verschiedenen
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Quantenfeldern gehoren. Die nichtverschwindenden Kontraktionen sind bis auf einen Kon-
ventionsfaktor ¢ gerade die Feynman—Propagatoren. Sind also A B Feldoperatoren des quan-
tisierten Elektron—Positron—Feldes, so ist (2.80) der Feynmansche Elektronenpropagator und
sind A, B die Feldoperatoren des quantisierten Maxwell-Feldes, so ist (2.80) der Feynman-
sche Photonenpropagator. Die Verallgemeinerung des Wick’schen Theorems fiir beliebig viele
Operatoren bosonischer und fermionischer Natur lautet

T (A(21) B(22)C(25) D(24)... W (€n-5) X (2-2) ¥ (2n-1) Z (=)

= N (A(21)B(22)C(23) D(24)... W (2-3) X (@n-2)V (-1) £ ()

S—’

+17 (A1) B(22)O () D(a).. W (@0-3) X (00-2) ¥ (@n-1) 1)

I (A(:L’l)E(mg)é'(:cg)b(:1:4)...W(xn_g)X(mn_z)Y(:cn_l )Z(mn))

ot (A(:cl )B(23)0(5) D(@4) - W (n-3) X (€n2) ¥ (s )Z(xn)>

i (A(xl)é(xz)é(mz)ﬁ(u)...W(:cn_g))‘((xn_z)?(zn_l)Z(a;n))

~+.. +N(A(:I)1)B($2)CI($3)D($4) (wn_3)X($n_2)Y($n_1)Z(.’En)) . (281)

Nach diesem Theorem 148t sich also ein zeitgeordnetes Produkt einer beliebigen Anzahl von
Operatoren in eine Summe von Normalprodukten entwickeln, deren einzelne Summanden
alle méglichen Kontraktionen von je zwei Operatoren enthalten. Eine weitere Verallgemeine-
rung des Wick’schen Theorems besteht in dem Fall, dafl einige Operatoren A(m;) Z(:c;)
im zeitgeordneten Produkt (2.81) bereits normalgeordnet sind. Dieser Fall wird oﬁ'ens:cht-
lich mit der Lagrangedichte (2.1) relevant. In diesem Fall miissen alle Normalordnungen,
welche Kontraktionen von Operatoren enthalten, die bereits im zeitgeordneten Produkt nor-
malgeordet waren, wieder subtrahiert werden. Es ist klar, daB die entstandenen Terme sehr
schnell uniibersichtlich werden. Von Feynman u.a. wurde deshalb eine sehr kraftvolle und
auch sehr anschauliche Diagramm-~Technik entwickelt [39, 40]. Jedem Summanden in (2.81)
entspricht demnach ein sogenanntes Feynman-Diagramm. Mit diesen Feynman~Diagrammen
kann dann zusammen mit den sogenannten Feynman—Regeln in einfacher Weise die mathe-
matische Struktur der Matrixelemente der adiabatischen S, »—Matrix bestimmt werden. An
zwei grundlegenden Beispielen soll diese Diagramm-Technik im folgenden genauer erlidutert
werden.

Dazu betrachten wir die S, y-Matrix in 2. Ordnung Stérungstheorie, wobei wir nun wegen
(2.74) A = 1 setzen konnen. Aus (2.70) folgt zunéchst

591 [ a / dts T (Ho ) Hlyimlta)) - (2.82)

—'OO

Einsetzen der expliziten Form der Wechselwirkung im Furry-Bild (s.a. (2.4))

Bie(t) = —¢ / Pr KB, r)a A2 r) (7)) (2.83)
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wobei wieder aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Diracindizes der Feldoperatoren W(t,r)

und der y-Matrizen nicht explizit notiert wurden, fithrt unter Beriicksichtigung des adiaba-
tischen Faktors (2.64) auf

[ee] [ee]

82 = _%ez / diy f B f dts f By el gcltal
XT(N [\iﬁ(tl,rl)a“flfd(tl,Tl)‘i’(tl,ﬁ)] N [@T(tzarz)aufiiad(t% Tz)ﬁ’(t2a”'2)]> .

(2.84)

Entsprechend dem Wick’schen Theorem (2.81) kann jetzt das zeitgeordnete Produkt als
Summe von normalgeordneten Produkten mit allen moéglichen Kontraktionen geschrieben

werden. Es wird nun die Einschrénkung auf Ein-Elektronensysteme getroffen werden, d.h.
die in den Matrixelementen

(n|S&Im) (2.85)
auftretenden Zustinde |n) beschreiben Zusténde mit nur einem Elektron. Somit sollen auch
keine duBeren Photonen zugelassen sein. Diese Einschriankung bedeutet, dafl die Photonen-
feldoperatoren A,(t,r) und immer zwei der insgesamt vier Diracfeldoperatoren W(t, r) kon-
trahiert werden miissen. Die unkontrahierten Operatoren nennt man auch freie Operatoren.
Desweiteren sei an dieser Stelle bemerkt, daf§ die voll kontrahierten Beitrége zur S, »—Matrix
sogenannte unverbundene Graphen darstellen. Diese unverbundenen Graphen tragen jedoch
entsprechend dem Linked—Cluster—-Theorem [41] nur einen Phasenfaktor zur Gesamtamplitu-
de der S, x~Matrix bei. Deshalb konnen sie bei der Auswertung der Gell-Mann-Low-Sucher—
Formel unberiicksichtigt bleiben, denn die Quantentheorie ist nur bis auf einen beliebigen
Phasenfaktor bestimmt, so daB dieser Phasenfaktor immer in den Zustand |n) absorbiert
werden kann.

Nach diesen beiden Einschrinkungen (Ein-Elektron-Zustinde und AusschluB der vollkon-
trahierten Beitrége) verbleiben nur vier mogliche Kontraktionen nach Anwendung des Wick~
Theorems auf (2.84), von denen zwei explizit angegeben werden:

(o]

A 2 %
30 = L [ [@ry [ dta [ ey el e

-0

X ]V [(N liif(tz, rz)aﬂﬁzad(tz’ rz)iil(tz, 1‘2)) (N \iﬁ(tl, Tl)a"ji;ad(tl, Tl)\i’(tl, 'I"l))]

(2.86)
und

A 2 7 oo
Sg,ziVP)) e _%_ / dtl/d3T1 / dtz/d?),,,z e—eltlle—eltzl

-0

x N [(1\7 Ut(t,, rz)a“fiff‘d(tz, 7o) (22, 7'2)) (N Ut (ty, 71) U (2, rl)a"A{,ﬂd(tl,rl))] .

(2.87)
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SE VP

Abbildung 2.4: Die den expliziten Ausdriicken der E(,zi—Matrix entsprechenden Feynmandia-
gramme der Selbstenergie SE und der Vakuumpolarisation VP

Mit der Definition des gebundenen Elektronenpropagators (2.27), (2.33) und der Definition
des Photonenpropagators (2.54) lassen sich diese beiden Ausdriicke graphisch darstellen (s.
Abbildung 2.4). Die anderen beiden Moglichkeiten der Kontraktion ergeben dieselben Terme
(2.86),(2.87) noch einmal, nur mit vertauschten Koordinaten. Da jedoch iiber den gesamten
Raum t;, 73,1, 72 integriert wird, liefern sie denselben Beitrag wie die obigen beiden. Der

Faktor 1 verschwindet also im Endergebniss.
Es ist nun nicht schwierig, aus den angegebenen expliziten Ausdriicken die folgenden, soge-

nannten Feynmanregeln zur Bildung aller S, 1-Matrixelemente (@n, xm|Se, 1}0n,xm) abzule-
sen:

ein Faktor (—2)™ fiir ein Diagramm n—ter Ordnung Stérungstheorie
ein Faktor e a* e~ fiir jeden Vertex

fiir jede innere Elektronenlinie: 1Sg(t; — t2,71,732)

fiir jede innere Photonenlinie: ¢D,, (3 — t2,71 — 73)

ein Faktor —1 und die Spur fiir jede geschlossene Elektronenschleife

Integration iiber die Koordinaten ¢, 7 in allen Vertizes

N A W N

. fiir jedes einlaufende Elektron ¢y, . . (%, 7)

8. fiir jedes auslaufende Elektron ¢}, . (2, 7)

Der Fall einlaufender bzw. auslaufender Photonen wird in dieser Arbeit nicht benétigt und
wurde deshalb nicht aufgenommen. Allerdings sollen noch folgende Anmerkungen gemacht

werden:

a) In der S ~Matrix (2.70) erscheint der Faktor J;. Jedoch entsprechend dem Wick-
Theorem (2.81) fithrt die Entwicklung des T-Produktes zu genau n! Summanden glei-
cher Struktur, die sich lediglich durch Permutation der Koordinaten unterscheiden.
Da iiber diese Koordinaten integriert wird, beschreiben diese topologisch dquivalenten
Graphen denselben physikalischen Prozess, d.h. sie liefern denselben mathematischen
Ausdruck. Somit werden sie unter Weglassen des Faktors n! nur einmal gezihlt. Der
oben explizit behandelte Fall in 2. Ordnung mit dem Wegfallen des Faktors J; ist also
ein Spezialfall dieser allgemeinen Aussage. )
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b) Der zusitzliche Faktor —1 in der 5. Regel findet seine Ursache in der Antikommutation
der fermionischen Feldoperatoren W(t, 7). Dies wird klar am obigen Beispiel (2.87). Die
Kontraktion fithrt zwar auf den Elektronenpropagator, jedoch mit einem negativen

Vorzeichen, d.h.: \if’f(tl,'rl)\if(tl,rl) = —1Sp(t, 7).

c) Unter der Spur in der 5. Regel ist die Spur in den. Dirac.in_dizes zu verstehen. Auch dies
wird verstindlich, wenn man im Beispiel (2.87) die explizite Notation in den Diracindi-

zes betrachtet: \iﬁ(tl,rl)au\if(th r1) = ‘i’m(thrl)(au)ﬁ'r‘i’q(th r1) = —iTr[e, Sp(t, 7))

d) SchlieBlich sei noch auf folgende Problematik hingewiesen, welche aus der Methode
des adiabatischen Ein— und Ausschaltens der Wechselwirkung folgt. Eine wesentliche
Verkomplizierung dieser Feynman—-Regeln steckt némlich in der 2. Regel, da bei den
Zeitintegrationen in den Feynman-Diagrammen keine einfachen d—Funktionen erschei-
nen. Vielmehr wird statt der i—Funktion die verénderte Darstellung A(z) benstigt:

oo

Y . I
Dfo)= [ e M= g (2.88)
mit der Eigenschaft
lim A.(z) = 6(z) . (2.89)
€—0

Da der Limes € — 0 erst nach Abschluf aller Rechnungen, d.h. insbesondere nach einer
weiteren Integration mit A¢(z) als Integrand, durchgefithrt wird, sind nun die einfachen
Integrationen iiber d-Funktionen nicht mehr mdglich. Darin besteht die wesentliche
Schwierigkeit des Zugangs von Gell-Mann, Low und Sucher.

Die Vorteile der Diagramm—Technik sind offensichtlich. Aus den sehr unanschaulichen al-
gebraischen Ausdriicken der S ;—Matrix-Elemente werden physikalisch versténdliche, ele-
mentare Prozesse mit sehr anschaulich-graphischen Charakter. Der zweite Vorteil ist sogar
von noch entscheidenderer Bedeutung. Der Ausgangspunkt fiir theoretische Berechnungen
ist oftmals nicht mehr die unzahlige Fiille algebraischer Ausdriicke, welche sich ja nach dem
Wick-Theorem ergeben. Vielmehr lautet die Aufgabe fiir stérungstheoretische Berechnun-
gen nunmehr: Finde alle topologisch dquivalenten Diagramme. Es ist klar, dafl diese Aufgabe
viel einfacher und iibersichtlicher, vor allem fiir héhere Ordnungen der Stérungstheorie, ist,
als die doch etwas umstindliche Anwendung des Wick-Theorems. Aus diesen Griinden ist
die Feynmansche Diagramm-Technik von herausragender Bedeutung und nicht mehr weg-
zudenken, nicht nur aus der QED sondern aus allen Quantenfeldtheorien.

2.2.3 Methaode der Zwei—Zeiten—Green—Funktion

Nachdem auf die Vor- und Nachteile des Zugangs von Gell-Mann-Low—Sucher eingegangen
wurde, soll nun eine moderne Methode erlautert werden, welche in der Lage ist, die beschrie-
benen Nachteile von Gell-Mann-Low—Sucher zu umgehen.

Die Methode der Zwei-Zeiten—Green—Funktion wurde von Shabaev fiir die QED entwickelt
und erstmalig verdffentlicht in [42].
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Der entscheidende Vorteil dieser Methode gegeniiber der Gell-Mann-Low~Sucher-Formel be-
steht darin, da die Methode des adiabatischen Ein-und Ausschaltens der Wechselwirkung
hier nicht zur Anwendung kommt. Dadurch wird eine wesentliche Vereinfachung erzielt, wie
insbesondere spéter explizit bei der Herleitung der QED-Korrekturterme in 2. Ordnung
Stérungstheorie ersichtlich wird.

Die hier vorgestellte Methode soll zunachst allgemein fiir beliebig viele Elektronen entwickelt
und erst spater auf den Fall eines einzigen Elektrons spezifiziert werden. Diese allgemeinere
Herangehensweise bringt keine wesentliche Verkomplizierung mit sich, sondern erlaubt sogar
ein besseres Verstdndnis dieser Methode.

Ausgangspunkt ist die Green—Funktion fiir N Elektronen in Heisenberg-Darstellung (das
Heisenberg-Bild wird nur in diesem Abschnitt von (2.90) bis (2.107) verwendet, so da8 keine
Verwechslung mit dem Furry-Bild auftreten kann):

i 7 / I
G(tl,’l'l , ...,tN, TN ;tl,Tl, ...,tN, TN)

= (0| B, 7y").. 8y, vV E(tw, 7). W(t1, 71)[0) . (2.90)

Diese Green—Funktion enthilt siamtliche Informationen iiber die Energiezustinde des be-
trachteten physikalischen Quantensystems. Jedoch ist es sehr schwierig, diese physikalischen
Grofen direkt aus dieser komplizierten Funktion zu gewinnen. Zudem enthélt sie vom phy-
sikalischen Blickpunkt aus zu viele Informationen, welche nur mathematischer und nicht
physikalischer Natur sind. Deshalb wird die sogenannte Zwei-—Zeiten—Green—Funktion defi-

niert:

Sl 1 '
G, vy, ...,vN";t, 71,y TN)
Y ro_ _ ’ .
= G(t =..=1ty= tl,tl =..=ty=t,71,..., TN ;T1, ...,TN)

= (0T B, r).. 0@, 7O, vy)... T(t,71)]0) . (2.91)

Die Zwei-Zeiten—Green—Funktionen wurden in der Vergangenheit in verschiedensten Gebie-
ten der Physik untersucht [43, 44] und angewandt. Im spiter zu behandelnden Fall eines
einzigen Elektrons ist es natiirlich nicht notwendig, zu dieser Zwei-Zeiten—-Green—Funktion
iiberzugehen, da in diesem Fall nur zwei Diracoperatoren in (2.91) beitragen, d.h. sowieso
nur zwei Zeiten auftreten.

Die Zwei—Zeiten—Green—Funktion (2.91) hat zunéchst keinen direkten physikalischen Sinn.
Jedoch sind die Verzweigungspunkte (bzw. die Pole) der Greenschen Funktion (2.91) die ex-
akten Energieniveaus des betrachteten Quantensystems. Das wird klar an der Spektraldar-
stellung. Dazu wird von (2.91) die Fouriertransformierte beziiglich der Zeit betrachtet:

_ 11 7
B, 7t ey o571,y 7) (B = B) = o /

-0

(0T G, 70").. 8, Y (t, 7x).. T (2, 71)]0) .

dt’ / dt exp(—iEt + i E't)
—00

(2.92)
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Die Spektraldarstellung von G(E) lautet (ein Beweis ist z.B. im Anhang A von [46] zu finden)

G(E,ry,...,rn"s71,..,7N) S(E — E)

@n(frl,...,TN)—(I_Jn(rl',...,rN') W En(r1y ey PN)ER(Tdy oy PN)
=3 iy D Py 2y gy

mit
1
N!
— 1 2 o
@n(rl',...,'rN') = '—]_V—|<n|\II(OaTN,)7"'7\1’(077.1,)'0)a

75 1§ (0,71), .., ¥(0,7x)|0}
1

Za(ry .y ry’) = W(OI@(O,TN'),...,J@—(O,rl')ln), (2.93)

@n(Tl,...,TN) = (0“1’(071‘1)7"'7{11(07TN)In> )

-5

Zn(T1y ., TI)

wobei E, = el)+e@+...4¢{V) die Summeiber die einzelnen exakten Einteilchenenergien der
N Elektronen ist, und die Zustinde |n) sind die dazugehoérigen exakten Elektronenzusténde.
D.h., insbesondere in nullter Ordnung gilt EQ = N® 4 e.ff)(o) +o. _eﬁ,N )0 wobei die ()
die Energieeigenwerte der Diracgleichung (ap + 8+ V) ¢§:) = et)(o)cﬁg) sind.

In der Spektraldarstellung (2.93) ist die Summe zu verstehen als Integral iiber das konti-
nuierliche Spektrum und als Summe tiber alle n diskreten Zustdnde des Systems Atom +
Feld. Jedoch sollen dazu noch folgende Bemerkungen (s.a. [46]) zur Polstruktur des diskreten
Spektrums von G(E) gemacht werden (es soll hier nur das diskrete Spektrum fiir positive
Energien betrachtet werden, da fiir die Lamb—Verschiebung nur der Grundzustand und die
angeregten Zustinde von Interesse sind):

In der Diractheorie mit klassischem Coulomb-Potential (d.h. ohne irgendeine Wechselwir-
kung mit einem quantisierten elektromagnetischen Feld) sind die Zustande stabil und kénnen
nicht ineinander iibergehen bzw. zerfallen. Somit besitzen die Energiezustinde in der Dirac-
theorie keinen Imaginirteil, und es gibt nur isolierte Pole auf der reellen E-Achse. Die QED
sndert dieses Bild, da, mit Ausnahme des Grundzustandes, keine stabilen Zustinde existie-
ren und somit alle Pole (mit Ausnahme des Grundzustandes) einen Imaginirteil besitzen.
Hinzu kommt, daB das Photon keine Masse hat, und somit konnen die Elektronen in einem
beliebigen Energiezustand E, beliebig kleine Energien absorbieren. In der komplexen E—
Ebene wiirde das bedeuten, da jeder isolierte Pol der Diractheorie in der QED zu jeweils
einem Verzweigungspunkt entartet ist, von dem aus ein Schnitt parallel zur positiven reel-
len E—Achse verlduft. Da man an den isolierten Energiezustinden des Systems, d.h. an den
isolierten Polen der Zwei—Zeiten—Green—Funktion G(FE) interessiert ist, bedient man sich in
der QED des folgenden Tricks. Es wird eine kiinstliche Photonenmasse p eingefiihrt, so daf
der Photonenpropagator einem massivem Vektorteilchen entspricht. Den Elektronen in den
Zustdnden E, ist es nun nicht mehr moglich, beliebig kleine Energien zu emittieren. Vielmehr
ist die kleinste mogliche Energie, welche emittiert werden kann, genau die Photonenmasse
. Damit spalten die Pole von dem Schnitt um genau u nach links ab, und man erhalt iso-
lierte Pole. Die Polstruktur der Zwei—Zeiten—Green—Funktion sicht nunmehr entsprechend
Abbildung 2.5 aus. Die Schnitte parallel zur positiven E-Achse wurden dabei parallel zur
imagindren F-Achse gezogen und um die isolierten Pole wurde bereits eine Integrationskur-
ve I' gezogen. Erst jetzt kann (im diskreten Spektrum) wirklich von einer Summe in (2.93)
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3 m(E)
Grundzustand
1. angeregter 2. angeregter
@_ Zustand Zustand - Re(E)
HIORO
r r

Abbildung 2.5: Die Polstruktur und die Schnitte der Zwei-Zeiten—Green—Funktion. Eine
kleine Photonenmasse u bewirkt in der komplexen Energieebene eine Isolierung der Energie-
zustinde. Das Kreuz stellt den jeweiligen, isolierten Energiezustand dar. Die Linien parallel
zur imagindren Achse stellen die Schnitte der Zwei-Zeiten—Green—Funktion dar.

gesprochen werden.
Das néchste Ziel ist nun, die isolierten Energiezustinde E, aus der Zwei—Zeiten—Green—

Funktion zu gewinnen. Dazu ist es notwendig, eine neue Funktion g( F) zu definieren. In den
Funktionen ®, und =, von (2.93) lassen sich jeweils N v°-Matrizen rechts herausziehen, da
gilt ® = ®+4° (diese N Matrizen 7%...7) vertauschen, da sie zu verschiedenen Elektronen
gehoren). Aufgrund der Relation v°9° = 1 ist die folgende Definition sehr zweckmaBig:

Gun(E) = (un|G(E) (1--%) lun)
= /dS:z:l...d?’:cN/d3:c'1...d3m}V ut(rd,...,7N')

[ (71,0, )T (7, ..., o) N = Bnl(P1y ey PN)EF (7175 ey TN)
X (Z E—E,+10 +(-1) ; ErE =i Up (1,00 W)

n

(2.94)

wobei |u,) den ungestérten Elektronen-Zustand bezeichnet. Mit der Definition der beiden
Konstanten (c-Zahlen):

A, = /d3:c1...d3:cN / Ea Py ut(rd,...,7a) (@n(rl, e ) (7, oy rN’)) Un(P1y oy To)

B, = /d3m1...d3xN/d3m§d3m}v ut(ry,...,7n") ('En(rl, e TN)EF (74, ...,rN')) Un (P15 ey P)

(2.95)
folgt schliefilich
An N B,
gun(E)—;m%—( 1) ;E+En-i9 . (2.96)

Nun wird eine Kurve I' in der komplexen E-Ebene so gwihlit, daf I immer in der Nihe des
betrachteten Pols E, liegt und dabei diesen Energiezustand umrundet (s. obige Abbildung).
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Die Anwendung des Residuensatzes ergibt fiir die beiden Konturintegrale

1
-— nn E) = A’n7
27rij£I‘dEg ( )

2 $AEE gun(E) = BnAs, (2.97)
271 Jr
und aus diesen beiden Gleichungen folgt unmittelbar die zentrale Formel zur Berechnung

der Energieverschiebungen mit der Methode der Zwei~Zeiten—Green—Funktion nach Shabaev
[42, 45, 46]:

En —_ 27('7“% dE E g'rm(E) .

2.98
5%7‘ fr dE gun(E) (29%)

Diese Gleichung gestattet es, die exakten Energiezustinde zu berechnen. Jedoch ist es

zweckmaBiger, eine Formel abzuleiten, welche es erméglicht, direkt die Lamb—Verschiebung
zu berechnen. Dazu wird die Grofle

Agnn(E) = Gnn — gq(m) (2.99)

definiert, wobei g{ die 0. Ordnung Stérungstheorie bedeutet, d.h. wenn bei der Berechnung

der Funktion g,, entsprechend (2.94) nur die Diractheorie mit Coulombpotential benutzt
wird. Einsetzen dieser Funktion (2.99) in (2.98) liefert

f dE AE A gu(E)
AE, = 2mi

(2.100)

wobei AE, = E,—E® und AE = E— E{®) definiert wurde. Mit Hilfe dieser Gleichung kann
man nun direkt die Energieverschiebungen berechnen. Allerdings ist es doch zweckmégBig, sie
noch auf die beiden wichtigen Falle der 1. und 2. Ordnung Stérungstheorie zu spezifizieren.
Dazu wird die Entwicklung der Funktion Ag,,(E) nach der Kopplungskonstanten

Dgnn(E) = NgO(E) + AgO(E) + ... (2.101)

in die obige Gleichung (2.100) eingesetzt, und dies ergibt schlieflich fiir die 1. Ordnung
Storungstheorie
1
AE“):-—f AE Aglt) |
V= pdE oy (2.102)
und fiir die 2. Ordnung Stérungstheorie

AE® = z_jrwng AE Agd — ~—f dE AE Agfs— f EAGY .  (2.103)

Um nun in konkreten Rechnungen diese beiden Formeln (2.102) und 2.103) tatsichlich an-
wenden zu kénnen, muss noch die Gleichung zur Berechnung der zentralen Funktion gn.
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(d.h. (2.94) zusammen mit (2.92)) in eine praktischere Form gegossen werden. Diese Form
wird durch die folgenden beiden Gleichungen erreicht:

Gon(E) S(E—E') = ?217\,1—, [ dBs..abx [ aB;...am
X§(E~ By — ... — Ex)3(E' — B — ... — EY)
XUl GUEL -y Bl By o B o3 (2.104)

mit
G(Bs o B By, o By) = (2m)™ [ dtr.dty / dt...dt

x (0|7 W (z})...¥(zh) U (zy)...W(z1)|0) . (2.105)

Natiirlich muss diese zuletzt angegebene Form mit der Form in den Gleichungen (2.94) und
(2.92) iibereinstimmen. Dies kann man aber zeigen, indem man (2.105) in (2.104) einsetzt
und die Integrationen iiber die d—Funktionen ausfithrt. Nun soll noch (2.104) auf den in
dieser Arbeit relevanten Fall eines einzelnen Elektrons spezifiziert werden. Die Formel zur
Berechnung der Funktion g,,(E) lautet dann

Gun(E) S(E~FE') = 2;1 / dE; / dE! §(E — B)§(E - E))

x(un|G(EY, El)')’l |un) » (2.106)

und nach Integration iiber die beiden §—Funktionen folgt unmittelbar
2 —
gun(E) §(E ~ E') = —:—(unIG(E', Elu,) . (2.107)

Die Gleichung (2.107) zusammen mit (2.105) bildet das Grundgeriist fiir die Herleitung der
mathematischen Ausdriicke fiir die Lamb—Verschiebung eines Atoms mit einem Elektron. Es
ist klar, daB die komplizierte Gleichung (2.105) zur Berechnung von G nur in Stérungstheorie
ausgewertet werden kann. Um zu diesen Feynmanregeln zu gelangen, ist es notwendig (s.
Kapitel 2.1), vom Heisenbergbild (2.105) in das Furry-Bild iiberzugehen und anschliefend
das Wicktheorem anzuwenden. Der Ubergang in das Purry-Bild ist durch folgende Gleichung
gegeben:

O ¥(3})...8(2y )T (zw)... W(z1)[0)
_ (OlT 11’mt(‘vl) \I’mt(a’N)‘I’mt(“'N) “I’mt(ml) exp(i [ d*z *ant(z))i())
(0|7 exp(i [ d4z Lsne(2))]0)

Einen Beweis dieser Formel findet man fiir den Ubergang vom Heisenberg-Bild in das
Wechselwirkungs-Bild z.B. in [47]. Der dort explizit gezeigte Ubergang ist aber direkt iiber-
tragbar fiir den hier benétigten Fall zwischen Heisenberg- und Furry-Bild. Nun kann das
Wick-Theorem wie im vorherigen Abschnitt direkt angewendet werden und man bekommt
die folgenden Feynmanregeln in der Energie~Orts-Darstellung zur Berechnung der Funktion
G(Eiv EN: Ey, ... EN)

(2.108)
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1. fiir eine #uflere Elektronenlinie einen Faktor (¢/27)Sp(E,r1,72)70
2. fiir jede innere Elektronenlinie ein Integral (¢/27) (}o dE Sr(E,71,72)7%

3. fiir jede Elektronenlinie, welche nicht verbunden ist mit anderen Elektronenlinien oder
Photonenlinien einen Faktor (i/2m)Sr(E,ry,72)v 6(E — E')

4. fiir jede innere Photonenlinie ein Integral (¢/27) j"o dE D, (E,r1 ~73)

5. fiir jeden Elektron-Photon—Vertex ein Integral —ieat2n [ d®r §(Ey — E, — E3)
. ein Faktor (—1)™, wobei m die Zahl der geschlossenen Elektronenschleifen angibt

. ein Symmetrie-Faktor (—1)F, wobei P die Paritit der Permutationen der Koordinaten
der auslaufenden Elektronen beziiglich der einlaufenden Elektronen ist

Dabei ist Sp(E, 71, 72) wieder der gebundene Elektronenpropagator und D, (E, 7y — r3) der
Photonenpropagator (s. Kap. Furry-Bild der QED). Die direkte Anwendung der hier vor-
gestellten Methode der Zwei—Zeiten—Green-Funktion, insbesondere auch im Fall der Lamb-
Verschiebung der Zwei~Photonen-Selbstenergie, bringt grofie Vereinfachungen gegeniiber der
Gell-Mann-Low-Sucher-Formel mit sich. Sie stellt somit einen wesentlichen Fortschritt bei
der Herleitung der mathematischen Ausdriicke fiir die Energieverschiebungen dar. Dieser
sehr moderne und elegante Zugang sollte bei der Herleitung der Energieverschiebungen zu-

mindest in den reduziblen Diagrammen und in Mehrelektronen-Systemen immer angewendet
werden.
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2.3 Potentialentwicklung, Regularisierung und
Ward-ldentitat

Im Abschnitt 2.1.3 wurde der gebundene Elektronenpropagator in Gl. (2.32) definiert, wel-
cher in der Feynman’schen Diagrammtechnik durch eine doppelte Linie dargestellt wird.
Die spéter zu behandelnde Renormierungstheorie der QED ist jedoch zunéchst nur fiir die
QED ohne duBere Quellstréme, d.h. nur fir die freie QED, definiert. Somit ist es notwendig,
einen Zusmmenhang zwischen dem gebundenen Elektronenpropagator und dem Elektronen-
propagator der freien Theorie herzustellen. Dieser Zusammenhang ist durch die sogenannte
Potentialentwicklung gegeben. Dabei benutzt man die folgende Darstellung des gebundenen
Elektronenpropagators durch die Resolvente des Hamiltonoperators [Dirac (2.4):

1
S E, \T2) = —|7 . 2.109
#(E,m1,72) <T1 E— H(1 - ie) 2> (2.109)

Zur Vereinfachung der Schreibweise wurde dabei der Hamiltonian fIéDirac als H abgekiirzt.
Diese etwas ungewdhnliche Darstellung des Elektronenpropagators soll kurz bewiesen wer-

den:
Die Losungen des Hamilton-Operators H sind in der Dirac’schen Schreibweise die abstrakten
bra—Vektoren |¥,), d.h. es gilt

H|Y, = E,|¥9,). (2.110)

Die Projektion der bra—Vektoren auf die Basis |r) ergibt die Wellenfunktion im Ortsraum
(48],

Pa(r1) = (71[¥s) , (2.111)

wobei mit n wieder der vollstindige Satz Quantenzahlen gemeint ist. Aus dieser Gleichung
folgt mit der Vollsténdigkeitsrelation 3 [¥,)(¥,| = 1 unmittelbar

(r1] = D en(r1){Tal,

r2) = 2en(ra)|Tu). (2.112)

g

Einsetzen dieser beiden Beziehungen in (2.109) liefert

(Pn’(?'z)

Sr(B,r1,m3) = E%(n)(

nm!

EH(l i€)

QOn(Tl)QDnl(Tz) 7
g - E,;l(l -—iﬁ) \(E?EL>

_ 3 ea(r)el(ra)
o n E - El"n(l -—iﬁ) ? (2.113)
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wobei in der 2. Zeile die Beziehung (2.110) verwendet wurde. Jetzt kann die Potentialent-
wicklung definiert werden. Dabei benutzt man die Operatoridentitét

1 1
E— H(1 —ie) T B — Ho(l - i€)
1 1
= v ~
B Bl—i9 " E- Aol —ie)
1 1 1

i S VO | — 2.114
—!_Ii?—l‘IO(l—ze)‘y0 E'——H(l—z'&)ﬂy0 E — Hy(1 —ie)’ ( )

welche durch Multiplikation mit dem Nenner E — Hy(1 —i¢) auf beiden Seiten der Gleichung
bewiesen werden kann und setzt diese in (2.109) ein. Die Potentialentwicklung (2.114) 158t
sich auch graphisch veranschaulichen, s. Abbildung 2.6. Solch eine Potentialentwicklung kann

R S A

Abbildung 2.6: Die Potentialentwicklung des gebundenen Elektronenpropagators.

solange durchgefithrt werden, bis die Diagramme bzw. Unterdiagramme, welche gebundene
Elektronenpropagatoren enthalten, konvergent sind. Die divergenten Diagramme bzw. ihre
divergenten Unterdiagramme enthalten nach der Potentialentwicklung nur freie Elektronen-
propagatoren und kénnen mit der Renormierungstheorie der freien QED renormiert werden.
Die grundlegenden divergenten Diagramme der feien QED sind in Abbildung 2.7 dargestellt.
Im Impulsraum lauten die mathematischen Ausdriicke dieser Diagramme:

rrnf

SE VK VP

Abbildung 2.7: Die Ein—Schleifen—Selbstenergie SE, die Ein-Schleifen—Vertexkorrektur VK

und die Ein-Schleifen—Vakuumpolarisation VP als die typischen divergenten Ein—Schleifen—
Diagramme der freien QED.

g 1

N d* 1
20 = —ie? 1
(%) e /(Zw)zyﬁﬁ—ﬁ—m—f—ieﬁ q? +ie’

(2.115)
f}f)(Piapz) = ief\i?)(pz,pz)

(2.116)
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mif

" dq 1 1 1

(1) — —ip? B
Ap. (P],Pz) te /(27r)27ﬁ]51—;}—m+ie7ﬂﬁ2—;j—m+i67 q2+ie ’

(2.117)

. dt 1 1

(1) - 2] 29
1) (k) e / (27T)4Tr [%k py —— ievyyj—m—l- ie} . (2.118)

Eine explizite Losung der Ein-Schleifen-Selbstenergie und der Ein-Schleifen—Vertexkorrektur
kann z.B. in [49] gefunden werden, und fiir die Ein-Schleifen—Vakuumpolarisation sei auf
[170] verwiesen.

An dieser Stelle sei auf die sehr wichtige Identitét von Ward hingewiesen. Die unrenormierte
Selbstenergie 3} und die unrenormierte Vertexkorrektur A sind némlich nicht unabhingig
voneinander, sondern geniigen der sogenannten Ward-Identitdt [50]:

%E—p(f—) =—-A.(pr =p2=p) . (2.119)
Diese Identitét ist in jeder Ordnung Stérungstheorie erfiillt. Es ist interessant, daB Ward in
[51] diese Identitét zuerst in der Photon—Photon-Streuung bemerkte. Fiir den obigen Ein—
Schleifen—Fall kann sie leicht nachgerechnet werden. Die Ward—Identitéit ist in den ersten
beiden Ordnungen der Stérungstheorie in Abbildung 2.8 dargestellt. Im Abschnitt 9.5 Re-
normierung der Zwei-Photonen~—Selbstenergie wird sie eine wichtige Rolle einnehmen. Auf

p
1
2 Iy - y
ap, »p P k
P, Pi=B=p k=0
F | K h
2 _{Ey . o
2 _— -+
apu P P ) % >
p P
2 2 Py=PB = P, k=0
B h
9 _ES:%_ = p B
ap, P ) - ]2 +
B k k
P, P2 |
i 2 {i=B= P k=0

Abbildung 2.8: Die unrenormierte Ward-Identitit (2.119) der Ordnung a und o?.

die allgemeinere Ward-Takahashi-Identitit sei auf die Literatur verwiesen [52, 68], denn
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auf diese Identitét wird in dieser Arbeit nicht zuriickgegriffen. Fiir einen guten historischen
Uberblick dieser auch fiir die Renormierungstheorie wichtigen Identitéiten sei auf [53] ver-
wiesen.

Eine analoge Beziehung gilt auch zwischen der renormierten Selbstenergie und der renor-
mierten Vertexkorrektur. Sie lautet:

O5FR(h) _ trem
PR _A“ (

o p=p=p). (2.120)

Auch diese Identitit gilt in beliebiger Ordnung Stérungstheorie.

Kommen wir zuriick zu den Integralen in (2.118). Durch einfaches Abzéhlen der Potenzen
der Impulse ist klar, daB diese Integrale fiir grofie Schleifen-Impulse divergieren. Da die-
se Diagramme divergent sind, sind sie zunichst mathematisch nicht definiert. Durch einen
cut—off miissen sie endlich gehalten, d.h. regularisiert werden. Ein direkter Impuls—cut—off
als obere Integrationsgrenze wire aber weder eichinvariant noch lorentzinvariant. Ein eich-
und lorentzinvariantes Verfahren zur Regularisierung solcher Diagramme stellt die Methode
von Pauli und Villars (1949) [54] dar. In dieser Methode, welche eine wesentliche Weiterent-
wicklung der Arbeit von Rayski [56] darstellt, werden massive fermionische und bosonische
Hilfsfelder eingefithrt. Es soll jedoch nicht unerwshnt bleiben, daBl diese Methode nur in
abelschen Theorien praktikabel ist, denn in nichtabelschen Theorien ist die Pauli~Villars—
Regularisierung nicht eichinvariant. Hier muss die dimensionale Regularisierung von ’t Hooft
und Veltman [55] benutzt werden [68].

Die Grundidee von Pauli und Villars besteht darin, vom Integranden eine Funktion mit glei-
chem asymptotischen Verhalten zu subtrahieren. Dadurch wird das Verhalten des gesamten
Integranden in Limes grofler Impulse verbessert. Mit der Regularisierung der Diagramme SE
und VK auf der einen Seite und VP auf der anderen Seite sind zwei etwas verschiedene Vari-
anten der Pauli-Villars-Regularisierung verbunden. In dem Diagramm der Selbstenergie SE
und der Vertexkorrektur VK erfolgt die Regularisierung der Integrale durch die Einfithrung

eines massiven bosonischen Hilfsfeldes der Masse A, d.h. durch eine Ersetzung des Photo-
nenpropagator in der folgenden Weise:

1 IR 1 1 0191
q* +ie @?+ie @—-A+ie’ (2.121)

Es ist klar, daB fiir groBe Schleifen-Impulse die obigen Integrale SE und VK dann endlich
sind.

Im Diagramm der Vakuumpolarisation VP gibt es in der Schleife keinen Photonenpropagator.
Deshalb muss hier eine Ersetzung der freien Elektronenpropagatoren vorgenommen werden.
Dies geschieht durch Einfithrung massiver fermionischer Hilfsfelder der Masse M,:

T 1 1
’ 7”56—ﬁ——m—l—ie7vé—m+ie

T 1 1
' Fy”}(:—;f-—m—l—iev"é—m—i-ie

s 1 .
5T —Tv T .
+§C’ r[’h%—é-—Ms+ze7 fj—M,+ze] (2.122)
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Die Konstanten C; und die Massen M, werden so gewihlt, das die divergenten Anteile des
betrachteten Diagramms vollstindig absorbiert werden. Eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir ist gegeben durch

s s -
Seim?=0 ; Y C?=0. (2.123)
s=1 s=1

Imm Fall der Ein—Schleifen—Vakuumpolarisation VP geniigt es z.B., nur zwei schwere Elek-
tronenmassen, M; und M,, einzufithren. Nach Abschluss aller Rechnungen, insbesondere
also auch der Renormierung, wird der Limes A — oo, M, — oo vollzogen. Diese Vorgehens-
weise ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn die physikalischen Gréfien nicht von A und M,
abhiéngen. Dies wird eingehender im Abschnitt Renormierung diskutiert. Fiir eine genauere
Betrachtung der Problematik Regularisierung der freien QED sei auf [57, 68] verwiesen.



46 2 Theoretisch-Physikalische Grundlagen

2.4 Renormierungstheorie der QED
2.4.1 Einleitung

Im vorhergehenden Abschnitt wurde erldutert, dafl die S-Matrixelemente der freien QED
und damit auch der QED mit dufleren Quellstrémen divergent sind. Durch eine eichinvari-
ante Regularisierung konnten sie zunéchst endlich gehalten werden. Dabei treten typische
Terme der Form In(A%/m?) auf. Im Limes A — oo treten die Divergenzen wieder hervor.
Deshalb ist es notwendig, ein eindeutiges mathematisches Schema zu entwickeln, nach dem
diese divergierenden Terme in den S-Matrixelementen eliminiert werden kénnen, um so die
physikalisch relevanten Anteile in den berechneten S—-Matrixelementen zu erhalten. Dies ist
Aufgabe der Renormierungstheorie. In der Renormierungsprozedur werden dabei unendlich
groBe, aber endlich viele Gegenterme in einem wohldefinierten und eindeutigen mathema-
tischen Schema in die Lagrangedichte der betrachteten Theorie eingefiigt. Dieses komplexe
Teilgebiet der Quantenfeldtheorie bildete sich in einem sehr langwierigen und miihseligen Ex-
kenntnisprozef heraus und ist selbst heute Gegenstand intensiver physikalischer Forschung.
Einen exzellenten historischen Uberblick findet man z.B. in [58]. Hier seien dabei nur folgen-
de Punkte erwéhnt:

Bereits in der klassischen Elektrodynamik von Mazwell begegnet man Divergenzen. Be-
trachtet man ein Elektron ohne sein eigenes elektromagnetisches Feld, so spricht man von
einer rein mechanischen Masse my des Elektrons. Nach Lorentz [59] setzt sich entsprechend
dieser Uberlegung die experimentelle Masse m des Elektrons aus der mechanischen Masse
mgp plus der trigen Masse ém des elektromagnetischen Eigenfeldes des Elektrons zusam-
men, d.h. m = mg + dm. Jedoch die Energie dieses Eigenfeldes (klassische Selbstenergie)
des punktformigen Elektrons, welcher einer rein elektromagnetischen Masse des Elektrons
entsprechen wiirde, divergiert in der Maxwell-Theorie. Das Ergebnis in 4-dimensionalen
sphérischen Koordinaten = = (r, 0, ¢, ct) lautet ndmlich

dmc® = / B T4 = 2 /dr el (2.124)
0

zd=const.

wobei die Zeit-Zeit—-Komponente des Energie-Impulstensors einer Punktladung gegeben ist
durch

2
T4 e 1 44

=—Haad mit gM=-1, (2.125)

und g ist der metrische Tensor des Minkowski-Raumes. Die Frage nach der Natur oder
Endlichkeit einer rein mechanischen Masse des Elektrons hat in der Maxwell-Theorie keinen
Sinn, denn es existiert kein entsprechender mathematischer Ausdruck in der Theorie. Da aber
auch der Ausdruck (2.124) bei kleinen Raum-Zeitabstanden divergiert, ist auch der Begriff
einer rein elektromagnetischen Masse des Elektrons nicht sinnvoll. Es sei jedoch bemerkt,
daB ein passend gewshltes Abschneiden des Integrals (2.124) bei einer kleinen radialen Ko-
ordinate r = 1o den sogenannten klassischen Elektronenradius ro = 2.8 - 107*2 c¢m ergibt,
wenn man die Maxwell-Selbstenergie dmnc? in (2.124) gleich der experimentellen Ruheenergie
des Elektrons setzt. Ebenso sei an dieser Stelle festgehalten, daB kleine Raum—Zeitabstinde,
entsprechend einer Fouriertransformation in den Impulsraum, groen Impulsen entsprechen.
Deshalb bezeichnet man die auftretenden Divergenzen als ultraviolette (UV) Divergenzen.
In diesem Sinn kann man ry auch als klassischen UV-—-cut—off bezeichnen. Es wird, obwohl es
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sich bei (2.124) um eine nichtstrungstheoretische Berechnung handelt, oft argumentiert, daf
in dieser Unendlichkeit der klassischen Maxwell-Theorie eine Ursache der UV-Divergenzen
zu suchen sei, welche in der Stérungstheorie der quantisierten Elektrodynamik auftreten.
Allerdings sollte man dabei nicht die Aussagen der Storungstheorie der QED, sondern viel-
mehr eine nichtstérungstheoretische Berechnung der Selbstenergie des Elektrons in der QED
mit dem klassichen Resultat vergleichen. Jedoch gerade dieser Punkt ist nicht genfigend er-
forscht. Es ist unklar, ob die QED in ihrer exakten, d.h. nichtstérungstheoretischen Lésung
des Problems der rein elektromagnetischen Masse des Elektrons endlich ist oder divergiert.
Es sei in diesem Zusammenhang auf die grunglegenden Artikel in der Literatur verwiesen
[60]. Dennoch gibt es einen wesentlichen Zusamenhang zwischen den UV-Divergenzen der
klassischen Theorie und den UV-Divergenzen in der Storungstheorie der QED. Sowohl in
der klassischen Elektrodynamik als auch in der QED ist die rein elektromagnetische Masse
dm ebenso wie die rein mechanische Masse mg des Elektrons eine physikalisch nicht messbare
GréBe. Einzig die experimentelle Masse m des Elektrons hat physikalische Bedeutung. Eben-
so verhalt es sich mit der nicht beobachtbaren, sogenannten nackten Ladung eq des Elektrons.
Die nackte Ladung ey entspricht einer Ladung, welche das Elektron hdtte, wenn das elek-
tromagnetische Feld des Elektrons abgeschaltet wiirde. Die grundlegende Feststellung der
Nichtbeobachtbarkeit dieser unendlichen GréBen erlaubt es, eine unendliche Skalentransfor-
mation der Masse mp und der Ladung ey vorzunehmen und so die QED zu renormieren. Im
Ergebniss dieser Prozedur erhilt man endliche, physikalisch beobachtbare Gréfien e und m.
Die Renormierungstheorie der QED wurde von Feynman [61], Schwinger [62], Tomonaga [63]
und Dyson [64] ausgearbeitet und in sehr erfolgreicher Weise auf die Strahlungskorrekturen
der QED angewandt. Insbesondere in den Arbeiten von Dyson [64, 65] findet sich erstmalig
eine vollstandige Zusammenfassung der Renormierungsproblematik der QED. Eine moder-
nere Darstellung der Renormierungstheorie speziell der QED, einschliellich der Problematik
der Renormierungsgruppengleichung der QED, findet man z.B. in [66, 67], wovon insbe-
sondere das Buch von Schwinger hervorzuheben ist. Eine weitere sehr gute Darstellung der
Renormierungstheorie fiir Quantenfeldtheorien findet man in [68, 69].

Ganz allgemein ist festzustellen, dal die Ultraviolett—Divergenzen der QFT eine Konse-
quenz des verwendeten Konzepts lokaler Wechselwirkungen punktférmiger Teilchen sind [47].
Es wird aber allgemein angenommen, daf die den Theorien zugrunde liegende Minkowski~
Raum-Zeit im Bereich der Planck-Linge lp; =~ 1073 cm ihre Giiltigkeit verliert und Ein-
fliisse der Quantengravitation wesentlich werden. Die Divergenzen kénnten dann irrelevant
werden. In diesem Zusammenhang ist es auch bemerkenswert, daB8 eine Beriicksichtigung der
klassischen Gravitationstheorie von Finstein in der klassischen Maxwell-Theorie bereits eine
endliche Selbstenergie des Elektrons ergibt. Das elektrische Eigenfeld kriitmmt den Minkow-
skiraum zu einer Reissner-Nordstrém-Raum-Zeit. Das Ergebnis einer solchen Uberlegung
lautet in 4-dimensionalen sphirischen Koordinaten z = (r, 0, ¢, ct)

dmc® = / &z T/ —g

z4=const.
e T 1 2mg ke 177
= dr — 11 — .
871’60/ T r2 [1 r + 32m2eyr? ’ (2.126)

0

wobei der einzige zeitartige Killingvektor der Reissner-Nordstrém—Raum-Zeit gegeben ist
durch ¢ = (0,0,0, 1). Die Zeit-Zeit-Komponente des Energie-Impulstensors einer Punktla-
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dung berechnet sich wieder zu

—1
T44 J— 62 1 44 mit 944 —_ 1 _ 2m0 I{'ez

— — 2.127
3272 r4 r + 32m2egr? ’ ( )

und ¢g* ist der metrische Tensor der Reissner—Nordstrom-Raum-Zeit. Das Integral (2.126)
divergiert offensichtlich keineswegs, sondern liefert eine endliche Selbstenergie des klassischen

Elektrons. Deshalb ist in diesem Zugang auch die rein mechanische Masse mq eine endliche
Grofle.

Einen etwas anderen Aspekt der Renormierungsproblematik stellt die unendliche Ladung @
und Energie E (Masse) des Vakuums der QED dar. Ebenso wie im Fall der Selbstenergie und
der nackten Ladung des Elektrons sind diese Gréfen physikalisch nicht beobachtbar. Deshalb
kann hier ahnlich verfahren werden. Es sei jedoch erwihnt, dafl der Begriff der Vakuumener-
gie im allgemeinen Fall ein sehr komplizierter Begriff ist, insbesondere héngt der Wert der
Vakuumenergie auch von externen Bedingungen (z.B. in Kavititen) ab. Hier soll jedoch nur
der Fall des unendlichen Minkowskiraumes betrachtet werden. Von der unendlichen Ladung
und Energie des Vakuums des Dirac— und des Photonenfeldes wird eine unendliche Ladung
und Energie subtrahiert. Das Resultat solch einer Umskalierung (Renormierung) ist, daf das
Vakuum die physikalisch sinnvollen Werte E = 0 und @ = 0 erhélt [48, 66]. Mathematisch
findet diese Art der Renormierung seine Umsetzung in der sogenannten Normalordnung. Bin-
det man den Normalordnungsoperator bereits zu Beginn in die Lagrangedichte der Theorie
ein, dann ergeben sich keine unendlichen Werte des Vakuumzustandes. Deshalb soll hier
dieser Teil der Renormierungstheorie nicht weiter verfolgt werden.

Im Folgenden wird die Renormierung der freien QED dargestellt. Die Renormierung der
QED mit duBleren Quellstromen kann auf den Fall der Renormierung der freien QED zuriick-
gefiihrt werden. Dieser Aspekt wurde schon im Abschnitt 2.3 erwéhnt und soll in spéteren
Abschnitten ausfiihrlicher besprochen werden.

2.4.2 Multiplikative Renormierung

Die QED beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem quantisierten Diracfeld und dem
quantisierten Photonenfeld. Das bedeutet, daB bereits alle moglichen Wechselwirkungen,
einschlieBlich der Selbstwechselwirkung dieser Felder, in der Theorie inbegriffen sind und
durch sie beschrieben wird. Somit ist klar, daf§ die in der Theorie auftretenden Parameter und
Felder die reinen, d.h. unrenormierten Parameter und Felder sind. Diese sollen durch einen
Index 0 gekennzeichnet werden. Betrachten wir also die Lagrangedichte der freien QED, d.h.

die Lagrangedichte (2.1) ohne duflere Quellstréme als eine Lagrangedichte unrenormierter
Grofen:

£ = B [B@) 60, — eor*Auolo) — mo)bu(a) — 5 Fuwo(@) FE*(@) = 36o(0 Auo(2))]

(2.128)

Entsprechend der grundlegenden Beobachtung, daB die divergenten Anteile der Feynman-
diagramme der S—Matrix zu physikalisch, d.h. experimentell nicht beobachtbaren Grofien
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gehoren, spaltet man die experimentell beobachtbare Masse m des Elektrons in einen rei-
nen Massenanteil ohne elektromagnetisches Eigenfeld des Elektrons mg und einen reinen
Strahlungsanteil ém auf.

Der Massenanteil mg entspricht also einer fiktiven, rein mechanischen Masse, welche das
Elektron besitzen wiirde, wenn es sein elektromagnetisches Eigenfeld nicht hatte. Der reine
Strahlungsanteil entspricht dann genau der tragen Masse des Strahlungsfeldes des Elektrons.
Entsprechend kann man mit derselben Uberlegung die experimentell beobachtbare Ladung
e des Elektrons aufspalten in eine reine Ladung eg, welche das Elektron ohne elektromagne-
tisches Eigenfeld hitte, und einen reinen Strahlungsanteil de:

e = e+ de. (2.130)

Die reine Ladung eg wiirde das Elektron in Wechselwirkungen zeigen, wenn es nicht von
seinem elektromagnetischen Eigenfeld umgeben wire. Die Ladung de ist entsprechend dieser
Uberlegung dann genau die Differenz zwischen ey und der experimentell beobachteten elek-
trischen Ladung e.

Die oben definierten Zusammenhinge zwischen den unrenormierten und experimentell messba-
ren, d.h. renormierten Gréfen, lassen sich auch folgendermafBen umschreiben:

mo=m—om = (1—~§mﬁ)mEme, (2.131)
de
e =€ —be= (1-—?)65Z56. (2.132)

Die Erwartungswerte der Diracfelder U stehen in engem Zusammenhang mit physikalisch
messbaren Gréflen, und die Erwartungswerte der Photonenfelder A sind physikalisch messba-
re GroBen. In Hinblick auf die genaue Definition ihrer Messba,rkext sei auf Bohr, Rosenfeld
[70] verwiesen. Somit muss ein ebensolcher multiplikativer Zusammenhang zwischen den in
der Lagrangedmhte auftretenden unrenormierten Feldern Wy, A, und den physikalischen
Feldern ¥, A existieren. Er lautet fiir das Diracfeld

B =+/2,7, (2.133)
und fiir das Photonenfeld
A#o = Z3A# . (2.134)

Die Wurzeldarstellung wurde dabei aus ZweckméBigkeitsgriinden gewahlt, denn in der Defi-
nition der Elektronen—und Photonenpropagatoren treten die Felder immer paarweise auf. In
der QED bleibt der eichfixierende Term in der Lagrangedichte ICo(d“Au 6)? von der Renor-
mierung unbeeinflufit. Diese spezielle Eigenschaft der QED [68] folgt aus der Ward-Identitst
und kann beriicksichtigt werden durch eine formale Renormierung des Eichparameters ¢,
obwohl er natiirlich keine physikalisch messbare Gréfle darstellt:

1

o= A (2.135)
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Der Begriff multiplikative Renormierung findet seine Entlehnung in dem in Gleichungen
(2.131) bis (2.135) formulierten multiplikativen Zusammenhang zwischen unrenormierten
und renormierten Groflen. Die darin auftretenden (unendlichen) Konstanten Z; werden als
Renormierungskonstanten bezeichnet.

Es soll jedoch darauf verwiesen werden, daff in der Renormierungstheorie der QED oft eine
etwas abweichende Notation der Renormierungskonstanten Z, Verwendung findet, indem
eine Renormierungskonstante Z; eingefithrt und zweckméaBigerweise der Zusammenhang mit

Z, durch

7
7, = 2.136
Za/Z (2.136)

Zg, so dafl in der QED tatséchlich nur drei voneinander unabhéngige Renormierungskonstan-
ten (Zm, Za, Z3) existieren. Im Folgenden wird aber anstelle von Z,, immer ém benutzt, d.h.
es wird immer der Satz (dm, Z,, Z3) Verwendung finden. Mit den obigen unendlichen Skalen-
transformationen (2.131) bis (2.135) kann die Lagrangedichte (2.128) umgeschrieben werden,

so daB nun in der Lagrangedichte der QED nur renormierte Grofien, d.h. physikalische Felder
und physikalische Parameter, auftreten:

definiert wird. Durch die Ward-Identitét folgt in beliebiger Ordnung Stérungstheorie Z; =

L: = LQED + £Counter ]
Logp = N [’\i?(m)(waﬂ — ey*A,(z) — m)¥(z) — %Fﬂy(x)ﬁ””(w) - %C (6“Au(w))2] ,
'CCounter = (Z2 - 1) (N [ﬁ(m)(z'yﬂaﬂ - e’yu"&#(m) - m){b(w):l)

+ 7y 6m N [ii?(z)\if(x)] (% — DI [F(2) ™ (2)] - (2.137)

1

4
Die Lagrangedichte Lqgp stellt die bekannte Lagrangedichte der QED dar, allerdings mit
den renormierten physikalischen Feldern und Parametern. Der Normalordnungs—Operator NV
ist wieder im Sinne der S—Matrix—Entwicklung zu verstehen. Entsprechend der Renormie-
rungsphilosophie stellen die Terme der Lagrangedichte Lcounter die sogenannten Counterter-
me (Gegenterme) der Lagrangedichte Lqogp dar und werden als zusétzliche Wechselwirkun-
gen interpretiert. Thre Aufgabe ist es, die unendlichen Anteile in den S—Matrixelementen
von Lqpp so zu absorbieren, daf die endlichen, physikalisch messbaren Anteile in den S-
Matrixelementen in Erscheinung treten.
In vollkommener Analogie zu Kapitel 2.2.2 lassen sich ebenso Feynman—Regeln aus Loounter
ableiten und diesen Feynmanregeln lassen sich auch Feynman-Diagramme fiir diese Gegen-
terme zuordnen. Die Feynman—Regeln werden gleich im Impulsraum angegeben (s. Abbildun-
gen 2.9, 2.10, 2.11). Die Renormierungskonstanten setzen sich aus einem endlichen und einem
unendlichen Anteil zusammmen, welcher durch die Regularisierung endlich gehalten wird. Der
unendliche Anteil ist eindeutig festgelegt. Jedoch aus der Renormierungsgruppengleichung
der QED [67] folgt eine Beliebigkeit in der Festlegung der Renormierungsbedingungen. Die
Unabhéngigkeit des physikalischen Gehalts der renormierten Groflen von der Wahl der Re-
normierungspunkte pq, o ist die zentrale Aussage der Renormierungsgruppengleichung der
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X

Abbildung 2.9: Die Feynmanregel dieses Gegenterms lautet: Zyém + (Z; — 1)(p — m).

17

Abbildung 2.10: Die Feynmanregel dieses Gegenterms lautet: —i(Z; — 1)ev,.

AR
U v

Abbildung 2.11: Die Feynmanregel dieses Gegenterms lautet: (Zz — 1)(guwk® — kuk.).

QED. Man spricht in diesem Zusammenhang von sogenannten Renormierungsschemata. All-
gemein lauten die Renormierungsbedingungen in Stérungstheorie der Ordnungn = 1,2,3, ...:

Syren (m) () l —0, (2.138)
—#1

fwzen(n)(pl’ ) brron =0, (2.139)

@) (k) s = 0, (2.140)

0@ (ky, ka, ka) i3 =0. (2.141)

Diese Nichteindeutigkeit der Renormierungsbedingungen iibertragt sich auf den endlichen
Anteil der Renormierungskonstanten. Erst mit der Wahl eines bestimmten Renormierungs-
schemas sind die endlichen Anteile eindeutig festgelegt. In der vorliegenden Arbeit wird das
on-shell-Renormierungsschema benutzt. Im on-shell-Renormierungsschema werden die Re-
normierungspunkte y; und py auf die Masssenschale der Quantenfelder ¥ und Au gesetzt,
also

#1 = m

pp = 0. (2.142)

Man spricht von der sogenannten intermedidren Renormierung, wenn alle Renormierungs-
punkte 0 gesetzt werden, d.h. u; = 0, up = 0.
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Mit der Festlegung des Renormierungsschemas kénnen die Renormierungskonstanten expli-
zit aufgeschrieben werden. Man muss jedoch noch beachten, da die explizite Form der Re-
normierungskonstanten der QED neben dem verwendeten Renormierungsschema natiirlich
auch von der verwendeten Regularisierung als auch von der verwendeten Eichung ¢ abhéngt.
Die Renormierungskonstanten seien jetzt fiir das on—shell-Renormierungsschema, der Pauli-
Villars—Regularisierung und der Feynmaneichung (¢ = 1) in Ein—Schleifen-Néherung auf-
gefithrt [68]:

2 2 2
W_q1__¢ (1A Ky, 9
70 =1~ = (n (m2> +21n <m2 +3) (2.143)
2 2
1) _ € A
W =1~ s (_n?) : (2.144)
3e? A? 1
1) = In{—}+=) . .
om o™ (n (m2> + 2) (2.145)
Es ist interessant und wesentlich, daf in der Ein—Schleifen-N&herung
sm® = ZMsm® + 0(e?) (2.146)

gilt, so daB in 1. Ordnung Stérungstheorie prinzipiell nicht zwischen diesen beiden Gegenter-
men §m® und Z{Y§m™) unterschieden werden kann [68]. Setzt man also diese explizite Form
der Renormierungskonstanten in die Lagrangedichte (2.137) ein, so ist die Theorie in der
Ein-Schleifen-Naherung bereits endlich. Fiir die grundlegenden divergenten Ein-Schleifen—
Diagramme der QED folgen die renormierten Ausdriicke damit zu:

S e = 50 (4) 4+ ZMsm® + (Z8M = 1)(p—m), (2.147)
f‘ff) ren _ fg) — (20 — 1)y, (2.148)
1007 = B8+ (7 — 1){g? = k) 2.119)

In der Sprache der Feynman’schen Diagrammtechnik sind die renormierten Ausdriicke in
multiplikativer Renormierung in Abbildung 2.12 dargestellt. Dieses Verfahren der multipli-
kativen Renormierung ist in der QED bis zu einer beliebigen Ordnung der Stérungstheorie
durchfithrbar. Will man z.B. die Gegenterme in 2. Ordnung Storungstheorie finden, so muss
man mit der S-Matrix alle Diagramme der Ordnung e* unter Anwendung des Wick’schen
Theorems, einschlieflich also auch aller Gegenterme, aufschreiben. Die Diagramme als auch
die Gegenterme lassen sich jeweils zu eichinvarianten Untergruppen zusammenfassen. D.h., es
ist moglich, bestimmte Diagramme der Ordnung e* zu einer eichinvarianten Gruppe zusam-
menzufassen und ihnen eine eichinvariante Gruppe entsprechender Gegenterme zuzuordnen.
Die Feynman’sche Diagrammtechnik erlaubt es zwar, in rein graphischer Darstellung die ent-
sprechenden Counterterme eines bestimmten eichinvarianten Satzes zu finden, jedoch ist es
dabei sehr leicht moglich, einen Gegenterm zu iibersehen. Hierin besteht gerade der entschei-
dende Nachteil der multiplikativen Renormierung. Es ist ndmlich in der multiplikativen Re-
normierung nicht moglich, einem Diagramm der Ordnung e* oder allgemein einem Diagramm
in der hoheren Ordnung Storungstheorie genau seine entsprechenden Gegenterme zuzuord-
nen. Man kann nur einzelne Diagramme zu eichinvarianten Gruppen zusammenfassen und
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Abbildung 2.12: Die renormierten Ausdriicke der Selbstenergie, Vakuumpolarisation und Ver-
texkorrektur in Ein-Schleifen-Néherung entsprechend den Gleichungen (2.147) bis (2.149)

diesen Gruppen ihre Gegenterme zuordnen. Ein illustratives und explizit in diagrammati-
scher Weise vorgefiihrtes Beispiel fiir die Zwei—-Photonen Selbstenergie der freien QED findet
man z.B. im Kapitel 7.2 von [69]. Wiinschenswert wére aus diesem Grunde ein iibersichtli-
cheres Verfahren zum Auffinden aller Gegenterme. Die im folgenden Abschnitt vorgestellte
Methode der Bogoljubow’schen R—Operation schafft hier einen wesentlich eleganteren Zu-
gang zur Renormierungsproblematik. Diese Methode gestattet es, einzelnen Diagrammen die
entsprechenden Gegenterme zuzuordnen. Darin liegt ihre Stirke.

2.4.3 BPHZ-Renormierung

Wie bereits erwihnt, stellt die von Bogoljubov, Parasiuk (1957) [71], Hepp (1966) [72] und
Zimmermann (1970-1973) [73] entwickelte BPHZ-Renormierung eine wesentliche Weiter-
entwicklung der Renormierungstheorie dar. Eine zusammenfassende Darstellung dieser sehr
eleganten Renormierungstechnik ist in [74] enthalten. Eine didaktische Darstellung findet
man auch in [68, 69]. Leider ist diese Renormierungsmethode in diesen Biichern und auch
in der physikalischen Literatur nur fiir den einfacheren Fall der skalaren ¢*-Theorie bzw.
skalaren ¢°-Theorie beschrieben. In diesem Abschnitt soll diese Methode jedoch auf den
Fall der QED angewendet und durch grundlegende Beispiele erldutert werden.

Es war ein langer und beschwerlicher Weg, die Aquivalenz zwischen der BPHZ-Renormierung
und der multiplikativen Renormierung zu beweisen. In den oben aufgefithrten Arbeiten von
Bogoljubov und Parasiuk ist dieser schwierige Beweis in jeder Ordnung Storungstheorie fiir
eine grofe Klasse von Diagrammen gezeigt wurden. Jedoch erst Hepp konnte 1966 demon-
strieren, dafl dies auch fiir Diagramme mit iiberlappenden Divergenzen gilt, und Zimmer-
mann bewies die Gleichheit beider Renormierungen schlielich auch fiir zusammengesetzte
Operatoren. Es soll ebenfalls erwdhnt werden, da mit Hilfe der BPHZ-Renormierung auch
Theorien formal renormiert werden kénnen, welche als nichtrenormierbar gelten, wie z.B. die
quantisierte Gravitationstheorie. Der Grund liegt darin, dafl durch die BPHZ-Renormierung
unendlich viele Gegenterme erzeugt werden konnen. Die Ubereinstimmung zwischen multi-
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plikativer und BPHZ-Renormierung gilt deshalb selbstverstandlich nur fiir renormierbare
Theorien, d.h. Theorien mit endlich vielen Gegentermen.

In der BPHZ-Renormierung werden die Gegenterme durch Differentiation nach dufleren Im-
pulsen erzeugt. In der Lagrangedichte stehen deshalb keine Gegenterme. Ausgangspunkt der
BPHZ-Renormierung ist also die Lagrangedichte Lqgp aus (2.137). Aus dieser Lagrange-
dichte kann wieder mit der S—-Matrixentwicklung und dem Wick’schen Theorem die Feyn-
man’sche Diagrammtechnik entwickelt werden. Wird solch ein beliebiges Feynmandiagramm
I’ betrachtet, so flieflen in dieses Diagramm N 3uflere fermionische Impulse p;...py und M
sufere bosonische Impulse kq...kp hinein (s. Abbildung 2.13). Im Diagramm selbst wird
iiber r Schleifen—Impulse ¢;...q, integriert. Der mathematische Ausdruck Fr des Diagramms

Ky . .. ky

Abbildung 2.13: Ein beliebiges Feynmandiagramm T'. Es flieBen N fermionische Impulse p;

und M bosonische Impulse k; in den Graphen. Die Vorzeichenwahl der Impulse ist aber
beliebig.

I' kann immer in der folgenden Weise aufgeschrieben werden:
FF = fd4q1--'d4Qr jF(QI) Pi,kj) (2'150)

Mit der Bogoljubov’schen R—Operation wird der Integrand Jr zu einem neuen Integranden
Ry transformiert:

Fli = /d4q1...d4q, I%p(qz,p,:,kj) - (2.151)

Der mathematische Ausdruck Fy ist also der renormierte Ausdruck des Diagramms I'. An
einem Beispiel soll dies verdeutlicht werden, jedoch muss zundchst die Bogoljubov’sche

R—~Operation, welche Ir zu Rr transformiert, definiert werden. Die Bogoljubov’sche R~
Operation ist definiert als

. _r‘ﬁ’ o
Rr:{u )R fir w(r)zo}_

’ (2.152)
Rr fir w(T)<0

Die Gréfie w(T') bezeichnet man als den oberflachlichen Divergenzgrad des Diagramms T'.
Fin Diagramm heifit oberflichlich divergent, wenn w > 0 gilt. Der Divergenzgrad w ist ein

MaB fiir die Starke der Divergenz eines Graphen und ist fiir ein beliebiges Diagramm « in
der (4-dimensionalen) QED definiert als

3 .
w(y) =4-Ep—Er, (2.153)
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wobei Ep die Zahl der &uBeren bosonischen Beine und Ep die Zahl der dueren fermionischen
Beine des Graphen + bezeichnet. Dieser oberflichliche Divergenzgrad spielt eine wesentliche
Rolle im BPHZ-Renormierungsverfahren, denn das Theorem iber die absolute Konvergenz
eines beliebigen Feynman-Diagramms I' sagt folgendes aus:

FEin Feynman—Diagramm T ist genau dann absolut konvergent, wenn fir alle seine Untergra-
phen «;, einschlieflich T selbst, der oberflichliche Divergenzgrad negativ ist, d.h. w(vy;) < 0
und w(l') < 0 gilt.

Der Beweis dieses sehr wichtigen Theorems wurde von Weinberg (1960) [75] gefithrt. Es
erlaubt, in einfacher Weise zu entscheiden, ob ein divergentes oder konvergentes Feynman— .
Diagramm vorliegt. Der Begriff ” oberflichlich” ist so zu verstehen, daB ein Diagramm TI'
zwar oberflichlich durch Abzéhlen der Impulse konvergent scheint, jedoch durchaus diver-
gente Unterdiagramme ; enthalten kann. Jedoch - entsprechend dern Weinberg’schen Kon-
vergenztheorem — kommt dem Begriff oberflachlicher Divergenzgrad trotzdem eine zentrale
Bedeutung zu. Dies gilt in besonderem MaBe fiir die BPHZ-Renormierung, wie bald klar
werden wird. |

Der Operator Rr ist durch die folgende Rekursionsformel definiert:

~ N - k P
Er=Ir+ X Irjememy IR, (2.154)
=1

{1 reer v}

Die Diagramme v; sind oberflichlich divergente Unterdiagramme des Diagramms TI', d.h.
w(v;) > 0. Die Summe in (2.154) geht dabei iiber alle méglichen Kombinationen von dis-
junkten, oberflichlich divergenten Unterdiagrammen -;. Die mathematischen Ausdriicke fiir
die Unterdiagramme «; erhidlt man mit denselben Feynmanregeln wie fiir das Diagramm T'.
Der Term fp/{,h,,__,,k} bezeichnet den Integranden eines Diagramms I, bei dem die Kombina-
tionen disjunkter und oberflichlich divergenter Unterdiagramme {~i, ..., 7} zu einem Punkt
kontrahiert wurden.

Der Operator "7 ist der Tayloroperator. Er entwickelt den mathematischen Ausdruck des
Diagramms v, nach den dufleren fermionischen und bosonischen Impulsen bis einschlief-
lich zur Ordnung w(+,). Entsprechend den on-shell-Renormierungsbedingungen (2.138) bis
(2.142) bedeutet das also:

17 entwickelt den Integranden eines beliebigen Diagramms vy

a) nach den N suBleren fermionischen Impulsen p; um m
b) nach den M &uBeren bosonischen Impulsen k; um 0.

(Dabei bedeutet die Schreibweise k; = 0 = (0,0, 0,0), d.h. alle Komponenten des Vierervek-
tors verschwinden. Selbstverstindlich ist dies ein Spezialfall der Renormierungsbedingung
k? = 0.) Mathematisch bedeutet das bis zur 2. Ordnung der Taylorentwicklung (- ist kein
Lorentzindex, sondern bezeichnet das entsprechende Diagramm)

t'YIA'Y(phkj) = jv(pi’kj);]ﬁi=m,kj=o

N o
ap:z \Pi, K5 ]zs‘.=m,kj=0 p; 4

=1
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M

+3 (320, Lpis ki) g kj_o) (k)

i=1

N N 5% R ) ’Ya fyﬁ
+Z Z ( apﬁ 'Y(ph )m —]5 =m kJ__g) (pil —-mT> (pf2 __m:l_)

i1=14p=1

M M 82 . ,
‘I‘Z Z (aka kﬁ ’Y(pn J)lzs——mk“ =kj, =0 (k.hka)

ji=1j2=1

N M 5%
+EZ( aakﬁ +(pis ki), —m,:o) (p, “mfyz> (+7)

=1 j=1

o (2.155)

Mit diesern Tayloroperator konnen alle Diagramme der QED bis zur 2. Ordnung Stérungs-
theorie, d.h. alle Zwei-Schleifen—Diagramme renormiert werden.

Zu beachten ist dabei noch, dafl die Taylorentwicklung nur in den kinematisch voneinander
unabhéngigen &ufleren Impulsen zu erfolgen hat. Wenn alle auBeren Impulse in das Dia-

gramm « hineinfliefen, so bedeutet das, dafl sie wegen der Viererimpulserhaltung immer der
Beziehung

2opi+ k=0 (2.156)
i i

geniigen. Somit 148t sich immer genau ein dufierer Impuls mit dieser Beziehung eliminieren.
Die Taylorentwicklung wird also {iber diesen eliminierten dufleren Impuls nicht ausgefithrt.
Welchen Impuls man dabei eliminiert, ist vollkommen beliebig und unterliegt keiner Be-
schrankung.

Bevor an einem Beispiel diese Renormierungstechnik demonstriert werden soll, sollen noch
die Begriffe duflere Renormierung und innere Renormierung definiert werden. In der phy-
sikalischen Literatur und in vielen Lehrbiichern [66] werden diese Begriffe oft verwendet.
Wenn das gesamte Diagramm T' oberfliichlich divergent ist, d.h. w(T) > 0 gilt, dann gibt

es entsprechend (2.152) immer die Terme trﬁr. Diese Terme werden als Terme der dufleren

Renormierung bezeichnet. Die Terme Er werden hingegen als Terme der inneren Renor-
mierung bezeichnet. Es sei jedoch erwihnt, daB trotz aller Ahnlichkeiten die Methode der
inneren und duBeren Renormierung durchaus keine so systematische Methode darstellt wie
die BPHZ-Renormierung. Dies wird insbesondere spater am Fall der Renormierung eines
Diagramms mit {iberlappenden Divergenzen deutlich.

In dieser Arbeit werden spiter mit dieser Technik mehrere Zwei-Schleifen-Diagramme aus-
gewertet. Es ist jedoch sinnvoll, zunéichst an zweil grundlegenden und auch spiter benétig-
ten Ein-Schleifen—Beispielen diese elegante und iibersichtliche Renormierungstechnik zu ver-
deutlichen. Betrachtet seinen die Vertexkorrektur und die Selbstenergie in Abbildung 2.14.

Betrachten wir zuerst den Graph der Selbstenergie SE. Der mathematische Ausdruck fiir die
Selbstenergie berechnet sich zu

D) (15) = (2".)4 “(l)(ls)

2 1 1
@ - g2 i .
r (ﬁ) e 7F1$+é__m+ze’f q2+i€7 (2 157)
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Abbildung 2.14: Die Graphen der Selbstenergie SE und Vertexkorrektur VK.

und entsprechend der BPHZ——Renormierung Jlautet der renormierte Ausdruck

(1)
(2 ) ~Hp(P) - (2.158)
Die Selbstenergie hat zwei duBere fermionische Beine, so dal Er = 2,Ep = 0 gilt und
deshalb ist w(T') = 1. Damit folgt also nach Formel (2.152)

%) = (- @) (2.159)

Da im Ein-Schleifen-Fall natiirlich keine Unterdiagramme v existieren, folgt aus (2.154)
einfach

2")(1) ren(ﬁ) —

= (1) 2

Rr (8= . (2.160)
Die beiden Gleichungen (2.159) und (2.160) zusammen ergeben also

BO@) = I0@) - 1D (p) . (2.161)

Die Taylorentwicklung (2.155) muss wegen w(I') = 1 bis einschliellich 1. Ordnung nach dem
duBeren Impuls p ausgefiithrt werden:

FI00) = @), + -?;fé“(z» i (= -mL) - (2.162)

Insgesamt ergibt sich damit nach Einsetzen dieser Taylorentwicklung in (2.161) und Ein-

setzen wiederum von R(l)([ﬂ) in die Gleichung (2.158) der renormierte Ausdruck fiir die
Ein-Schleifen—Selbstenergie:

S0 = (jw‘; ) - / e 100 i

zm(;b) £(1)
(- ﬁ) d'q 3 s !
( ™4 J (2m)* Op~ () p=m
’Yaéa)'

= 3O -0 2O (p—m) . (2.163)
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Die analytische Berechnung der beiden hergeleiteten Gegenterme ergibt [68]

3¢e? A? 1
= T67 (1“ (;r) + 5) (2.164)

2 A2 I‘l'z 9
W - _° = Elez). :
BT (ln (mz) e (m2) * 2) (2:165)

Wie bereits eingangs erwahnt wurde, ist es schwierig, die Aquivalenz zwischen multiplikativer
und BPHZ-Renormierung in jeder Ordnung Stérungstheorie zu beweisen. Jedoch fiir den
Fall der 1. Ordnung Stérungstheorie kann dies hier demonstriert werden. Ein Vergleich von
(2.163) mit (2.147) zeigt, dal

und

20 = z05m@  und 2O = (Z{) 1) (2.166)

gelten muss. Ein Vergleich der explizit berechneten Gegenterme (2.165) und (2.143) bzw.
(2.146) demonstriert diese Aquivalenz beider Renormierungsmethoden fiir die Selbstenergie.

Der zweite wichtige Ein—Schleifen—Fall ist die Vertexkorrektur. Der explizite Ausdruck im
Impulsraum lautet

4 d? diq ,\ o)
Aﬁzl)(pl’pﬂ = (2 )4 1" (P1,P2) >
R 1 1 1
) = —ie’ b 2.
IP (p17p2) € ’Yﬂﬁl_é—m+i€7#ﬁ1_é_ﬁ2—m+i€‘y q2+26 ( 167)

Der renormierte Ausdruck entsprechend der BPHZ-Renormierungsmethode ist definiert zu

A=) = [ 5 )43(”(111,;02) (2.168)
wobei, wie im Fall der Selbstenergie,

B (p1,p2) = (1 — ) Er (1, p2) (2.169)
und

2(1)

B (p1,p2) = I (p1, 1) (2.170)

gilt. Das Diagramm der Vertexkorrektur hat zwei duflere fermionische Beine, d.h. Ep = 2,

und ein #ufBeres bosonisches Bein, Eg = 1. Mit (2.153) folgt der oberflichliche Divergenzgrad
zu w([') = 0, so daf die Taylorentwicklung (2.155) bis zur 0. Ordnung erfolgt:

(1) a
' Br (p1,p2) = I (p1, ) b p (2.171)
1= P2=™

und mit (2.168) folgt der renormierte Ausdruck der Vertexkorrektur zu

A dt
AD™(py,p2) = f (on %411‘)(?1,?2) / (2 il (b1, p2)

il )(m,m) *y,,‘A“)

b=p,=m

= AD(p1,p2) — 74D . (2.172)
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Aus der Wardidentitét folgt
20 = A0 (2.173)

so daB es nicht notwendig ist, den Gegenterm A() explizit zu berechnen. Wieder zeigt ein
Vergleich des renormierten Ausdrucks (2.172) mit dem mit Hilfe der multiplikativen Renor-
mierung hergeleiteten renormierten Ausdruck der Vertexkorrektur (2.148), da8 (s. (2.116))

AD = _50Y =z _ 1) (2.174)

gelten muss. Ein Vergleich von (2.143) und (2.165) demonstriert abermals die Auivalenz
beider Renormierungsmethoden. Mit diesem direkten Verfahren 148t sich auch die Aquivalenz
beider Renormierungsmethoden fiir die 2. Ordnung Stoérungstheorie explizit zeigen, denn die
Gegenterme in beiden Renormierungszugéngen sind fiir die QED analytisch bekannt.
SchlieBlich sei auch fiir die BPHZ-Renormierungstechnik die graphische Darstellung der
renormierten Ausdriicke (2.163) und (2.172) in Abbildung 2.15 angegeben. Das Kreuz in dem
Gegenterm fiir die Selbstenergie hat jetzt eine andere Bedeutung als in der multiplikativen
Renormierung. Hier bedeutet es nimlich, daB der Elektronenpropagator 1/(p—m+ie) ersetzt
wird durch 1/(} —m++ i€)?. Bemerkt sei auflerdem, daBl die Matrix v, im Gegenterm fiir die
Vertexkorrektur (2.172) bereits in der graphischen Darstellung Abbildung 2.15 enthalten ist,
entsprechend den Feynmanregeln.

A ren 1) 1)
DI oo — _ =

Iy
Aren {1)
A7 Do oA

Abbildung 2.15: Die graphische Darstellung der renormierten Selbstenergie und der renor-
mierten Vertexkorrektur im Rahmen der BPHZ-Renormierung.
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2.5 Eichinvarianz und Vakuumpolarisationstensor 4.
Ranges

Der Vakuumpolarisationstensor 4. Ranges ist Bestandteil jedes Diagramms der Bound—
State-QED, welches eine Vakuumpolarisation des vollen Elektronenpropagators enthilt und
wird deshalb in dieser Arbeit bei der Renormierung der Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation
und der Renormierung der Selbstenergie-Vakuumpolarisation relevant werden. Fiir sp#tere
Betrachtungen ist es deshalb wichtig, den Begriff Eichinvarianz und die Renormierung des
Vakuumpolarisationstensors zu kléren.

Wird der Prozess der Licht-Licht-Streuung betrachtet, so entstehen in niedrigster Ordnung
Stérungstheorie die in Abbildung 2.16 dargestellten Diagramme. Der Vakuumpolarisations-

K, Ks ks K, K, ky,
c A Ao GV
B v |3 Y BooA

k1 k2 k1 k2 k1 k3

Abbildung 2.16: Die drei Diagramme der Licht—Licht-Streuung. Dia anderen drei Diagram-
me unterscheiden sich von den dargestellten Diagrammen nur duch die Richtung der Elek-

tronenschleife und liefern denselben Beitrag. Deshalb geniigt es, nur die drei dargestellten
Diagramme zu betrachten.

tensor 4. Ranges ist nun definiert als
,wa,\ (k1 ko, k3,m) = 2[ e (K1, kg, ks, m) + Ef;in(kl,kz, ~ky — kg — 2ks,m)

;}I\llfzn(kla kS, kZ ) m)] (2.175)

Die drei Tensoren 7™ sind durch die Diagramme der Abbildung 2.16 dargestellt. Sie sind
gegeben durch

ngen i L -
T3 (ks bayboym) = [ T (7"4+ F—mtic g+ F by —mtic

1 1
Xé+¢1+562+;63—m+z'e7"g_m+i6)- (2.176)

Die Impulserhaltung k; + k2 + ks + k4 = 0 ist immer erfiillt, jedoch i.a. konnen die Photonen
wieder Teil eines groferen Feynmandiagramms sein und miissen nicht auf der Massenschale
liegen. Dieser allgemeine Fall ist fiir dieses Kapitel von Bedeutung, d.h. es gilt k? # 0. Eine
allgemeine Struktur der Losung dieses Tensors wurde erstmalig in [76] angegeben.

Es wurde schon friihzeitig erkannt, daB zwar die einzelnen Tensoren Tunren logarithmisch
divergent sind, jedoch ihre Summe d.h. der Vakuumpolarisationstensor 1™ ist endlich
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[77, 78]. Ein exzellenter und einfacher Beweis dafiir ist z.B. in [57] und in Achieser, Berestez-
ki [66] zu finden. Trotzdem soll auf diese bemerkenswerte Eigenschaft genauer eingegangen
werden, da sie die Ursache der Verletzung der Eichinvarianz des Tensors (2.175) darstellt
und deshalb von wesentlicher Bedeutung ist.
Der Vakuumpolarisationstensor (2.175) setzt sich aus den Tensoren (2.176) zusammen, wel-
che also bei grofien Impulsen g logarithmisch divergieren. Diese Divergenz ist offensichtlich
genau in dem Term

a4

q 1 1
unren 0 — T ( —Yy .
pw\a (O 0, m) (2 )4 I pr‘é—m—l—Zé’Y ;j—m-i—zew‘

1 1
xé—m—i—ie%ﬁ—m—{—ie)

= [ Lot (vtsoiod)
=t (27(_)4 I ’Yll- '71/ f)l)\ 70’ (q2 —m2+i6)4
+ endliche Integrale (2.177)

enthalten. Die Ausfithrung der Spur ergibt

u e d4q 4 1
ronm - (oot ms) | S

+ endliche Integrale . (2.178)

Entsprechende Ausdriicke entstehen bei den anderen beiden Tensoren, so daf fiir den diver-
genten Anteil insgesamt folgt

unren(o 0 0 m)

pre

= (ga')\gp.u + Zoulrv — 2go-ug)\u + 8ro8Burv + Brpu8ov — ngugau. + Bor8ur + Buolur — 2ga}\guu)

S

=0

d*q , 1 .
X / (27r)4q i) + endliche Integrale . (2.179)
Dieser Ausdruck ist die Ursache der Verletzung der Eichinvarianz, denn der Vorfaktor ver-
schwindet zwar, jedoch das dahinterstehende Integral divergiert. Somit ist dieser Ausdruck
unbestimmt und der Begriff Eichinvarianz verliert deshalb seinen Sinn. Das bedeutet, daf
das Integral regularisiert werden muss. Dann verschwindet der gesamte Ausdruck und nur
in diesem Sinne ist der Vakuumpolarisationstensor insgesamt konvergent und eichinvariant.
Der regularisierte Ausdruck entsprechend der Pauli-Villars-Regularisierung folgt zu
Z‘fm\(kl, ky,ks,m) = f,,’:f,";’(kl, ko, k3, m) — H““m‘(kl, ko, ks, M) . (2.180)

nvo

Dabei ist M eine grofe Elektronenmasse. Die Eichinvarianzbedingung des Vakuumpolarisa-
tionstensors lautet [68]

k“ Hrua)\(klz kZa k37 m)
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kY (T8 | (ky, koo kaym) = 0,

w

kg TT58 \ (ka, ki hz,m) = 0. (2.181)

Jetzt sei der renormierte Vakuumpolarisationstensor betrachtet. Der oberflichliche Diver-
genzgrad der Diagramme in Abbildung 2.16 ist w(I') = 0, und somit folgt aus der BPHZ-

Renormierung der renormierte Ausdruck unmittelbar, indem die dufleren Impulse k; auf die
Massenschale des Photons gesetzt werden, d.h. zu

(b, oy sy m) = TSRy, K, s, m) — TI052(0,0,0,m) . (2.182)

uvo

Diese Gleichung besagt, dafl die divergierenden Integrale (2.179) gerade subtrahiert werden
und somit im renormierten Ausdruck abermals die Eichinvarianz erfiillt ist, d.h.

kfﬁ:z?cf}\(klak%k?nm) = 0
K TER ) (kg by, kgym) = 0

kg TR (K, kg, ka,m) = 0. (2.183)

Zu beachten ist aber, daB der Gegenterm alleine entsprechend (2.179) eine unbestimm-
te GroBe darstellt, d.h. durchaus divergieren kann. Nur der gesamte Ausdruck (2.182) ist
konvergent und eichinvariant. Das bedeutet, daf bei Rechnungen mit dem Vakuumpolari-
sationstensor im renormierten Ausdruck die divergierenden Integrale (2.179) analytisch zu
subtrahieren sind. Ein anderer Weg besteht darin, im renormierten Ausdruck den Vakuum-
polarisationstensor und den Gegenterm mit einer beliebigen Regularisierung zu regularisieren.
Beide Wege sichern die Eichinvarianz im renormierten Ausdruck.

Fir mehr Details zu dieser Problematik und dem Zusammenhang zwischen Eichinvarianz,
Regularisierung und Renormierung sei auf [66] verwiesen. Schliefilich sei noch kurz demon-
striert, daB der Gegenterm II;}75(0,0,0,m) eine rein imaginire Groéfie darstellt:

Der Gegenterm ist eine Summe von drei Tensoren (s. Gleichung (2.176)) der Gestalt:

— dq 1 1 1 1
#,V,A,a(070> 0,m) = WTI' [’Yﬂé “m+ ie')’vé Tt iﬁ’b‘é —mt ie‘yaﬂ—— —— ie]

= [ 2Lt [t m)n+ o m ()] e

= @)t Ve Yo T m)Ye (@ —m2 + i)t

(2.184)

Alle Integrale mit ungerader Anzahl von Impulsen im Zahler verschwinden. Somit gibt es
nur Integrale der Art

(2m)4\"/ (¢* — m? + ie)t 6 mt’
I M ——L
i\ ¥/ @ —mirier T T am

dig 1 2
m(qa 95 G qs) @—mitief i577(0) (Jap s + gargps + gasgsy) 5

(2.185)
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welche offensichtlich alle rein imaginir sind. Das letzte Integral divergiert. Diese Divergenz

entspricht der erwdhnten logarithmischen Divergenz jedes einzelnen Tensors 7. Jedoch in

der Summe aller drei Tensoren 7' entsprechend (2.175) hebt sich diese Divergenz bei Ver-

wendung einer beliebigen Regularisierung wieder gegenseitig heraus, so dafl ein konvergenter

Tensor entsteht und dieses Integral nicht bendtigt wird. Somit ist bewiesen worden, dafl der
unren

Gegenterm II e (0,0,0,m) rein imaginér ist. Diese Aussage wird bei der Renormierung der
Selbstenergie—Vakuumpolarisation relevant sein.



3 Zwei—Photonen—Selbstenergie

Dialog zwischen dem Verstand und den Sinnen
Verstand: ’ Scheinbar ist Farbe, scheinbar SiiBigkeit, scheinbar Bitterkeit.
Wirklich sind nur Atome und Leeres.’
Die Sinne: ’ Du armer Verstand, von uns nimmst Du deine Beweisstiicke
und willst uns damit besiegen? Dein Sieg ist dein Fall.’

Demokrit (um 460 bis 371 v.u.Z.)

3.1 Gegenwirtiger Stand der Vorhersagen der
Lamb—Verschiebung

3.1.1 Strahlungskorrekturen der Ordnung o

Die beiden QED-Strahlungskorrekturen der Ordnung « zur Lambverschiebung wurden aus
der S—-Matrixentwicklung bereits hergeleitet und sind in Abbildung 2.4 dargestellt. Die Ein—
Schleifen-Selbstenergie liefert dabei gegeniiber der Ein—Schleifen—Vakuumpolarisation den
groBten Beitrag zur Lambverschiebung fiir alle wasserstoffartigen Systeme. Neben diesen
reinen QED-Effekten muss jedoch auch die endliche Kernausdehnung beriicksichtigt wer-
den. Jedoch selbst fiir atomare Systeme mit einer sehr grofen Kernladungszahl Z und
damit mit einer sehr grofen endlichen Kernausdehnung, dominiert der Beitrag der Ein-
Schleifen-Selbstenergie gegeniiber dem Beitrag der endlichen Kernausdehnung und dem der
Ein-Schleifen—Vakuumpolarisation VP. Zunachst sei deshalb die Ein—Schleifen—Selbstenergie
betrachtet.

Der mathematische Ausdruck fiir die Energieverschiebung eines Zustandes |n) durch die
Selbstenergie des gebundenen Elektrons ergibt sich mit der Gell-Mann—Low-Sucher-Formel
fiir irreduzible Diagramme (2.78) zu

ABE = [dry [y ghir)r0 S5 ma(Ba) e(rs)
= (nlfyoiggund(En)ln) ’ (31)

mit dem Operator der Selbstenergie der Ordnung «
SE - T dE m v
702bound(Eﬂ) =idma / _‘:—)‘;a SF(E‘n - E7 7'1,7'2)0{ Dyu(Earl - 7'2) . (3.2)

Wihrend die Berechnung der Selbstenergie eines freien Elektrons bereits in der grundle-
genden Arbeit von Bethe (1947) [79] erfolgte, stellte die numerische Auswertung der Ein-
Schleifen-Selbstenergie eines gebundenen Elektrons iiber viele Jahre ein duflerst schwieriges
Problem dar. Die Renormierung der Energieverschiebungen der Ordnung « und o? ist ziem-
lich komplex und soll deshalb spéter genauer behandelt werden. In diesem Abschnitt wird
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direkt von den renormierten Ausdriicken ausgegangen. Es seien jetzt die wichtigsten Beitrige
zur Auswertung der Selbstenergie und Vakuumpolarisation eines gebundenen Elektrons ge-
nannt, welche gleichzeitig die extremen Schwierigkeiten verdeutlichen, mit denen man bei
solchen Berechnungen konfrontiert ist. Dabei soll insbesondere entsprechend der Zielsetzung
der vorliegenden Arbeit die Selbstenergie im Mittelpunkt stehen, zumal die hier kurz dar-
gelegten Auswertungsmethoden in leicht abgewandelter Form auch bei der Zwei-Photonen—
Selbstenergie verwendet werden.

Die erste Methode zur Berechnung der Selbstenergie eines gebundenen Elektrons in allen
Ordnungen in Za wurde 1959 durch Brown, Langer und Schéfer vorgeschlagen [81]. Jedoch
erst 1971 gelang Desiderio und Johnson die erste korrekte Berechnung der Selbstenergie in
allen Ordnungen in Zo fiir einige wasserstoffartige Jonen hoher Kernladungszahl Z [80]. In
der Arbeit [80] wurde die Methode von Brown, Langer, Schéfer korrigiert und numerisch
implementiert. Die grundlegende Idee bestand dabei darin, den sogenannten zero—potential—
Term von der unrenormierten Energie—Verschiebung zu subtrahieren und anschlieBend zum
Gegemterm wieder zu addieren. Dies ist in der Abbildung 3.1 dargestellt. Auf diese Wei-

n n [

] n n )
SE,ren _ _ 1 _
E = Z()
n
| " " "
1
SE zp ' GT zp

Abbildung 3.1: Der zero-potential-Term ZP wurde bei der numerischen Auswertung von
Desiderio und Johnson subtrahiert und wieder addiert.

se heben sich in beiden Summanden divergente Anteile gegenseitig heraus. Dennoch sind
beide Summanden divergent. Deshalb wurden beide Summanden nach Partialwellen ! ent-
wickelt und zundchst fiir einen beliebigen, aber festen Photonenimpuls k¥ berechnet. Danach
wurden beide Summanden, welche ja zusammen einen konvergenten Ausdruck ergeben, wie-
der addiert und anschliefiend wurde iiber den Photonenimpuls & integriert. Die Auswertung
nach diesem Schema erforderte hochste Prézession, denn die Konvergenz der einzelnen Par-
tialwellen I verhielt sich proportional zu 1/?, d.h es mussten viele einzelne Partialwellen
beriicksichtigt werden. Spéter wurde deshalb von Mohr (1974) {25, 82] eine sehr erfolgreiche
Methode zur numerischen Auswertung der Selbstenergie der Ordnung « entwickelt. In dieser
Methode wurde neben dem zero—potential-Term auch der one—potential-Term subtrahiert
und zum Gegenterm wieder addiert. Diese Methode ist in der Abbildung 3.2 dargestellt. Der
Vorteil besteht u.a. darin, dal nun beide Summanden sowohl konvergent als auch eichin-
variant und kovariant sind. Eine spezielle Wahl der Energieintegration erlaubte zudem eine
einfache mathematische Struktur des Photonenpropagators und der zweite Summand konnte
analytisch ausgewertet werden. Diese Methode wurde spiter von Mohr, Kim (1992) auch zur
Berechnung der Selbstenergie angeregter Zustinde [83] verwendet. Alle diese Berechnungen
beriicksichtigten jedoch noch nicht den EinfluB der endlichen Kernausdehnung. Von Mohr
und Soff wurde die Methode von Mohr in leicht abgewandelter Form 1993 verwendet, um
den EinfluB der endlichen Kernausdehnung auf die Lamb—Verschiebung erstmalig zu berech-
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n

n n n n n
SE,ren _ _ _ mx _ _
n n n n n n
GT ZP OP

SE ZP OP

Abbildung 3.2: Der zero—potential-Term ZP und der one-potential-Term OP wurde bei der
numerischen Auswertung von Mohr subtrahiert und wieder addiert.

nen [85]. SchlieBlich soll nicht unerwéhnt bleiben, dafi Blundell und Snyderman 1991 in der
Arbeit [84] einen alternativen Ansatz zur Berechnung der Selbstenergie entwickelten. Die
Idee bestand darin, die endlichen Anteile des zero— und one-potential-Terms hauptsichlich
analytisch zu berechnen und den konvergenten many—potential-Term mit der basis—set Tech-
nik auszuwerten. Die Partialwellen zeigten in dieser Methode ein 1//3-Konvergenzverhalten,
d.h. nach dieser Methode konnten bereits mit wenigen Partialwellen hohe Genauigkeiten
erzielt werden. Die in [84] entwickelte Methode ist ebenfalls erweiterbar auf Berechnungen,
welche den EinfluBl der endlichen Kernausdehnung beriicksichtigen. Schlieflich soll auch auf
die bemerkenswerten Arbeiten [86] verwiesen werden, in denen es erst kiirzlich Jentschura,
Mohr, Soff (1999) gelang, fiir den extrem schwierigen Fall des Wasserstoffs die Ein—Schleifen—
Selbstenergie in allen Ordnungen in Za mit extrem hoher Genauigkeit auszuwerten, sowohl
fiir den 1s—-Grundzustand als auch fiir angeregte Zustinde. Im Wasserstoffatom war es dazu
notwendig, im many-potential-Term einige hunderttausend Partialwellen zu beriicksichtigen.
Zu den technischen Details der dabei angewendeten Methode der Konvergenzbeschleunigung
sei ebenfalls auf [86] verwiesen. Solche Hochprizesions—Rechnungen im Wasserstoffatom er-
lauben neben einem Test der sogenannten Za-Entwicklung vor allem auch Riickschliisse auf
die genauen Werte einiger Naturkonstanten, wie z.B. der Rydberg-Konstanten. Die genaue
Kenntniss der Grofle der Naturkonstanten wiederum ist gegenwartig auch im Hinblick auf
eventuelle Zeitabhingigkeiten fundamentaler Konstanten von besonderer Bedeutung, welche
man hofft im Experiment zu finden [87, 88, 89].

SchlieBlich sei auch auf den aktuellen Stand der Berechnungen der Vakuumpolarisation ein-
gegangen. Der mathematische Ausdruck der Ein—Schleifen—Vakuumpolarisation ergibt sich
mit (2.78) zu

AEY? = / &r1 o} (711)70Ubouna(r1) 2 (71)
= (n}v0Ubouna(r1)|n) (3.3)

mit dem Operator der Vakuumpolarisationsdichte der Ordnung o
T dE
YoUbouma(?1) = 147 fd3rz o' Dy (E = 0,71 — 73) / —Z—;r*Tr [« Sp(E,r2,73)] . (3.4)

Wie im Fall der Ein-Schleifen—Selbstenergie, so stellte auch die Berechnung der Ein-Schleifen—
Vakuumpolarisation in allen Ordnungen in Zo iiber viele Jahre hinweg ein groBes nume-
risches Problem dar. Mit Hilfe der Potentialentwicklung wird die Vakuumpolarisation in
einen Uehlinganteil und einen Wichmann-Kroll-Anteil, unter Berticksichtigung des Furry-
theorems, zerlegt (s. Abbildung 3.3). Auch hier seien die grundlegenden Arbeiten genannt.
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VP Uehl WK

Abbildung 3.3: Die Zerlegung der Vakuumpolarisation VP in einen Uehlinganteil Uehl und
einen Wichmann—Kroll-Anteil WK.

Bemerkenswert in diesem Zusammenhang ist zunéchst die Rechnung von Uehling [6]. Uehling
fand in dieser Arbeit bereits 1935 den renormierten Ausdruck fiir den nach ihm benannten
Anteil der Vakuumpolarisation, obwohl zu diesem Zeitpunkt keine Renormierungstheorie
existierte. Der nachste bedeutende Schritt war die Berechnung der niedrigsten Ordnung
im Wichmann-Kroll-Anteil durch Wichmann und Kroll (1956) [90]. Die Berechnung des
Wichmann—Kroll-Potentials der Ordnung (Z«)? fiir punktartige Atomkerne gelang erstmalig
1972 Blomguist [91] und fiir endliche Atomkerne in der Néaherung einer Partialwelle 1974 /75
Gyulassy [92]. SchlieBlich gelang es 1988 in der Arbeit von Soff und Mohr [93] den Ein-
fluB der Vakuumpolarisation unter Beriicksichtigung der endlichen Kernausdehnung fiir alle
Zusténde fiir Z = 30— 100 und Z = 170 zu berechnen. Das in der Arbeit [93] vorgeschlagene
Regularisierungs — und Renormierungsschema der Ein—Schleifen—Vakuumpolarisation diente
zudem in zahlreichen nachfolgenden Rechnungen mit Vakuumpolarisation, von denen hier
z.B. [94, 100, 168, 169] erwihnt sein sollen, als Grundlage fiir Betrachtungen der Eichinva-
rianz. Speziell dieser Punkt wird auch in der vorliegenden Arbeit spéter bei der Herleitung

eines renormierten Ausdrucks der Selbstenergie—Vakuumpolarisation von zentraler Bedeu-
tung sein.

3.1.2 Strahlungskorrekturen der Ordnung o?

In den letzten Jahren wurden sehr effiziente numerische Verfahren entwickelt, um die Strah-
lungskorrekturen der Ordnung o? auswerten zu kénnen. Dazu z&hlt insbesondere die B-
Spline-Methode und die Partialwellen—Renormierung. Dieser Abschnitt soll einen Uberblick
iiber den gegenwirtigen Stand der Forschung verschaffen, wahrend die erwédhnten numeri-
schen Methoden an anderer Stelle dieser Arbeit eingehender erldutert werden.

Der vollstindige Satz der QED-Strahlungskorrekturen der Ordnung o ist in der Abbildung
3.4 dargestellt. Sie beinhalten alle topologisch méglichen Kombinationen der Selbstenergie
SE und der Vakuumpolarisation VP, wenn man sich auf vier Vertizes beschrinkt. Die Dia-
gramme koénnen, wie dargestellt, in eichinvariante Untergruppen unterteilt werden, wovon
wiederum einige Diagramme schon einzeln eichinvariant sind. Jede eichinvariante Gruppe
und jedes eichinvariante Diagramm kann unabhingig von den anderen Korrekturen nume-
risch ausgewertet werden. In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber den gegenwirtigen
Stand der Forschung bei der numerischen Auswertung dieser Diagramme dargelegt (s.a [24]).
Dabei wird oft der Begriff Uehlingndherung verwendet, welcher in Abbildung 3.5 vedeutlicht
wird. Die Uehlingnsherung enthilt mit ca. 80...90% bereits den dominierenden Anteil des
exakten Diagramms. Der Beitrag des gesamten Diagramms ohne Niherung wird hier als
exakt bezeichnet. Betrachtet seien nun im Einzelnen die Diagramme der Ordnung o?.
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Abbildung 3.4: Die Strahlungskorrekturen der Ordnung o?®.

Das Diagramm SESE a) kann in einen reduziblen, SESE a red), und einen irreduziblen
Anteil, SESE a irred), zerlegt werden. Fiir die Klasse der kovarianten Eichungen, d.h. die
Klasse der (1 — {)-Eichungen, ist der irreduzible Anteil von SESE a) eichinvariant, Blundell
(1992) in [95]. Deshalb kann der irreduzible Anteil der Zwei-Photonen-Selbstenergie sepa-
rat ausgewertet werden. Dieser Anteil der Zwei-Photonen—Selbstenergie wurde erstmalig
von Mitrushenkov, Labzowsky, Lindgren, Persson, Salomonson (1995) in [96] fiir die Kern-
ladungszahlen Z = 70,80,90,92 ausgewertet. Fiir beliebige Kernladungszahl 3 < Z < 92
erfolgte von Mallampalli, Sapirstein (1998) in [97] und Goidenko, Labzowsky, Nefiodov, Plu-
nien, Soff (1999) in [98] ebenfalls eine Berechnung des irreduziblen Anteils. Der reduzible
Anteil von SESE a) muss zusammen mit den Diagrammen SESE b,c) berechnet werden, denn
nur ihre Summe ist eichinvariant. Diese Beitrige stellen somit die schwierigste Herausforde-
rung in der Berechnung der Strahlungskorrekturen der Ordnung o® dar. Ein erster Versuch
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d)

el
to- o

k)

Abbildung 3.5: Die Uehlingnéherung der Diagramme VPVP d,e,f), SEVP g,h,i) und S(VP)E
k). In den Elektronen-Schleifen treten jetzt also nur freie Elektronenpropagatoren auf.

solch einer Auswertung erfolgte von Mallampalli, Sapirstein (1998) fiir die Kernladungszahl
Z = 92 in [99]. In dieser Arbeit wurde nur ein spezieller Anteil der Diagramme SESE a
red) b) und c) berechnet. Jedoch ist iiberhaupt nicht klar, ob es sich bei diesem berechneten
Anteil von Mallampalli und Sepirstein um den dominierenden Anteil des exakten Resultats
handelt oder nicht. Die Berechnung der exakten Zwei-Photonen—Selbstenergie ist deshalb
Hauptziel der vorliegenden Arbeit.

Betrachtet sei nun das eichinvariante Diagramm VPVP d). Der Beitrag dieses Diagramms
wurde zunichst in Uehling—Approximation von Persson, Lindgren, Salomonson und Sunner-
gren (1993) ausgewertet in [100] und spiter exakt in allen Ordnungen in Za von Persson,
Lindgren, Labzowsky, Plunien, Beier und Soff (1996) in [101]. Eine systematische Tabellie-
rung des exakten Beitrags dieses Diagramms wurde von Beier, Plunien, Greiner und Soff
(1997) in [102] erbracht.

Das Diagramm VPVP e) wurde zusammen mit dem Diagramm VPVP f) in Uehlingniihe-
rung fiir den Fall eines punktformigen Atomkerns zuerst von Kdllén und Sabry (1955) [103]
berechnet, weshalb diese Diagramme in Uehlingndherung auch als Kdillén~Sabry-Diagramme
bezeichnet werden. Der von Kéllén und Sabry gefundene renormierte Ausdruck wurde spiter
von verschiedenen Arbeitsgruppen bestitigt [104]. Eine Berechnung dieser Strahlungskor-
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rektur der Kdllén-Sabry-Diagramme fiir beliebige Kernladungszahl Z erfolgte von Beier
und Soff (1988) in [105]. Der Fall der Uehlingnéherung von VPVP e,f) mit einem ausge-
dehnten Atomkern wurde in [106] untersucht. In dieser Arbeit von Fullerton und Rinker
(1976) konnte eine Integraldarstellung des renormierten Anteils der Diagramme VPVP e,f)
in Uehlingnéherung hergeleitet werden, welche eine beliebige Ladungsverteilung p(z) des
Atombkerns beinhaltet. Eine anschlieBende numerische Berechnung dieser Integraldarsteliung
der Kallén—Sabry—Diagramme fiir endliche Kerne mit beliebiger Kernladungszahl Z erfolg-
te von Schneider, Greiner und Soff (1993) in [107]. Jedoch sind VPVP e) und VPVP f)
schon einzeln eichinvariant und kénnten deshalb separat ausgewertet werden. Eine exakte
Berechnung des Diagramms VPVP e) und eine Berechnung des Diagramms VPVP e) in
Uehlingnéherung wurde ausgefithrt durch Plunien, Beier, Soff und Persson (1998) in [108].
Es stellte sich dabei heraus, daf der Beitrag der Uehlingndherung dieses Diagramms 75%
betragt. Der Beitrag des Diagramms VPVP f) ist bis jetzt nur in Uehlingndherung bekannt
(s. die Arbeiten von Beier, Mohr, Persson, Plunien, Greiner und Soff (1997) in [109] und
auch von Schneider, Greiner, Soff (1993) [107]). In der vorliegenden Arbeit konnte erstmalig
ein renormierter Ausdruck des Diagramms VPVP f) hergeleitet werden.

Die Diagramme mit gemischter Selbstenergie und Vakuumpolarisation sind die drei Dia-
gramme SEVP g h.i). Der Beitrag dieser Diagramme wurde zunichst ebenfalls erst in Ueh-
lingndherung von Lindgren, Persson, Salomonson, Karasiev, Labzowsky, Mitrushenkov und
Tokman (1993) in [110] bestimmt, ehe eine exakte Auswertung (1996) durch Persson, Lind-
gren, Labzowsky, Plunien, Beier und Soff [111] gelang.

SchlieBlich sei noch die Strahlungskorrektur S(VP)E k) betrachtet. Auch dieses Diagramm
ist bisher nur in Uehlingn&herung von Persson, Lindgren, Labzowsky, Plunien, Beier, Soff
(1996) [111] und ebenfalls von Mallampalli, Sapirstein (1996) [112] ausgewertet wurden. Des-
halb wird dieses Diagramm ebenfalls Gegenstand der Untersuchung in dieser Arbeit sein und
spater ausfithrlicher behandelt. Im Rahmen dieser Arbeit konnte ein renormierter Ausdruck
des exakten Diagramms S(VP)E k) hergeleitet werden. Ebenso wurde in diesem Zusammen-
hang auch das Problem der Eichinvarianz untersucht.

Zusammenfassend muss festgestellt werden, daB der irreduzible Anteil der Zwei-Photonen-
Selbstenergie sich von allen Beitrigen der Ordnung o als der zahlenméfig grofte Beitrag
eines einzelnen Diagramms heraustellte. Zum Beispiel fiir wasserstoffartiges Uran betrug
die Korrektur SESE a irred) —0.97 eV. Es ist deshalb auch zu erwarten, daf# die Diagram-
me der Zwei-Photonen-Selbstenergie insgesamt, ebenso wie das Diagramm SESE a irred),
den groBten Beitrag der Strahlungskorrekturen der Ordnung o? liefern werden. Die Berech-
nung der Zwei-Photonen—Selbstenergie ist deshalb von besonderer Bedeutung, da sie mit
ca. +1eV die groBte Unsicherheit in den Vorhersagen der Lamb-Verschiebung der Ordnung
o® darstellten. Es muss sogar betont werden, daB erst die Beriicksichtigung des Beitrags der
Zwei-Photonen-Selbstenergie alle anderen Berechnungen der Ordnung o? sinnvoll erschei-
nen 14B8t, denn ihre Summe betrdgt ohne den Beitrag der Zwei-Photonen-Selbstenergie z.B.
fiir Uran nur 0.24 €V und fiir Blei 0.2 eV.
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3.2 Herleitung der mathematischen Ausdriicke der
Zwei—Photonen—-Selbstenergie

Im Abschnitt 2.2.1 wurden im Rahmen der Gell-Mann-Low-Sucher-Formel die Begriffe ir-
reduzibles Matrizelement und reduzibles Mairizelement der S-Matrix definiert, (s. Gl. (2.74)
und die anschlieBende Definition). Im Ein-Schleifen-Fall gibt es demnach nur irreduzible
Diagramme. Jedoch im Zwei-Schleifen—Fall konnen reduzible Matrixelemente der S—-Matrix
auftreten. Dabei wurde festgestellt, daf es sich nur im Fall der dort definierten sogenannten
reinen Terme um irreduzible Matrixelemente handeln kann, diese aber wiederum trotzdem
reduzible Anteile enthalten konnen. Im Vorfeld ist es aber zundchst nicht klar, ob ein rei-
nes Matrizelement reduzible Anteile enthalt oder nicht. Aus genau diesem Grund koénnen
selbst im Fall der reinen Terme problematische Terme auftreten, wenn die Gleichung (2.78)
?blind” fiir irreduzibel erscheinende Matrixelemente angewandt wird. Das Loop-after—-Loop-
Diagramm stellt solch einen Fall dar, wie im Folgendem ersichtlich sein wird. Deshalb es ist

notwendig, dafl bei der Herleitung der expliziten mathematischen Ausdriicke der Energiever-
schiebungen grofere Sorgfalt aufgewendet wird.

3.2.1 Das Loop—After—Loop—Diagramm

Das Loop-After—Loop—Diagramm ist in der Abbildung 3.6 dargestellt. Die Anwendung des
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n

1

Abbildung 3.6: Das Loop-after-Loop—Diagramm SESE a.

Spezialfalls (2.78) der Gell-Mann-Low—Sucher-Formel fiir irreduzible Matrixelemente ist lei-
der nicht direkt anwendbar, denn es ist im Vorfeld nicht klar, ob dieses Diagramm reduzible
Anteile enthilt. Somit miisste man die Gell-Mann—Low—Sucher-Formel (2.72) anwenden.
Dieser Zugang zur Herleitung ist aber recht aufwendig. Ein einfacherer Weg kann mit der
Methode der Zwei—Zeiten—Green—Funktion von Shabaev eingeschlagen werden. Ein expli-

zit berechnetes Beispiel soll die Eleganz dieser Methode verdeutlichen. Ausgangspunkt ist
(2.103):

nn

1 1 1
(2)___.de — (2 . _—_ —_ A(l)———%dEA 1 (3.
AE,n 5m1 Jr (E En) A an, omi fi_‘ dE (E En) G omi g, (3 5)

Der Integrationskontur I' in der komplexen F-Ebene umrundete dabei den Energiezustand
E,. Zun#chst werden die Hilfsfunktionen Ag{)(E) und Agd(E) bestimmt. Fiir Systeme

mit nur einem Elektron war die Bestimmungsgleichung durch (2.107) gegeben. Mit den
Feynmanregeln ergeben sich diese Hilfsfunktionen zu

AgB)(E) = B E,,él 7 {n¥oSpouna( E)ln) (3.6)
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und

AE) = g i oS B gy ™ oS (B

(3.7)

wobei der Operator der Ein-Schleifen—Selbstenergie Spouna(E) bereits in (3.2) definiert wur-
de. In (3.7) konnen zwei Félle in der Summation iiber n; unterschieden werden:

ny # n irreduzibler Fall,

ny = n reduzibler Fall . (3.8)

Es wurde schon vorweggenommen, dafi es sich im 1. Fall um den irreduziblen und im 2.
Fall um einen Teil des reduziblen Anteil des Diagramms handelt. Diese Terminologie wird
jedoch erst in den folgenden Schritten verstandlich. Im Folgenden wird die Notation A E(?)
in sinnvoller Weise zu A ESPSE?) geiindert, denn es ist klar, daB die Korrektur SESE a) von

2. Ordnung Stérungstheorie ist.

Der irreduzible Teil

Wird (3.7) mit der Bedingung n; # n in den ersten Summanden von (3.5) eingesetzt, so
erhélt man mit dem Residuensatz

1
(E — En(1— ze))2

AEEESEa(irred) — f dE (E E )

271

x> (nI'YOEbound(E)lnl)E . (1 v (r1 170 Ebouna(E)|n)

ni#En
1
En Em(l -

= 3 <n|7gzbouna(En)Im>

ni#En

9 (170 Ebouna(En)|n) .

(3.9)

Der Ausdruck ist offensichtlich keineswegs das Produkt zweier Matrixelemente in 1. Ordnung
Stoérungstheorie, denn es erscheint in der Summe ein Faktor [E, — E,, (1 — 2¢)]~. Somit ist
dieser Teil des Diagramms SESE a) tatsichlich ein sogenannter irreduzibler Anteil. Dieser
irreduzible Teil des Diagramms SESE a) kann separat ausgewertet werden {96, 97, 98], denn
er ist, wie bereits erwdhnt wurde, fir die Klasse der kovarianten Eichungen invariant (s.
[95]) und kann auch separat renormiert werden (d.h. insbesondere ist dieser Teil auch einzeln
infrarot konvergent). Solch eine numerische Auswertung wurde, wie bereits erwihnt, 1995 in
[96] durchgefiihrt, und in den Arbeiten [97, 98] wurden die Resultate fiir wasserstoffartiges
Blei und Uran bestatigt. Deshalb ist der irreduzible Anteil des gesamten Diagramms SESE
a) nicht Gegenstand der weiteren Untersuchungen in der vorliegenden Arbeit.
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Der reduzible Teil

Betrachtet sei jetzt der reduzible Anteil des Diagramms SESE a). Einsetzen von (3.6) und
des Summanden n; = n von (3.7) in die Gleichung der Energieverschiebung (3.5) liefert
A ESESEa(red) = A ESESEa(red)A) + A ESESEa(red)B)

(3.10)
mit
AESESEaedn) — L $ 4E(E - B,)
" 271 Jr n
: 3 2

* (E — E,(1—1¢))3 {n|10Xbouna( £)|n)
= 2 (aoShoma(E)ln?
- EY 7|Y02ibound )]n) P
= 2 [(nI’YOEbound(E)ln) (nlfyﬂzbound(E)l’n>] (3.11)

E=En
und
A ESESEa(red)B) _ ___1_)£ dE (E - E,)
" 2w Jr n
1 .
* (E — E.(1 —i€))? (n|Y0Xbound( E)|n)
1 1 .
X% f;“ dE (E — En(l _ ie))g(nlfyﬂzbound(E)ln>
2 a .
= - b BI) ooSemiBN)] |, @12)
E=E,

wobei wieder der Residuensatz fiir die Integration entlang der Integrationskontur I' angewen-
det wurde. Addiert man also beide Beitrige (3.11) und (3.12) entsprechend (3.10) zusammen,
so bekommt man schlieflich den reduziblen Anteil des Diagramms SESE a) zu

, (3.13)
E=E,

wobei im ersten Faktor sofort £ = E,, gesetzt werden darf. Im zweiten Faktor kann selbst-
verstindlich erst nach Ausfithrung der Differentiation E = E, gesetzt werden. Es ist offen-
sichtlich, daB der Ausdruck (3.13) tatsichlich einen sogenannten reduziblen Teil darstells,
denn er kann als (Differentiation von einem) Produkt zweier Matrixelemente der 1. Ordnung
Stérungstheorie dargestellt werden. In der Abbildung 3.7 ist das erhaltene Ergebnis auch
in der Sprache der Feynman—Diagramme graphisch dargestellt. Fiir die numerische Auswer-
tung ist die Darstellung (3.13) nicht geeignet. Dazu muss das Matrixelement (n|Spouna(E)|n)
umgeschrieben werden. Der Operator der Selbstenergie Zbound(E,,) war in (3.2) angegeben

worden. Hier wird jedoch der allgemeinere Fall Ebmmd(E), d.h. den Selbstenergieoperator fiir
beliebige Energie E benétigt. Er lautet

. 8 :
A\ ESESBa(red) — [(nmzbmd(E)[n) ﬁ(nl’)’ozbound(E)l'n')}

A ) T dE
Yo2bound( B) = 147w« / T;a"Sp(E — Ey,71,72)0" Dy (By, 7y — 13) . (3.14)
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Abbildung 3.7: Das Loop-after-Loop-Diagramm SESE a wird aufgespalten in einen irredu-
ziblen und einen reduziblen Anteil.

Wird nun in (3.14) die explizite Darstellung fiir den Elektronenpropagator (2.32) und die
explizite Darstellung fiir den Photonenpropagator (2.62) eingesetzt, so folgt

(hiSsoma(B) | = e} [ [ dry .‘.@1
((Pn("’l)ap(;os(’f'l)) (@T(Tz)a‘“(pﬂ('rg)) ix/E +ie [ry—72|
E(1—ie)~E+ Ey [Py — 7q) .

— dE, (nslau(l)a"(,‘l)]sn> eV Eftier ,

= — 3.
zzs:a—i 2n E (1 —t€) — En+ By T12 (3.18)

wobei unter s wieder der vollstindige Satz der drei Quantenzahlen 7., ks, u, zu verstehen
ist. SchlieBlich sei auch das Matrixelement (3 = (nlEbound(E)ln)) pop,, 10 expliziter Form an-

gegeben, welches nach Differentiation der vorletzten Zeile von (3.15) nach E folgt zu:

) . . P B  (ns|a,(1)at(2)|sn)  eVETHern
(ﬁ(n,fmzbound(E)‘n)> . = -1 ;a—:o/o o (Es(]. — 26) _ Eﬂ, + El)z 2 .

(3.16)

3.2.2 Das Loop-Inside-Loop-Diagramm

Das Loop-Inside-Loop-Diagramm ist in Abbildung 3.8 dargestellt. Das Loop-Inside-Loop-
Diagramm der freien QED ist irreduzibel, und deshalb ist auch das entsprechende Dia-
gramm der Bound-State-QED irreduzibel, d.h. es ist sinnvoll, die Gell-Mann-Low—Sucher-
Gleichung fiir irreduzible Diagramme (2.78) als Ausgangspunkt zu verwenden. Da es sich in
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Abbildung 3.8: Das Loop-inside-Loop-Diagramm SESE b.

solchen Fillen um eine einfache Anwendung der Feynman’schen Regeln fiir die nichtadiaba-
tische S—Matrix handelt, soll gleich dieser Ausdruck angegeben werden:

Td
AESEE® — (470) 2/ 4By / dE, /d37,1/d3r2/d3r3/d3r4
X@}(ra)o Sp(Ey — B, 74,73)0% Sp(Ey — By — Ea,73,73)
X0 Sp(En — E1,72,71)0” @n(71)

X.D,“,(El,’l'l — 7‘4)Daﬁ(E2, T3 — 7’2) . (317)

In derselben Notation, welche in (3.15) definiert wurde, lautet diese Energieverschiebung
nach Einsetzen der expliziten Ausdriicke fiir den gebundenen Elektronenpropagator und
Photonenpropagator:

AESESEb — 2 2 / dEl dEZ &t ‘\/E +ie 14 1.-,/ Joie r23

x{nr|au(4)at (1)]in) (ts|o,(3)a”(2)]sr)

1
Bl —6) — Bt E)(Ba(l —i€) — B+ By + B2)(Br(1 —i€) — En+ Br)

(3.18)

Wiederum bezeichnet hier jede der Quantenzahlen r, s, den vollstindigen Satz von jeweils
drei Quantenzahlen, so dafl in diesem Diagramm neben zwei Energieintegrationen und vier
Raumintegrationen auch eine Summation/Integration iiber insgesamt neun Quantenzahlen
auszufiihren ist. Darin liegt eine der wesentlichsten Schwierigkeiten bei der Auswertung der
Zwei-Photonen—Selbstenergie.

3.2.3 Das Loop—Crossed-Loop—Diagramm

Das Loop—Crossed-Loop—Diagramm ist in Abbildung 3.9 dargestellt. Ebenso wie das Loop—
Inside-Loop-Diagramm handelt es sich bei dem Loop—Crossed-Loop-Graphen um ein ir-
reduzibles Diagramm, so dal die Herleitung des expliziten mathematischen Ausdrucks mit
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Abbildung 3.9: Das Loop—crossed-Loop—Diagramm SESE c.

Hilfe von (2.78), d.h. der nichtadiabatischen S-Matrix, erfolgen kann. Das Resultat lautet
AESESEe — (47 a)? / B / il /d3r1/d372/d3r3/d3r4
X! (1) Sp(En — E2,74,73)0 Sp(En — By — Ea,73,73)
X’ Sp( By — By, 73,71)0" 0n(71)

X Dy (E1,71 — 73)Dap( Bz, 72 — 74) - (3.19)

Unter Verwendung der expliziten Darstellungen fiir den gebundenen Elektronenpropagator
und den Photonenpropagator kann die Energieverschiebung umgeschrieben werden zu:

AESESEC 22/

7,5,

by dE'z
-0
e‘i«\ / Ef-*-iﬁ ri3 ei»\ / E%-He r24

T24

x(nsla,(3)a (1) [tr) (trles (4)o (2) sm)

1
% (E,(1 — i€) — En + E3)(Es(1 —i€) — E, + Ex + E3)(E(1 — ie) — E, + En)

, (3.20)

wobei ebenso wie im Loop-Inside-Loop-Diagramm eine Summation /Integration {iber neun
Quantenzahlen und zwei Energie- und vier Raumintegrationen auszufiihren sind.
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3.3 Renormierung der Zwei—Photonen-Selbstenergie

Diein dem vorhergehenden Abschnitt hergeleiteten formalen Ausdriicke der Zwei~Photonen—
Selbstenergie sind divergent. Das Problem unendlicher GréBen in der freien QED iibertrigt
sich natiirlich auf die QED mit &uBeren Quellstrémen. Die Renormierungstheorie ist zudem
nur fiir die freie QED definiert. Die Theorie der Renormierung der Bound-State~QED kann
jedoch auf die Renormierungstheorie der freien QED zuriickgefithrt werden. Dies geschieht
mit der Potentialentwicklung des gebundene Elektronenpropagators (s. Kap. 2.3). Dadurch
ist es moglich, die Divergenzen vom Bound-State-Diagramm abzuspalten und anschliefien zu
renormieren. Die Herleitung eines renormierten Ausdrucks der Zwei-Photonen—Selbstenergie
erfolgte erstmalig in der Arbeit [113] (1996) durch Labzowsky und Mitrushenkov. Ein allge-
meineres Renormierungsschema fiir Selbstenergien gebundener Zusténde in beliebiger Ord-
nung Stérungstheorie wurde durch Lindgren, Persson, Salomonson und Sunnergren in [114]

(1998) angegeben. Dieser Abschnitt folgt weitestgehend [113], jedoch wird dabei die BPHZ~
Renormierung der QED angewendet.

3.3.1 Die Selbstenergie 1. Ordnung eines gebundenen Elektrons

Betrachtet sei zuerst der einfachste Fall, namlich die Selbstenergie 1. Ordnung eines gebun-
denen Elektrons, welches sich in einem Quantenzustand [n) befinden moége. Aufgrund des
reduziblen Anteils des Diagramms Loop-After—Loop ist dieses Diagramm Bestandteil der
Zwei-Photonen—Selbstenergie. Wird die Potentialentwicklung eines gebundenen Elektrons,

d.h. (2.114) zusammen mit (2.109) (s.a. die Abbildung 2.6) direkt in die Selbstenergie eines
gebundenen Elektrons eingesetzt, so ergibt sich

AEP = (nppoSioma(B)in) | = [ABS®) 4 AESRE) 4 ABTEO)]

(3.21)
E=E,

=Ly,

Es ist sinnvoll, die Renormierung fiir zunéchst beliebige Energie E zu betrachten und erst
am Ende den Limes E —+ E, durchzufithren. Der renormierte Ausdruck fiir die Selbstenergie
eines gebundenen Elektrons in 1. Ordnung Stérungstheorie lautet dann

A ESE,ren = (nl’)(oz]sf&;es (£)n)

E=FE,

[AESE(A),ren + AE:E(B),ren + AEEE(C)]

)
E=En

(3.22)

wobei schon beachtet wurde, daf A ESE(®) konvergent ist und deshalb nicht renormiert wird.
Diese Konvergenz von AESE(C) wird weiter unten diskutiert. Die Potentialentwicklung der
Selbstenergie 1. Ordnung ist in Abbildung 3.10 graphisch dargestellt. Das Diagramm A wird
als zero—potential-term bezeichnet und ist die bekannte Selbstenergie 1. Ordnung Stérungs-
theorie der freien QED, wobei aber das Matrixelement durch den gebundenen Zustand |n)
gebildet wird. Somit folgt im Energie-Orts—Raum

ABE® = (noSO(F)ln) mit p=10E —p - (3.23)
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Abbildung 3.10: Die Potentialentwicklung der Selbstenergie eines gebundene Elektrons in 1.
Ordnung Stérungstheorie. Die Linien mit einem Kreuz bezeichnen die Wechselwirkung mit
dem Coulombfeld des Atomkerns.

Diagramm B wird als one-potential-term bezeichnet und enthélt die Vertexkorrektur in 1.
Ordnung Stdrungstheorie der freien QED, wobei wieder das Matrixelement des Operators
als Matrixelement zwischen zwei gebundenen Zustanden |n) zu verstehen ist, d.h.

AESE®) = (nlyoVAS (8, by, k)ln) mit = %oE —¥P1,fy = 0 —7p; - (3.24)

7u beachten ist hierbei, dafi der Zustand (n| den Viererimpuls (£,p;) und der Zustand
|n) den Viererimpuls (E,p,) (mit p,=p,—k) trigt. Gleichzeitig wurde folgende Notation
vereinbart

. Bk
= | —=V .

V= [ G V®), (3.25)
wobei die Funktion V(k) die Fouriertransformierte des Kernpotentials V(7) ist, d.h., es gilt:

V(k) = /d37' V(r) e kT (3.26)
Fiir Punktkerne gilt beispielsweise

1 ) 1 .
Vi(r) = —e mit r=|r] — V(k)=e 7 mit k= |k|. (3.27)

Das Diagramm C ist der sogenannte many-potential-term. Durch eine weitere Potentialent-
wicklung des gebundenen Elektronenpropagators in diesem Diagramm wird klar, daf alle
weiteren Diagramme einen negativen oberflichlichen Divergenzgrad w aufweisen wiirden,
und deshalb sind sie alle, d.h. insbesondere auch C selbst, konvergent. Fiir dieses Diagramm
sei die naheliegende Notation

AESHO) = (n}yoMP|n) (3.28)

vereinbart. Betrachtet sei nun die Renormierung der divergierenden Energien AESE(A) ynd
AESE®), Die darin auftretenden Operatoren () und A{") wurden bereits in (2.163) bzw.
(2.172) renormiert, (s.a. Abbildung 2.15). Werden also die renormierten Ausdriicke (2.163)
und (2.172) in (3.23) und (3.24) eingesetzt, so folgt unmittelbar

AESE(A)ren AESE@®) _ S {n)yoln) — 2(1)’(17,]70(15 —m)|n) (3.29)
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und
AESE(B),I‘EII — AESE(B) —_ A(U(nl ryof)/o Vl:n) . (3.30)
N~
1

Eine Zusammenfassung von (3.28), (3.29) und (3.30) impliziert selbstversténdlich entspre-
chend (3.21) auch eine Riickentwicklung der Potentialentwicklung. Insgesamt bekommt man
also zunéchst

A ESE,ren - [ A ETSLE(A),ren +A ESE(B),ren +A ESE(C)]

FE=F,

|8 hna B} — 2 nlyoln)

—ZW (nhyo(p - m) ) — A (a[V]n)|

mit p=vE —~p.
E=F,
(3.31)

Dieser Ausdruck 148t sich jedoch noch vereinfachen, wenn jetzt der Limes E — E,, vollzogen
wird. Dann gilt namlich

AESES = (n|yoS0 i(Ea)ln) — S (n|y|n)

—EW (nlyo(p ~ m)ln) — AD@|VIn) mit p=E.—vp.  (3.32)

Unter Verwendung der aus der Wardidentitit folgenden Beziehung ()’ = —A( (2.173) und

der Diracgleichung im Impulsraum (zu beachten sei dabei die Bemerkung unmittelbar nach
Gleichung (3.24) beziiglich der Impulse der Zusténde (n| und |n))

Yo(p—m)n) = VIn) mit p=E,—p, (3.33)
folgt unmittelbar
AESE = (n|oiema(En)ln) — S®(nlyoln) . (3.34)

Diese Gleichung stellt den renormierten Ausdruck der Selbstenergie in 1. Ordnung Stérungs-

theorie eines gebundenen Elektrons im Zustand |n) dar und ist graphisch dargestellt in der
Abbildung 3.11.

3.3.2 Der reduzible Anteil des Loop—After—-Loop—Diagramms

Um den renormierten Ausdruck des reduziblen Anteills zu bestimmen, geniigt es entspre-
chend (3.13), nur den Ableitungsterm zu betrachten, denn die Renormierung der 1. Ordnung

Selbstenergie eines gebundenen Elektrons wurde bereits in dem vorhergehenden Abschnitt
diskutiert. Der Ableitungsterm war definiert als

[ et alE)

(3.35)
=B,

An dieser Stelle ist jedoch etwas Sorgfalt notwendig, denn man darf nicht den renormierten
Ausdruck (3.34) verwenden. Da im Ableitungsterm nach der Energie £ differenziert wird,
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n
ESE,ren _ _
o =
n
SE

Abbildung 3.11: Die graphische Darstellung der renormierten Selbstenergie eines gebundenen
Elektrons im Zustand |n).

muss der allgemeinere Fall betrachtet werden, in welchem die Energie £ # E,, d.h. voll-
kommen beliebig ist. Deshalb ist der Ausgangspunkt (3.31). Die Zusténde |n) als auch die
Renormierungskonstanten ©(1), 5" und A®) sind von der Energie E unabhingig. Jedoch
der Viererimpuls p ist jetzt wieder gegeben durch

p=(E,p) also p=vE-vp. (3.36)
Deshalb ergibt die Differentiation nach F

, 0
M 35 "0(10E —yp — m)in)

= 2O (n|n) . (3.37)
1

8 1y
250 (nlo(p — m) )

Mit dieser Gleichung folgt also zusammen mit (3.34) der renormierte Ausdruck des reduziblen
Anteils des Loop—After—-Loop-Diagramms. Er lautet

AEFSBeEdren = ((n)yoS0) | (E,)ln) — 3D (nlyoln))

7] - /
x || 3 (n 10 oma(B) In) SR I (3.38)
dF E=E,
und ist graphisch dargestellt in Abbildung 3.12.
I n n L
SESE a(red), ren _ ) __@_ !
n n n
EmE
SE ' SE n

Abbildung 3.12: Die graphische Darstellung des renormierten Ausdrucks des reduziblen An-
teils des Loop-After—Loop-~Diagramms.
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3.3.3 Das Loop-Inside-Loop—-Diagramm

Um das Loop—After—Loop-Diagramm zu renormieren, muss zunachst wieder eine Potential-
entwicklung durchgefithrt werden. Solch eine Potentialentwicklung ist nicht eindeutig. Einzig
die abgespaltenen Divergenzen und ihre Gegenterme sind eindeutig. Eine sehr zweckmafi-
ge Potentialentwicklung ist in Abbildung 3.13 graphisch dargestellt. Der oberflichliche Di-

DD

n (B) n (©)

n n n n n
n (A1) n (A2) Il (A3) I (A4) . (A5)
+>‘{ §§ + 2.:% % é + i } ? + : % %%
n e L (B2) n (B3) n (C)

Abbildung 3.13: Die Potentialentwicklung des Loop~After—Loop-Diagramms. Die Linien mit
einem Kreuz bezeichnen wieder die Wechselwirkung mit dem Coulombfeld des Atomkerns.

vergenzgrad des Diagramms C ist negativ, da eine Potentialentwicklung des vollen Elek-
tronenpropagators Diagramme mit genau zwei dufieren fermionischen und mindestens zwei
#ufleren bosonischen Beinen ergeben wiirde. Im folgenden wird in solchen Fillen zweckmafi-
gerweise véreinbart, von zwei dufleren fermionischen und zwei &dufleren bosonischen Beinen

zu sprechen, so dafl w(C) = —1 definiert wird. Es existieren in C auch keine divergenten
Unterdiagramme, so daf} dieses Diagramm konvergent ist.

Renormierung der Diagramme (A3), (A4), (AS5), (B2) und (B3)

Die Renormierung der Diagramme (A3), (A4), (A5), (B2) und (B3) gestaltet sich einfacher,
denn in diesen Diagrammen ist der oberflichliche Divergenzgrad w negativ, so daf eine duflere
Renormierung entsprechend der Bogoljubov’schen R—Operation im Rahmen der BPHZ-
Renormierung nicht erforderlich ist. In den Diagrammen (A3), (A4) und (A5) befindet sich
das divergente Unterdiagramm der Ein—Schleifen-Selbstenergie und in den Diagrammen (B2)
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und (B3) befindet sich das divergente Unterdiagramm der Ein-Schleifen—Vertexkorrektur.
Somit kann die Renormierung dieser Diagramme wie in Abbildung 3.14 dargestellt werden.

n

n
n
—_— 2(1)' x—4>

n

zm' ::]>

- 23"

- o
z

ren __
AE(M) =

1)
ren - z
AE(AS) = ?
mn —
AEg, = 2 :@
(B2)

(B3)

i ek i

n
I a)
n
v
n
)
n
n
n

h €3

Abbildung 3.14: Die Renormierung der Diagramme (A3), (A4), (A5), (B2) und (B3). Diese

Diagramme erfordern nur eine innere Renormierung.

Renormierung des Diagramms (A1)

Bei diesem Graphen muss tatsichlich eine innere und eine duBere Renormierung durchgefiihrt
werden. Dabei wird die Methode der BPHZ-Renormierung angewendet. Die Begriffe innere
Renormierungund duflere Renormierung wurden im Abschnitt 2.4.3 definiert, jedoch werden
in diesem Kapitel alle Gegenterme als Gegenterme der inneren und als Gegenterme der
suBeren Renormierung explizit kenntlich gemacht. Dieses Vorgehen erlaubt einen besseren
Vergleich mit der in der physikalischen Literatur verwendeten Renormierungsprozedur der
inneren/auBeren Renormierung. Das Diagramm (A1) ist in Abbildung 3.15 dargestellt. Das
gesamte Diagramm (A1) ohne die &ufieren Zusténde |n) wurde als I' bezeichnet und das
Unterdiagramm als 7. Die unrenormierte Energieverschiebung des Diagramms (A1) 158t sich
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9,

n— {’W\} — n
! I

Abbildung 3.15: Das Feynman-Diagramm I' und das Unterdiagramm + der unrenormierten
Energieverschiebung A E{1):uwren,

im Impulsraum ausdriicken als
ABBD men = (53 D]n) (3.39)

wobei iiber alle Impulse p des duBleren Zustandes |n) integriert wird. Der mathematische
Ausdruck des gesamten Feynman-Diagramms I' ist dann eine Funktion dieser Impulse p
und lautet

AN = —et é%/é q)24lr(15,épéz)7

A 1 1 L1
Ir(ﬁaél’éz) = 7“]5—;jl—m—l—i6 (’Y”]S_él—-gz—wm—l—ie'y q§+ie)l

I,

1 L1

X : .
ﬁ—él—m—I—ze‘y g2 +ice

(3.40)

Der suBere Impuls beziiglich Ir ist p. Der renormierte Ausdruck des Diagramms (A1) ist
gegeben durch

s = et [0 [ EE el (3.41)

wobei die Bogoljubov’sche R—Operation den Ausdruck
Rr = (1 — tr)ﬁr mit ﬁr = fr\ + fp/q(—tq)fq

also
Br = Io—t"Io+1" [fy (' L)] ~ Iy (1) (3.42)
~ —_— P L S
suBere Ren. innere Ren.
liefert. Die mathematische Darstellung der Integranden ist dabei
. 1 1 1
Iryy = g

T —mtieh—f, —mtic @ +ic’
duflerer Impuls: p

2 1
i, = v 1

7"15—% —42—-m—|—i57 g + i€
duferer Impuls: p—gq; . (3.43)
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Die Tayloroperatoren t' und ¢” wirken beide bis einschliefilich 1. Ordnung, denn die ober-
flichlichen Divergenzgrade sind

wl) =1,
wiy) = 1. (3.44)

Dementsprechend gibt es offensichtlich genau sechs Gegenterme der dufleren Renormierung
und auch genau zwei Gegenterme der inneren Renormierung. Setzt man nun die Taylorent-
wicklung (2.155), unter Beachtung des Begriffs duferer Impuls, in (3.42) ein, so folgt der
renormierte Ausdruck zu

AE(AI) gLen <n’702(A1)|n)
Hnloln) (24D 4 BSOS 4 SO0

)

(1 , N
—ED(nlpS  |n) = O (n|ypE0]n) . (3.45)

Dabei wurde die Diracgleichung im Impulsraum (3.33) verwendet. Die Gegenterme in (3.45)
lauten explizit:

s = seng)|
¢
WEWY = 56N ()

50 = 5 (15)']5 ,

o 2(@)
5 )] i

il

O (3.46)

Die Gegenterme (Y und ©()' wurden bereits im Abschnitt 2.4 definiert. Der mathematische
2 (1) N
Ausdruck fir ¥ (3) kann aus $(1)(p) erhalten werden durch die Ersetzung
1/(p—f—m+ic) — 1/(p—g—m+ie)? (3.47)
in SW(), (s. Ir/y in (3.43)).

Renormierung des Diagramms (A2)

Dieses Diagramm erfordert ebenfalls eine innere und eine dufere Renormierung. Die unre-
normierte Energieverschiebung dieses Diagramms lautet im Impulsraum

N\ EA2) wren 2(n]70V]&£A2)]n) . (3.48)

Das Diagramm (A2) ist in Abbildung 3.16 dargestellt. Das Unterdiagramm -y ist wieder
die Ein-Schleifen-Selbstenergie. Wieder wird iiber alle Zufleren Impulse p; integriert. Die
Wechselwirkung mit dem Kernpotential V' iriigt einen Impuls k& weg, und deshalb &ndern
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) I

Abbildung 3.16: Das Feynman-Diagramm I' und das Unterdiagramm ~ der unrenormierten
Energieverschiebung A E{A2)woren,

sich die Impulse p; zu p» = p1 —k. Somit muss der Operator A(()Az) von zwei dufleren Impulsen
p1, p2 abhéngen und ist explizit gegeben durch

4 d4‘11 d4q2

A(()AZ)(ISpIsz) = —€ (271,)4 (Tﬂ'zif(ﬁl’ﬁzaé17éz)a
1

IAI‘(If‘p}"zaépéz) = 7”]51 _ él —m+ ig‘yoj)z — él i m 4 1€

1 1
x| — .
\( Py — 4y —fy —m +ic q%+ze)J

~

L
1 1
X —y# — . 3.49
152——41——m+z67 ¢ + i€ (3.49)
Die Vorgehensweise bei der Renormierung dieses Diagramms unterscheidet sich nur unwe-
sentlich von der Renormierung des zuvor behandelten Diagramms (Al). Insbesondere ist der
renormierte Operator analog definiert

R ) = =t [ G [ S el ) (3.50)

und es gilt wieder die Formel (3.42). Fiir das Diagramm (A2) lauten die expliziten Ausdriicke
jedoch jetzt

[ 1 1 1 . 1
th = 7p151"é1—m+i€70152"é1_m+7:€11’2“ﬁ1-m+ie‘y qi +ie’
auBere Impulse: py, p2
i 1 , 1
2 ’Yylsg—él“éz_m‘*'iﬁ‘y q%_l_z.e-
duferer Impuls: p; — ¢4 (3.51)
Zu beachten ist auBerdem, daB die oberflichlichen Divergenzgrade gegeben sind durch
wl = 0,
w(y) = 1, (3.52)
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so daB der Tayloroperator ¢ nur bis zur 0. Ordnung, aber ¢” bis zur 1. Ordnung wirkt. Somit
ergeben sich durch die dufere Renormierung genau drei Gegenterme, und aus der inneren
Renormierung folgen zwei Gegenterme. Insgesamt lautet der renormierte Ausdruck

AE®2)Fen = 9|y V fXgAz)ln)
) o5 ) 1y A
=28 (n|vwVA, |n) — 25% (n]yVAg’|n)

+2(nlVn) (—ABD 4 SWRD 4 @ AW) (3.53)

wobei analog zum Diagramm (A1) der Operator Ay aus dem Operator A durch die Erset-
zung

(p—F—m+tie)—= 1/(p—F—m+ie) (3.54)

erhalten werden kann. Der Gegenterm A() wurde in Abschnitt 2.4 deﬁmert und die anderen
beiden Gegenterme lauten

’)’OA(A2) = A(gAz) (1-1’1 ) 152)

- 2(1)
’YOA(I) = A, (151052)

bi=p,=m
(3.55)

]51=ﬁ2=m .

Renormierung des Diagramms (B1)

Auch bei diesem Diagramm muss eine innere und eine dufiere Renormierung vorgenommen
werden. Das Diagramm (B1) ist in der Abbildung 3.17 dargestellt. Die unrenormierte Ener-

9

Y o (b 1IN

Y
: T

X

Abbildung 3.17: Das Feynman-Diagramm I' und das Unterdiagramm « der unrenormierten
Energieverschiebung A E(B1)xmren,

gieverschiebung dieses Diagramms lautet
AE®)wmren — (10 TAED Y | (3.56)

Der Operator A( V) ist wieder eine Funktion der fuBeren Impulse p;,p2 = p; — k und dabei
wie folgt definiert

A(Bl)(ﬁl,z%) = —¢t (—i;%lz (C;_rq)z‘i Il"(ﬁ1 77527 él: 42)
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fr(]sl,ﬁzaﬁpéz) = %]51_41'1“"”_*'1.6

1 1 , 1
X VY " —Y T
( Bt~y —m i By — gy —fy—m tic q%+ze>,

Iy

1 1
)
Xlsz —f—m+ e’ G +ie’ (8:57)

Die BPHZ-Renormierung des Diagramms (B1) erfolgt analog wie in den zuvor diskutierten

Graphen. Ahnlich wie in den Betrachtungen zuvor, ist der renormierte Ausdruck gegeben
durch

A(Bl),ren(‘.bl’ng) = (‘;:)14_/{;:)24 F(ﬁp]ﬁz;épéz) (3'58)

und es gilt auch wieder die Formel (3.42). In diesem Diagramm lauten die mathematischen
Ausdriicke aber jetzt

N 1 1 1
_ "
Ity 7“]51—{}1—~m+i6152_41‘m+i67 @ +ie’
auere Impulse: p1,p2 ,
i 1 " 1 v L
= Y )0 —Y .
K br—th—fy—mtic " p—dh —f,—mtic gi+ic
suferer Impuls: p; — ¢4 (3.59)

und die oberflichlichen Divergenzgrade sind
wll) = 0,
w(y) = 0, (3.60)

so daff die Tayloroperatoren #* und ¢” nur bis zur 0. Ordnung wirken. Deshalb sind entspre-
chend (3.42) nur zwei Gegenterme von der dufleren Renormierung und nur ein Gegenterm

von der inneren Renormierung zu erwarten. Der Ausdruck fiir die renormierte Energiever-
schiebung lautet demnach

AE®Y™ = (n|y VAP n) — A (nlyo VA n) + (n]V [n) (—AGD + (AM)?)

(3.61)

In diesemn renormierten Energieausdruck erscheint nur ein neuer Gegenterm, welcher analog
zu den vorhergehenden Fillen wie folgt definiert ist:

70APD = AFV (b, ;) bfom” (3.62)

Die Gleichungen (3.45), (3.53) und (3.61) bilden zusammen mit den Gegentermen in der
Abbildung (3.14) den renormierten Ausdruck des Loop-Inside-Loop-Diagramms.
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Zusammenfassung der Gegenterme des Loop-Inside-Loop—Diagramms

Bei der Zusammenfassung der Gegenterme des Loop-Inside-Loop-Diagramms geht man wie
folgt vor: A

Zuerst betrachtet man die Terme GTY proportional (n|V|n), welche in (3.45), (3.53) und
(3.61) erscheinen. Sie lauten

GTY = (n|V]n) (-3 4 OEW" 4 (50)?)
+(n|V|n) (~24149) 4 22@AD 4 250 AW)
+(n|V|n) (—ABD + (AW)?) . (3.63)

Mit den aus der Ein—Schleifen— und Zwei-Schleifen—Wardidentitit folgenden Relationen

2" = —A(M)  Ein-Schleifen—Wardidentitét ,
sAY) = _ABD _9A(A2)  Zwei-Schleifen-Wardidentitit (3.64)

und der ebenfalls durch explizites Berechnen beweisbaren Identitét ” Ein—Schleifen-Wardiden-
titat”

2O = _9A® | (3.65)

sieht man, daB sich alle Terme in (3.63) gegenseitig wegheben. Somit existieren keine Terme,
welche proportional zu (n|V|n) wiren.

Die Zusammenfassung der verbleibenden Terme ist etwas schwieriger, und es erscheint des-
halb sinnvoll, auf die Feynman’sche Diagrammtechnik zuriickzugreifen. Betrachtet seien
zunéichst die Terme GTH, welche proportional zu X)) und A™) in (3.45), (3.53) und (3.61)
sind. Sie lauten

GTH = 2O (S0(nlyeln) — (rhoS®n))
—22(1)'(n]7017f&(()1)]n)
—AN |y VAL |n)
= 2O (5D {nfpoln) — (aheSOln) — (nlre VAL In)) (3-66)

wobei in der letzen Zeile wieder die Ein—Schleifen—Wardidentitat aus (3.64) verwendet wurde.
Die diagrammatische Darstellung der letzten beiden Summanden ist in Abbildung 3.18 (A)
und (B) dargestellt. Wenn die Gegenterme in Abbildung 3.14, welche also proportional zu
Y@ und zu AW sind, zusammengefasst werden und ihre Potentialentwicklung riickgéngig
gemacht wird, so erhilt man insgesamt einen Gegenterm GTa, welcher in Abbildung 3.18
(C) graphisch dargestellt ist. Es ist klar, daff die Summe der Diagramme (A), (B), (C) in der
Abbildung 3.18 wieder den Graphen der Selbstenergie 1. Ordnung Stérungstheorie ergibt (s.
Abbildung 3.10). Somit lassen sich also die Terme wie folgt zusammenfassen:

Terme proportional zu £ und AV = gz ((n[fyoﬁ;{fo)undln) - 2(’)(13]%}71))

= S0 (n|yIirTn) . (3.67)
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A
)
<n|'Y°2 ns = nzﬁt}:n

(A)

A A
<n|'YoVAo|n>= n n
(8)

GT C n n
(©)

Abbildung 3.18: Die diagrammatische Darstellung des Terms (nlﬁgﬁ(l)[n) ist in (A) und
die diagrammatische Darstellung des Terms (nlﬂ/of/f\gl)m) ist in (B) dargestellt. Werden die
Gegenterme in Abbildung 3.14, welche proportional £’ und A®) sind, zusammengefasst und
wird ihre Potentialentwicklung riickgéingig gemacht, so verbleibt insgesamt ein Gegenterm
GTZ, welcher in graphischer Notation als Diagramm (C) dargestellt werden kann.

Betrachtet seien nun die Terme, welche proportional zu £ in (3.45) und (3.53) sind. Sie
lauten

. 2 (1) .
618 = —5 (o)  2(akeln)
® i
=25 HnlvVAg [n) ] . (3.68)

Der 1. Summand und der 3. Summand sind in Abbildung 3.19 (A) und (B) diagrammatisch
dargestellt. Werden diese beiden Terme mit den drei Gegentermen der Abbildung 3.14 zu-

A
<al?,X |n> = nz{::}:,,

(A)

A AW
<olY, VA n> = n:{;&:n
(8)

2 (1)
Abbildung 3.19: Die diagrammatische Darstellung des Terms (n|yX |n) ist in (A) und die
. 2 (1)
diagrammatische Darstellung des Terms (n|yV A, |n) ist in (B) dargestellt.

sammengefasst, welche proportional zu £ sind, dann ergibt sich ein Diagramm, welches
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an die Selbstenergie 1. Ordnung Stérungstheorie erinnert, jedoch mit zwei Elektronenpropa-
gatoren (s. Abbildung 3.20). Somit lassen sich also die Terme wie folgt zusammenfassen:

A
) _—
<n|702b°undln> n:@:n

Abbildung 3.20: Die Zusammenfassung der beiden Gegenterme in Abbildung 3.19 und der
drei Gegenterme in Abb. 3.14, welche proportional £ sind, ergibt ein Diagramm der Selbst-
energie, jedoch mit zwei Elektronenpropagatoren. Dies soll durch das Kreuz angedeutet wer-
den.

2 (1) .
Terme proportional zu £ = —xn ((nl’)’ozbaundln) - 2(1)(n|’yoin))

) 2 (1);ren
= —I% [ (nl1oXpounaln) | - (3.69)

Betrachtet man nun noch den Gegenterm X1 (n]yo|n) in (3.53) zusammen mit den anderen
Gegentermen, welche in (3.67) und (3.69) schon zusammengefasst wurden, so lassen sich alle
Gegenterme, welche bei der Renormierung des Loop-Inside~Loop-Diagramms auftreten, wie
folgt zusammenfassen:

AESESEb)ren A pSESE B) _ E(Al)(nlfyo!n)

2 (1)ren

—-2(1)(n1702bound(Eﬂ)|n> - 2(1)’(n|70ﬁ£?§;§(Eﬂ)in) . (3‘70)

Dieser renormierte Ausdruck des Loop-Inside-Loop-Diagramms ist in der Abbildung 3.21
graphisch dargestellt.

SESE b),ren A1) ) '
AE - -3 - X - 3w

n

n

Abbildung 3.21: Der renormierte Ausdruck des Loop~Inside-Loop-Diagramms.
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3.3.4 Das Loop—Crossed-Loop—Diagramm

Betrachtet sei nun die Renormierung des Diagramms Loop-Crossed-Loop. Bei der Renor-
mierung dieses Diagramms wird der Unterschied zwischen der Methode der inneren/suferen
Renormierung und der BPHZ-Renormierung deutlich. Es wurde bereits erliutert, daf die
Begriffe innere/4ufilere Renormierung zwar formal auch in der BPHZ-Renormierung definiert
werden koénnen, jedoch es sich bei beiden Methoden um prinzipiell verschieden Renormie-
rungszugange handelt.

In der Abbildung 3.22 ist wieder eine geeignete Potentialentwicklung dieses Diagramms dar-
gestellt. Die Diagramme (E2) und (F) sind konvergent, denn der oberflichliche Divergenz-

E + ﬁ + EE

oy 1@  (F)

é + 2% + 2% +

lon o2 Il 03) n (E1)

n n

n

n (E2) n (F)

Abbildung 3.22: Die Potentialentwicklung des Diagramms Loop-Crossed—Loop. Die Kreuze
bezeichnen wieder die Wechselwirkung mit dem Kernfeld.

grad w ist negativ, und sie enthalten auch keine divergenten Unterdiagramme. Das Diagramm
(D3) hat ebenfalls einen negativen oberflichlichen Divergenzgrad, w = —1, aber es enthilt
ein divergentes Unterdiagramm, ndmlich das Diagramm einer Vertexkorrektur. Deshalb er-
fordert es eine innere Renormierung. Sie ist in der Abbildung 3.23 dargestellt. Die anderen
Diagramme (D1), (D2) und (E1) erfordern eine innere und #ufere Renormierung, denn ihr
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n
ren (1)

| 03)

Abbildung 3.23: Die Renormierung des Diagramms (D3), welches nur eine innere Renormie-
rung erfordert.

oberflichlicher Divergenzgrad ist positiv und auch die Unterdiagramme haben positiven Di-
vergenzgrad. Diese Diagramme werden im folgenden diskutiert.

Renormierung des Diagramms (D1)

Bei der Renormierung dieses Diagramms tritt der Fall einer sogenannten tberlappenden Di-
vergenz auf. Darunter versteht man Folgendes:

Wenn zwei Diagramme ; und 7y, weder disjunkt noch Teil des jeweils anderen Graphen sind,
so nennt man diese Diagramme tiberlappend. Wenn beide Diagramme zudem einen positi-
ven Divergenzgrad besitzen, w(y1) > 0, w(y2) > 0, d.h. divergent sind, dann spricht man
von #berlappender Divergenz. Diese Art von Divergenz stellt jedoch keine neue Schwierigkeit
im Rahmen der BPHZ-Renormierung dar. Dies und der Begriff selbst wird im Beispiel der
Renormierung des Diagramms (D1) noch klarer werden.

Das Diagramm (D1) ist in Abbildung 3.24 dargestellt. Dieses Diagramm enthélt zwei diver-
gente Unterdiagramme, namlich ; und ;. Bei beiden Unterdiagrammmen handelt es sich um
die Diagramme der Vertexkorrektur. Das gesamte Diagramm ohne die dufieren Zustéinde |n)
wurde wieder als I' bezeichnet. Der unrenormierte Ausdruck des gesamten Diagramms (D1)
1aBt sich schreiben als

AE(DI),unren — (nl,yﬂi)(Dl)In> . (371)
Der mathematische Ausdruck des Feynmandiagramms I' lautet
N 4t dig, »
$(D1) 8 D[ 49
?) < | @i @ity f2)
- 1
Il"(ﬁ7 é17é2) - 7#15 __él —m+ ie’y”
1 1 1

v

X —ey - - —
B—th—fy—mtic p—fp—mtic @ Fieq+ic

Die Integranden der Unterdiagramme -1, 9, wurden in dieser Gleichung nicht explizit ange-
geben, da sie weiter unten notiert werden. Der duflere Impuls beziiglich I ist wieder p. Der

(3.72)
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I

Abbildung 3.24: Das Diagramm I' und die Unterdiagramme ; und <, der unrenormierten
Energieverschiebung A EP3)uaren,

renormierte Ausdruck des Diagramms (D1) ist jetzt gegeben durch

sOnse) = —ot [ L [ 2 ph ). (3.73)

Man muss bei diesem Diagramm beachten, dafl es zwei divergente Unterdiagramme enthalt,
so dafl die Bogoljubov’sche R—Operation jetzt lautet:

Rr = (1 - tF)-RF mit EF = IAF + jr/’h(_t’h)j‘h + jr/ﬂz(_tvz)jﬂz

.also
RI" = iI‘ “trjf‘ + " [jI'/'n @m j’h )] + 1" [jr‘/"lz (& sz)]
éiuﬁer:Ren.
=l (" Ly, ) — It (2 I’Yz)l . (3.74)

innere Ren.
Die explizite Darstellung der Integranden ist dabei gegeben durch
1 1

f - . v . b
E/m ]S—gjz—m-l—ze‘y G2 +ic
auferer Impuls: p
f 1 1
/% T —mAtieq +ic’
auflerer Impuls: p
i ! 1 s
ks 7“15_41—7”"!’2'57‘,15"41“éz_m'{'iﬁ‘y ¢ +ie’
auBere Impulse: p,p — g2, g2
. 1 1
L, - Y

n
P~ fy—mtie f-fmtic @tic’
dufere Impulse: p — ¢1, ¢, p - (3.75)
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Dabei sind, wie z.B. auch im Fall der Ein—~Schleifen—Vertexkorrektur, einige Lorentzindizes
der Diracmatrizen in den Integranden vorriibergehend nicht abgepaart. Diese Eigenschaft
ist typisch fiir Graphen mit iiberlappender Divergenz, was aber selbstverstindlich keine
besonderen Schwierigkeiten in sich birgt, da bei der spateren Zusammenfassung diese Indizes
wieder abgepaart werden. Die oberflichlichen Divergenzgrade ergeben sich zu

wl) =1,
w(m)
w(72)

~

I

(3.76)

Mit Blick auf (3.74) folgt somit unmittelbar, da von der &uBeren Renormierung sechs Ge-
genterme und von der inneren Renormierung zwei Gegenterme zu erwarten sind. Durch
Anwendung des Tayloroperators (2.155) unter Beachtung des Begriffs duferer Impuls folgt
somit der renormierte Ausdruck des Diagramms (D1) zu

AE(D]),ren — (nlfyoﬁ)(Dl)ln> _ E(Dl)<nh,oln> _ 2(D1)/<nlf/|n)
—2AD (n}ye D) + 2000 (n 1o |n)

+2AD5W (| V]n) . (3.77)

Dabei wurde wieder von der Diracgleichung im Impulsraum (3.33) Gebrauch gemacht. Die
Gegenterme =), 5’ und A®W wurden schon frither definiert, und die anderen beiden Ge-

genterme sind definiert durch
0 = 50|
P

8
3oy = _% oy l . 3.78
. =0, (3.78)

Erwihnenswert in diesem Zusammenhang ist der Faktor 2 in den letzten drei Termen in
Gleichung (3.77). Im Rahmen der BPHZ-Renormierung erscheint dieser Term vollkommen
zwanglos. Jedoch mit der Methode der inneren/dufleren Renormierung ist hier eine beson-
dere Sorgfalt notwendig [113]. Gerade dieses Beispiel, welches typisch fiir Diagramme mit
iiberlappenden Divergenzen ist, verdeutlicht den entscheidenden Vorteil der Systematik der
BPHZ-Renormierung gegeniiber der Methode der inneren/duferen Renormierung.

Renormierung des Diagramms (D2)

Als néchstes sei nun das Diagramm (D2) betrachtet. Das Unterdiagramm -, ist konver-
gent, denn es hat positiven Divergenzgrad. Das Unterdiagramm <, ist die Ein-Schleifen—
Selbstenergie, s. Abbildung 3.25. Die unrenormierte Energieverschiebung dieses Diagramms
lautet

A E(D2)unren 2(7;;701"/'1%5,’)23171) . (3.79)
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X

I

Abbildung 3.25: Das Feynman-Diagramm I' und das Unterdiagramm -~ der unrenormierten
Energieverschiebung A EP2wren),

Der Operator _/A\SDZ) ist eine Funktion der beiden &uBeren Impulse p1, p2 = p1 — k und ist
explizit gegeben durch

d4‘11

AP(p,,p,) = —¢ (2m)" é (1)24131"(151,]52,1;{1,}}2),
jl“(lsp 152a éli 42)

1 1
T M —mtic hy—f—mtic”
1 . 1 , 1 1

X - - - — .
ﬁz—él—ﬁz—m+267 ﬁz—éz—m+ze7 G+ ieq3 + ie

(3.80)

Die BPHZ-Renormierung des Diagramms (D2) erfolgt dhnlich wie die Renormierung des
Graphen (D1). Insbesondere ist der renormierte Operator wieder definiert als

Ao g = et [ G [ L et (3.81)

Jedoch gilt nicht (3.74), denn es gibt nur ein divergentes Unterdiagramm, ndmlich ;. Die
Bogoljubov’sche R—Operation liefert deshalb

Rr = (1 —-tr)ﬁr mit ‘ﬁr = fr—l— jr/%(—t%)jyz s

also
j?,p = fp —trjr + T {jr/,m(t"'2 j.h)] —jr/w(t'ij) s (3.82)
L. ) S e’
ZuBere Ren. innere Ren.
wobei nun die Integranden gegeben sind durch
a 1 1 1
Irpy =

7‘“151 -—-él—m-}-z'e‘yoﬁz—él —m+ieqt+ie’
dufere Impulse: p;, po
1 . 1 L, 1
= v, - Y .
" Ibz_él*éz“m‘}‘“v Do —fly—m+ie gi+ic
auflerer Impuls: p, (3.83)

iy
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Die Tayloroperatoren ¢', 4" wirken bis 0. Ordnung, denn die oberflichlichen Divergenzgrade
sind

w(l = 0,

w(v) = 0. (3.84)

Deshalb folgt aus (3.82), daB fiir dieses Diagramm genau zwei Gegenterme der #uBeren
und ein Gegenterm der inneren Renormierung zugeordnet werden kénnen. Wendet man den
Tayloroperator unter Beriicksichtigung der entsprechenden duBeren Impulse an, so erhilt
man den renormierten Ausdruck des Diagramms (D2) zu

AE®?D = 2(n|eAP?|n) — 24P (0| V]n)

=200 (n|y VA n) + 2(AM 2 (n| V) . (3.85)
Dabei wurde der neue Gegenterm wie folgt definiert:

AP = APy ) (3.86)

ﬁ1 =]52=m .

Renormierung des Diagramms (E1)

SchlieBlich sei noch das Diagramm (E1) betrachtet, welches in der Abbildung (3.26) darge-
stellt ist. Die beiden Unterdiagramme 71,7, sind konvergent, denn ihre Divergenzgrade sind
w(v1) = w(yz) = 1. Der mathematische Ausdruck der unrenormierten Energieverschiebung

N<

X I_|

Abbildung 3.26: Das Diagramm (E1) I" und die Unterdiagramme ; und 7.

dieses Diagramms lautet
AEEI = (nly VAFn) , (3.87)
und der Operator ist dabei gegeben durch

A pot) = < [ G5 [ ettt
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. _ 1 1
Iopobor o) = ryulsl"él“m"‘i‘s%ﬁl—él"éz"m‘i'ié%

X 7 7 .
bo—th—f,—mtic py—f,—m+tic qf+ieqd+ie

(3.88)

Die suBeren Impulse beziiglich des gesamten Diagramms T' sind p1,pz = p; — k. Die renor-
mierte Energieverschiebung definiert sich wieder zu

~ (E1),ren 4 d* d* 2 A
APty = ~* [ Goyi | G el o) (3.89)

und die R-Operation lautet einfach

Y

Rr = (1— tr)_ﬁr mit —ﬁr‘ = fr ,

also
Br = Ir "Iy (3.90)
duflere Ren.

da keine divergenten Unterdiagramme vorhanden sind. Der Tayloroperator ' wirkt dabei
bis zur 0. Ordnung, denn der oberflichliche Divergenzgrad des gesamten Diagramms ist

w(T) =0. (3.91)

Es gibt also nur einen Gegenterm und die renormierte Energieverschiebung des Diagramms
(E1) lautet dementsprechend

A FE)zen (nl’)’oV!AX(()El)’umen]n) — A(El)(n|‘7|n) , (3.92)

wobei der Gegenterm definiert wird als

'YoA(El) = ]\gEl)(ISvﬁz) - (3.93)
]51=]52=m
Zusammenfassung der Gegenterme des Loop—Crossed-Loop-Diagramms

Bei der Zusammenfassung der Gegenterme des gesamten Loop—Crossed—~Loop-Diagramms
wird in analoger Weise wie im Fall des Loop~Inside-Loop-Diagramms vorgegangen. Zunéchst

seien also alle Terme betrachtet, welche proportional zu (anln) sind. Sie lauten entsprechend
(3.77), (3.85) und (3.92)

GTY = ~(n[V|n) (ZPV — 200050)) — (n|V|n) (248 — 2(AM)2) — (n|V]n) (AED)
(3.94)
Unter Verwendung der Ein-Schleifen—Wardidentitit und der Zwei—-Schleifen-Wardidentitét

W = _A®M  Eip-Schleifen-Wardidentitit ,
S0P = _ABY —2A®?  Zyei-Schleifen-Wardidentitas (3.95)
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sieht man unmittelbar, daf sich alle Terme in (3.94) wieder gegenseitig wegheben, so daB es
keine Terme proportional zu (n|V|n) gibt. Somit gibt es nur Terme, welche proportional zu
AW sind. Entsprechend (3.77) und (3.85) lauten sie:

ars = —200 ((nhSOln) — SO(nlyoln) + (nlre VAP In)) . (3.96)

AufBerdem muf natiirlich noch der Gegenterm, welcher vom Diagramm (D3) stammt und in
der Abbildung 3.23 dargestellt ist, beriicksichtigt werden. Die Gegenterme (n|yo2®|n) und
(n|'yoA( W |n) wurden bereits in der Abbildung 3.18 (A) und (B) graphisch dargestellt. Eben-
so ist der Gegenterm des Diagramms (D3) identisch dem Gegenterm GT¢' in der Abbildung
3.18. Es ist klar, daB die Summe dieser drei Gegenterme wieder die Selbstenergie in 1. Ord-
nung Stérungstheorie ergibt (s. Abbildung 3.10). Somit lassen sich alle Terme proportional
zu AW zusammen mit dem Gegenterm des Diagramms (D3) (welcher ebenfalls proportional
zu AW) ist und mit GT bezeichnet werden soll) wieder wie folgt zusammenfassen:

GTE + QTS = —2A0 ((nlyoEB,naln) — ZP(npyoln)) — 24D ((n|Snminy) . (3.97
B b

Mit dieser Gleichung folgt also, daB sich alle Gegenterme des Loop—Crossed—Loop-Diagramms
wie folgt zusammenfassen lassen:

AESESEQren — _5OD(pyoln) — AESESE) _ 270 () 5070 ny (3.98)

In der Abbildung 3.27 ist dieser renormierte Ausdruck des Loop—Crossed—Loop-Diagramms
graphisch dargestellt.

SESE¢) ,ren
ES -

—® % - 2 A

n

n

Abbildung 3.27: Der renormierte Ausdruck des Loop~Crossed—Loop-Diagramms.
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3.3.5 Der renormierte Ausdruck der Zwei-Photonen—Selbstenergie

Durch Zusammenfassung der Resultate (3.38), (3.70) und (3.98) folgt unmittelbar der re-
normierte Ausdruck der Zwei-Photonen—Selbstenergie (ohne den Anteil des Graphen SESE
a) irred.). Er lautet

AESESE==R) = ((n]yo$i{) a(Ea)ln) — ZM(nlyoln))

|5 o3 s )

E=F,
+ (DBt = TAD(nlyo[n)) + (A Epenes) — TPV {nyo|n))
2 (1) .
s (<n|vozbmd(En>ln> - 2<‘><nho|n>) . (3.99)

Der renormierte Ausdruck der Zwei-Photonen—Selbstenergie ist in diagrammatischer Dar-
stellung in Abbildung 3.28 ersichtlich. Es sollen zusammenfassend zunéchst alle mathemati-

SESE a red), b), ¢), ren
AE - — 9
n b z° }ﬂ oE l H:ED
+ =" x|+ R b - imjﬁ

n n

Abbildung 3.28: Die diagrammatische Darstellung der renormierten Zwei-Photonen—
Selbstenergie.

schen Ausdriicke der unrenormierten Energieverschiebung notiert werden.

_zaZ/ dE, nTla“(l)al‘(z)'rn) e\/E—-Eru

(nlzbound(En)ln) 27 B, (1 —_ 1.6) En + By T12 ’

(3.100)

= iay. / dB,  (nr|au()ar@)rn) VB
pem ) w (BBt Bt

(3.101)

(eI

A ESESED)  _ 0‘22 / dE; T dE,&VFitiern &V Fatieras

ot 27 2w T14 T3
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x(nrioy(4)o* (1)|tn) (ts|o,(3)e”(2)|s7)

1
"Bl =€) = B+ En)(Bo(1 —i€) — Bo + By + Bo)(Bo(L —i¢) = B 4 Ei)
(3.102)
AESESES) — 2 Z / dE, T dEz
in/E2tic r1s jin/Eat+ic 12
x(ns|au(3)a*(1)[tr) (trlau(4)a”(2)lsn>e ——
24
y ' 1
(Br(1 — i€) — En + Eo)(Es(1 — i€) — By + By + Eg)(Br(1 — i€) — B + By)
(3.103)
2 (1) . 7 dE (nrla,(1)o*(2)|sn)(s|yolr)
(r2pouma(E)lm) pem o) i 2n (E,(1—t€) — By, + Ey)(Es(1 —i€) — E, + E;)
eiV/Etiers
Np (3.104)

T12

Die mathematischen Ausdriicke der Gegenterme sind Bestandteil des nachfolgenden Ab-
schnitts und werden dort explizit notiert.
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3.4 Betrachtung der Infrarot—Divergenzen

3.4.1 Einleitung in die Problematik der Infrarot-Divergenzen

In allen Quantenfeldtheorien mit masselosen Eichbosonen erscheint das Problem der Infrarot—
Divergenz (IR-Divergenz). Wéhrend das Problem der Ultraviolett-Divergenzen durch die
Renormierungstheorien sowohl fiir abelsche, als auch fiir nichtabelsche Quantenfeldtheori-
en allgemein gelést werden konnte, ist jedoch die Problematik infraroter Divergenzen in
den Quantenfeldtheorien keineswegs vollsténdig geldst und ist deshalb bis heute Gegenstand
intensiver Forschung. Fiir die Quantenchromodynamik (QCD) beispielsweise existieren bis
heute keine allgemeinen Theoreme iiber die IR-Divergenzen und ihr eindeutiges gegenseitiges
Wegheben in allen Ordnungen der Stérungstheorie. Das Kinoshita—Lee—Nauenberg—Theorem
[115], welches Aussagen iiber das gegenseitige Wegheben von IR-Singularititen ganz allge-
mein fiir Theorien mit Kopplungen zwischen masselosen Teilchen trifft, 16st nur einen Tei-
laspekt dieser Problematiken der QCD. Im Glashow—Salam—Weinberg-Modell (Theorie der
elektroschwachen Wechselwirkung) hingegen treten wegen der massiven Natur der Vektor-
bosonen keine IR-Divergenzen auf, solange keine Prozefle mit Photonen betrachtet werden.
In der QED existiert nur ein masseloses Feld, das Photonenfeld, welches zudem keine Ladung
tragt, d.h. nicht direkt mit sich selbst wechselwirkt. Deshalb ist die IR-Problematik in der
QED prinzipiell einfacher als beispielsweise in der QCD oder anderen nichtabelschen Theo-
rien mit masselosen Quantenfeldern. Dennoch werden wir feststellen, daf§ die vorhandenen
Theoreme beziiglich der IR-Singularitaten nicht von solch einer allgemeinen Natur sind, um
die gesamte Problematik innerhalb der QED zu 16sen. Unter den IR-Divergenzen der QED
sind die folgenden Fille zu unterscheiden:

1. IR-Divergenzen in Streuprozessen

2. IR-Divergenzen in gebundenen Zustdnden

Die folgenden Aussagen sind immer beziiglich der UV-renormierten Ausdriicke zu verstehen.
Es ist zweckmaifig, sich zunichst mit den vorhandenen Theoremen beziiglich des 1. Problem-
kreises vertraut zu machen, welche eventuell Riickschliisse auf den 2. Problemkreis erlauben.
Der 1. Fall betrifft beliebige Streuprozesse der QED), einschlieflich der entsprechenden radia-
tiven Schleifen—Korrekturen. Beliebige Streuprozesse sind immer mit der Emission langwelli-
ger Photonen verbunden. Da diese Photonen masselos sind, kénnen theoretisch unendlich vie-
le Photonen beliebig kleiner Energie von den Elektronen emittiert werden und darin besteht
die IR-Divergenz. Beispiele fiir das Auftreten solcher IR-Divergenzen sind der Compton—
Effekt (Elektron~Photon—Streuung), die Elektron-Elektron—Streuung und die Bremsstrah-
lung (Streuung eines Elektrons am Coulomb-Potential). Die im letztgenannten Beispiel auf-
tretende IR-Divergenz wurde frither als die Infrarotkatastrophe der QED bezeichnet. Die-
se historische Begriffsbildung untersireicht die Schwierigkeiten, welche IR~Divergenzen in
Quantenfeldtheorien implizieren. Die IR-Problematik der Bremsstrahlung wurde zuerst von
Bloch und Nordsieck (1937) [116] vollstindig gelost. Dies ist umso bemerkenswerter, da da-
mals der Begriff der S-Matrix, d.h. der Begriff einer Stérungsreihe in der QED noch nicht
existierte. In der genannten Arbeit konnte (in moderner Sprache: ”in beliebiger Ordnung
Stoérungstheorie”) gezeigt werden, daf sich die IR-Divergenzen im physikalischen Wirkungs-

querschnitt gegenseitig wegheben. Unter physikalischem Wirkungsquerschnitt ist dabei der
Ausdruck

Ophys = UOinelastisch + Gelastisch (3-105)
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zu verstehen. Entsprechend dieser Gleichung muss also beriicksichtigt werden, da die von
dem gestreuten Elektron emittierten, langwelligen Photonen mit Frequenzen unterhalb einer
vom Detektor abhingigen minimalen Grenzfrequenz wpy, im Detektor nicht mehr nachgewie-
sen werden kénnen. Deshalb miissen auch die Diagramme der elastischen Elektronenstreuung
(d.h.: keine Photonenemission) zum gesamten Wirkungsquerschnitt hinzuaddiert werden, da
diese Prozesse experimentell nicht von dem Prozess der inelastischen Elektronenstreuung un-
ter Emission langwelliger Photonen mit Frequenzen w < wpy, unterschieden werden kénnen.
Der aus dieser Uberlegung resultierende Ausdruck (3.105) ist IR-konvergent. Einen Beweis
dieses nach Bloch und Nordsieck benannten Theorems in der modernen Sprache der Stérungs-
theorie und fiir beliebige Streuprozesse der freien QED findet man in [117, 118]. Die zentrale
Aussage dieses verallgemeinerten Bloch-Nordsiek—Theorems lautet also:

Alle IR-Divergenzen fir beliebige Streuprozesse der QED heben sich in allen Ordnungen
Storungstheorie gegenseitig weg, wenn zu den jeweils betrachieten Diagrammen mit reeller
Photonenemission auch die Diagramme ohne Photonenemission bericksichtigt werden.

Der so entstandene Wirkungsquerschnitt wird dann als physikalischer Wirkungsquerschnitt
bezeichnet.

Es sollte auch bemerkt werden, dafl zwischen Eichinvarianz und IR-Divergenzen der freien
QED durchaus tiefere Zusammenhénge bestehen. Nach einem allgemeinem Theorem von
Yennie, Frautschi und Suura [117] heben sich z.B. in einer eichinvarianten Untergruppe von
Diagrammen alle sogenannten iiberlappenden IR-Divergenzen gegenseitig weg. Unter iiber-
lappenden IR-Divergenzen versteht man dabei Divergenzen, welche durch das gleichzeitige
Auftreten zweier langwelliger Photonen entstehen.

Der 2. Problemkreis beinhaltet die IR-Divergenzen in Strahlungskorrekturen gebundener
Zustande. Wie oben bereits angedeutet wurde, existieren bis heute keine allgemeinen Theo-
reme iiber diese IR-Divergenzen und ihr gegenseitiges Wegheben in der Bound-State-QED.
Mit Blick auf die Potentialentwicklung des gebundenen Elektronenpropagators, welche eine
Verbindung zwischen den Diagrammen der Bound-State—QED und der freien QED her-
stellt, scheint es moglich, einige Aussagen des allgemeinen Bloch—Nordsieck—Theorems der
freien QED auf die Bound-State-QED anzuwenden. Jedoch muss im Auge behalten wer-
den, da die Potentialentwicklung unendlich viele Diagramme der freien QED erzeugt und
es schon deshalb problematisch ist, Aussagen iiber IR-Divergenzen der freien QED ”blind”
auf die Bound-State—-QED zu iibertragen. Dennoch wird allgemein angenommen, daf} sich
die IR-Divergenzen in den renormierten Schleifen-Diagrammen der Bound-State-QED und
insbesondere speziell der Lamb-Verschiebung in einer bestimmten Ordnung Stérungstheorie
jeweils gegenseitig wegheben. Diese Diagramme entsprechen direkt physikalisch messbaren
Energie—Verschiebungen und demzufolge sollten sie, analog zum physikalischen Wirkungs-
querschnitt in den Streuproblemen der freien QED, konvergent sein. Mit Blick auf die Nicht-
existenz entsprechender Theoreme ist es aber trotzdem notwendig, die IR~-Konvergenz in
der jeweils betrachteten Ordnung St6érungstheorie im Einzelnen zu beweisen. Dabei kénnte
es sich heraustellen, dafl eichinvariante Untergruppen einer bestimmten Ordnung Stérungs-
theorie bereits IR—konvergent sind. Der diesbeziiglich wichtige Fall der IR-Konvergenz der
Selbstenergie eines gebundenen Elektrons in 1. Ordnung Stérungstheorie ist beispielsweise
explizit in [57] betrachtet worden. Einen weiteren Fall von IR-Konvergenz einer eichinva-
rianten Untergruppe stellen die Diagramme der Zwei-Photonen-Selbstenergie dar. Diese
Untersuchungen sind im folgenden Hauptgegenstand dieses Kapitels.
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3.4.2 Die Infrarot—Divergenzen der Gegenterme

Durch die on—shell-Renormierung werden die Gegenterme berechnet, indem die dufleren Im-
pulse auf die Massenschale gesetzt werden. Im Limes kleiner Schleifenimpulse, d.h. im infra-
roten Limes, divergieren jedoch diese Integrale. Deshalb erfordert diese IR-Divergenz der ein-
zelnen Gegenterme in der renormierten Zwei~Photonen—Selbstenergie eine IR-Regularisierung
dieser Integrale. Solch eine Regularisierung muss Lorentz-invariant sein und wird durch die
Einfiihrung einer kleinen Photonenmasse p erreicht (s.a. Abschnitt 2.2.3), d.h. es wird ein
Term

1 on s
A Lphotonenmasse = — '2'.1-‘2AV($)AV($) (3106)

zur QED-Lagrangedichte (2.1) hinzuaddiert. Es wird oft argumentiert, da nach Abschluss
aller Berechnungen wieder der Limes y — 0 auszufithren ist, um die Eichinvarianz der Theo-
rie zu gewihrleisten. Jedoch muss aufgrund des voriibergehenden Verlustes der Eichinvarianz
untersucht werden, ob die so erhaltenen Ergebnisse tatséchlich unabhéngig von dem Eichpa-
rameter ¢ bleiben. Solch ein Beweis wurde von Pauli und Villars (1949) [54] gefiihrt, denn das
mit der Einfithrung einer kleinen Photonenmasse 1 verbundene Problem des voriibergehen-
den Verlustes der Eichinvarianz ist dieselbe Problematik, welcher man bei der Einfithrung
einer groBen Photonenmasse A in der Pauli-Villars-Regularisierung begegnet. Der Photo-
nenpropagator lautet nach der Einfithrung einer kleinen Photonenmasse p

BE e~ilBt1—t2)—k(r1—72)]
(2r)3 B2 —k* — p2 +ie

T dE
Dm/(tl - t2, Ty — 7’2) = —Guv / E’I—l: (3107)

Da, wie bereits oben erwahnt, leider keine allgemeinen Theoreme iiber eine IR-Konvergenz
von eichinvarianten Unterdiagrammen in der Bound-State—QED existieren, ist es notwendig,
immer im Einzelnen zu untersuchen, ob die zu berechnenden Diagramme unabhéngig von der
kleinen Photonenmasse p, d.h. IR-konvergent sind. Im Fall der Zwei-Photonen-Selbstenergie
ist es dazu notwendig, die Gegenterme (1), (1), %(A) ypd %P unter Verwendung des Pho-
tonenpropagators (3.107) zu berechnen. Dabei werden die UV-Divergenzen dieser Gegenter-
me durch die Methode von Pauli und Villars regularisiert (s. Kap. 2.3). Es wird also ein
bosonisches Hilfsfeld der Masse A subtrahiert, so dafi der obige Photonenpropagator ersetzt
werden muss durch

(o o]

dE [ Bk 56—kl
Dyy(t1 —ta,71 —73) = —gpv-ZOE; ‘(2—71_‘)—3‘6 [B(t1~ta)~k(ri—r2)]

1 1
X(Ez——kz-—/ﬂ—{—z'e_Ez—kz—AZ—g—z’e) ‘ (3.108)
Die Gegenterme werden demnach i.a. Funktionen von A und g sein. Die analytische Be-
rechnung dieser Gegenterme ist etwas aufwendiger und wurde erstmalig durch Labzowsky,
Mitrushenkov, Shelyuto und Soff (1998) in [119] durchgefithrt. Der Autor dieser Arbeit fithr-
te ebenfalls solch eine analytische Berechnung der Gegenterme durch und konnte somit die
Ergebnisse in [119] bestétigen. Hier sollen nur die Resultate zusammengestellt werden.

Der Gegenterm X(Y) ist in vielen Standardlehrbiichern (z.B. [68]) zu finden und auch in
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(2.164) explizit angegeben. Er ist IR-konvergent, denn mit (2.157) und (2.163) lautet er
(alle Integrale sind hier als Pauli-Villars-regularisierte Integrale anzusehen)

1 1
f L '7# 24 4
2r): "p+d—m+tie ¢*+ie e

= 2 (s (2)+2). o209

Der Gegenterm £() (er sollte nicht verwechselt werden mit dem Gegenterm » (1)) lautet

/d4q 1 s 1
@2 Btd—m+io ¢ +iely,

-2 (o () +em(2). o

Dieser Gegenterm ist also offensichtlich IR-divergent, da er im Limes p — 0 divergiert.
Betrachtet sei als nichstes der Gegenterm L(A1. Mit (3.40) folgt er zu

d* d* 1 1
(A1) - (_: 2/ i 92
TR (—idma) (2m)tJ (2m)tg? +ieqs + ie

v® = —dra

W = _jdrq

1 1 , 1 .
Xfy”;b—él—m-{—ie%ﬁ——;}l—;}2—m+i67 ;‘)—;jl—m+i67 b
2 2 2 2 2
= m(ﬁ) [ In? (A)+31n(A)+6ln<A)ln(u)
4 2 m2 m? m? m?
u? i
+3In (EE) ——2—+——}. (3.111)

Auch dieser Gegenterm ist IR-divergent. Dabei ist es jedoch entscheidend, daB sich in der
renormierten Selbstenerg1e die IR-Divergenzen der Gegenterme ) und E(Al) gegenseitig
wegheben, denn sie kommen entsprechend (3.99) in der Kombination

(_Z(Al) + 2(1)2(1)) {n|7oln)

= (@) m(Zw(5) +am () + 5 - ) tabeln) (3.112)

vor. Somit ist (3.112) von der kleinen Photonenmasse p unabhéngig, d.h. IR-konvergent.
SchlieBlich sei noch der Gegenterm (P1) betrachtet. Er lautet

d d* 1
E(Dl) —i4 2 91 92
(#) = (-idma) / (2m)4 (271')4 + ieqs + 1€
1 1

X’Y#IS ﬁl—m‘i'“ “p— 4~ éz"m“l'“ 15 ﬁz"‘m‘i‘“

V

p=m

a\? A2 11
- m(z;) [31 (mz) L ~+ 4 +A2] (3.113)
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mit den Konstanten A; ~ —33.71 und A, = 49.55. Diese Konstanten sind numerische
Losungen zweier Integrale, welche in [119] zu finden sind. Dieser Gegenterm ist also von
der kleinen Photonenmasse p unabhéngig, d.h. IR-konvergent. Mit den Gleichungen (3.109),
(3.112) und (3.113) ist die uy~Unabhéngigkeit, d.h. die IR-Konvergenz des renormierten Aus-
drucks der Zwei-Photonen—Selbstenergie beziiglich aller Gegenterme demonstriert worden.
Es muss jedoch noch gezeigt werden, inwiefern die unrenormierten Energieverschiebungen,
welche natiirlich ebenfalls Bestandteil der renormierten Zwei-Photonen—Selbstenergie sind,
IR~-konvergent sind. Dies soll im folgenden Abschnitt untersucht werden.

3.4.3 Die Energieintegrationen und die Referenz—State—Divergenz

Die renormierte Zwei-Photonen—Selbstenergie setzt sich zusammen aus den Diagrammen der
unrenormierten Zwei-Photonen—Selbstenergie und aus den Gegentermen. Nachdem klar ge-
worden ist, daf§ die Summe aller Gegenterme der renormierten Zwei-Photonen—Selbstenergie
IR-konvergent ist, miissen nun die Terme der unrenormierten Zwei~Photonen—Selbstenergie
auf IR-Konvergenz untersucht werden. Die rdumlichen Integrale sind sowohl im Limes r; —
74 als auch im Limes 71,7, — 0 konvergent, wie man sich unter Verwendung der expliziten
Losungen der Diracgleichung leicht tiberzeugen kann. Somit sind nur die Energieintegrale

in den Ausdriicken (3.100) bis (3.104) Gegenstand der Untersuchung. Die Energieintegrale
lauten:

o 1. E +zer12
L= / 2n E.(1—1ie)— E,+ By’ (3-114)
0 1 /E2+‘i£ 12
I, = / S =g BB (3.115)
_ 7 dEl T dE2 1\/E2+=E r14 '\/E7§+£er23
I = Zo T [o 2
o 1 (3.116)
(Ei(1 —i€) — En + Ey)(Es(1 —t€) — Bn + By + E3)(E. (1 —ie) — E, + Ey) *
I4 — / dEl dE2 1\/E2+1e ™18 of \/E +ie o4
N ! (3.117)
(Bi(1 —ie) — B, + E3)(Es(1 — i€) — E, + Ey + E3)(E.(1 —i€) — E, + Ey) ’ )
. [E eV Fiticra 3.118
5= A 27 (Br(1 —i€) — En+ E)(Es(1 —ie)— E, + E1) (8-118)

Natiirlich kénnte prinzipiell ein Photonenpropagator mit kleiner Masse p verwendet werden,
um die IR-Divergenzen zu regularisieren. Das Problem in solch einem Zugang besteht jedoch
darin, daB die obigen Energieintegrale im Zwei—Schleifen—Fall nicht analytisch berechnet wer-
den kénnen. Deshalb mufl die Diskussion der IR~Problematik auf anderem Weg erfolgen.
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Im Gegensatz zu den UV-Divergenzen, welche bei grofien Schleifenimpulsén auftreten, lie-
gen IR-Divergenzen immer im endlichen Bereich des Integrationsgebietes. Deshalb kénnte
zunichst jeder Pol der obigen Integranden Quelle einer IR-Divergenz sein. Es kann jedoch
allgemein gezeigt werden, daf tatséchlich nur die Summanden r, s,? = n fiir beliebige dufiere
Zustinde n Quelle einer IR-Divergenz sein konnen. Betrachtet sei dazu die typische Form
des Nenners eines Energieintegrals in der komplexen Ebene E:

1 _ 1
E.— E,—E —iesign(E,) ~ A—E —iesign(E,) |
Es gibt zwei unterschiedlich geartete Pole:
1. Pole bei E#0,d.h. A#0,

2. Pol bei £E=0,d.h. A=0.

In der Abbildung 3.29 wird klar, warum der Integrationskontur im Fall A # 0 verformt
werden kann und warum solch eine Verformumg des Integrationskonturs im Fall A = 0 nicht
durchgefithrt werden kann. Deshalb stellen die Pole des obigen Integranden bei E # 0 keine
Quelle von IR-Divergenzen dar, und nur Pole bei £ = 0 kénnen Ursache von IR-Divergenzen
sein. Der wichtige Fall, wenn der &uBere Zustand der Grundzustand ist, d.h. n = 1s;/3, soll
genauer betrachtet werden. Dazu ist es sehr zweckméfig, die obigen Integrale in eine Form
umzuschreiben, welche spéter bei der numerischen Auswertung ebenfalls ben6tigt wird. Diese
Umschreibung der Integrale wird im Anhang fiir das Grundintegral I; explizit vorgefiihrt.
Die anderen Integrale I3, I, I; konnen durch Partialbruchzerlegung auf dieses Grungintegral
reduziert werden. Das Integral I; kann durch Differentiation ebenfalls auf das Grundintegral
I, zuriickgefiihrt werden. Die Ergebnisse lauten demnach fiir den n = 1s;/5-Grundzustand

(n = 1s12):

(3.119)

dEl sm E1T12)
= 2 3.
L / 2r E.— E,+ E, sign(E,)’ (3.120)
. oodEl Sin(ElT'lz)
= 2 3.
Lz Z/ 2n (E, — E, + E sign(E,))?’ (8-121)

dE; T dE
13 = (2 )2/ ! "2—2 SIH(E1T14) Sll’l(Ez?’za) [1 + Sm(El, Ez)]
0

1
[E; — En + E; sign(E,)|[Es — E, + (By + E) sign(E,))[E, — E, + Ey sign(E,)]’

(3.122)

~3 [dE; TdE
I4 = (22)2/ 271_1 Er—z' s1n(E17'13) SIH(E2T24) [1 + Scr(El, Ez)]
4] o]

1
E;— En + B, sign(E,)|[Es — B, + (By + E) sign(E)|[E, — En + Ey sign(E,)]’

T

(3.123)
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Abbildung 3.29: Die Schnitte des Photonenpropagators kdnnen immer so gewéhlt werden,
daB sie auch im Limes € — 0 nicht mit den Polen bei E = E, — E,, # 0 des Integranden
zusammenfallen. Deshalb ist es immer méglich, den Integrationsweg der Energieintegration
so zu verformen, daf§ die Pole bei E = E, — E, # 0 umlaufen werden. Das bedeutet, da
diese Pole keine Quelle von IR-Divergenzen sein kénnen. Jedoch liegen die Verzweigungs-
punkte des Photonenpropagators im Limes € — 0 genau bei dem Koordinatenursprung der
komplexen E-Ebene. Deshalb fallen sie im Limes € — 0 auch genau mit dem Pol bei £ =0
zusammen. Der Interationskontur kann deshalb fiir diesen Pol nicht verformt werden. Wenn
dieser Pol bei £ = 0 keine hebbare Singularitdt des gesamten Integranden ist, sind deshalb
IR-Divergenzen an diesen Stellen im Limes € —+ 0 zu erwarten.

oodEl Sin(El'I‘lg)

Is = 2 J om [Er —E.+ E; Sign(E,,.)][Es —E.+E, Slgn(Es)]

(14 5*(Ey)) .

(3.124)

Die Funktionen S™(Ey, E,), S*(E, Es), S*°( E1) sind etwas umfangreicher und wurden des-
halb im Anhang aufgenommen. Die Vorteile dieser zunéchst vielleicht etwas umstandlich
erscheinenden Schreibweise der Integrale sind:

1. Es konnten die ie-Vorschriften zum Umlaufen der Pole in der komplexen E;, Fo-Ebene
fallengelassen werden, denn es existieren keine Polstrukturen, solange F;, E; nicht ge-
gen 0 geht. Dies stellt selbstverstandlich eine wesentliche Vereinfachung in der spateren
numerischen Auswertung der Energieintegrale dar, jedoch gilt diese Aussage iiber das
Verschwinden der Pole nur fiir den Grundzustand, d.h. n = 1sy,.

2. Es ist nun klar, daB Polstrukturen nur im Limes E;, F; — 0 auftreten und wenn
7, 8,t =n gilt.

3. Die umgeschriebenen Energieintegrale erlauben die wichtige Niherung S™(E,, E;) —
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0, S(Ey, E3) — 0, S*°(E;) — 0, welche sich numerisch iiberpriifen 1&8t. Dieser Punkt
wird im Abschnitt Numerische Auswertung genauer behandelt.

Es werden jetzt die Energieintegrale auf IR-Divergenz hin untersucht. Die soeben erwahnte
Niherung S™, S, 5% — 0 wird dabei jedoch nicht verwendet. Der nun folgende Beweis
der IR-Konvergenz gilt also allgemein ohne Verwendung lrgendwelcher Niherungen fiir den
Grundzustand der Zwei—Photonen—Selbstenergie.

Eine Divergenz kann auftreten, wenn der Nenner 0 wird. Dies ist aber nur in jenen Sum-
manden der Fall, in denen r,s,t = n gilt und der Limes E;, B, — 0 betrachtet wird.

[1:

Iz:

I3:

I42

Is:

Fiir den Summanden r = n lautet das Integral

dE, 31n(E17°12) (3.125)

Il(r—n)—.‘z/

Wegen sin(Eir1z) — Ejryp fiir By — 0 ist das Integral (3.125) offensichtlich IR~
konvergent.

Fiir den Summanden r = n lautet das Integral

— 9 /'dEl Sln(Eﬂ"lz) )

L(r=n) = (3.126)

Dieses Intergal ist im Limes E; — 0 IR-divergent.

Der Summand r,¢ = n lautet (man beachte, daB die anderen Terme von I3 sich gegen-
seitig wegheben, wenn r,t = n gesetzt wird)

_ 2 dE1 dEz SiIl(Eﬂ'p;) Sin(E2T23)
lo(r,t = n) = (23) / /% BB~ B, (B + By sign(By) "~ 20

Dieses Integral divergiert im Limes E; — 0, also sogar schon fiir den Fall r,? = n, d.h,
jeder Summand iber s divergiert im IR~Limes.

Der Summand r, s, = n lautet

Iy(r, s,t = n) = (2i)? / ”;El 4B, sin(Firss) sin(Baraa) (3.128)
1]

™ 2 Eo(Ey + E)Fn

Dieses Integral ist IR-konvergent, denn im Limes E;, E» — 0 geht mit sin(Eyr3) —
Eir13 und sin(Earas) — Earas der Integrand in 1/(E; + E3) iiber. Solch ein Integrand
ist aber IR—konvergent, wie sich leicht nachpriifen 148t.

Der Summand r, s = n lautet

— 9 /dE] S]Il(EI?”lg) ]

Ii(r,s =n) = (3.129)

Es ist klar, dal dieses Integral wie (3.126) IR-divergent ist.
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(Die Terme Sin(Ey, E3), S*(En, E,), S**(E1) verschwinden in diesen hier betrachteten Fillen
zur Untersuchung der IR-Divergenz!) Wie bereits oben erwihnt wurde, ist zu erwarten,
daB sich die IR-Divergenzen gegenseitig wegheben werden. Dies ist auch tatsichlich der
Fall. Um dies zu sehen, mufl die Summe aus den IR-divergenten Integralen I, I3 und I;
betrachtet werden, jedoch mit den richtigen Koeflizienten, wie sie in der renormierten Zwei—
Photonen—Selbstenergie auftreten. Dabei ist auch zu beachten, daf das Integral I fiir jedes
s IR—divergent ist, so daB die Summe iiber s betrachtet werden mufi. Die Kombination
entsprechend der renormierten Zwei-Photonen-Selbstenergie (3.99) lautet also

& . 1
((nI’YOzl(:lo)und(En)ln) - Eu)(”l’)’oln)) (—ia)a(r = n);;(nnla#a’ﬂnn)
+o? Z L(r,t= n)—1—~1—(nn|a o|nn)(ns|a,0” |sn)

s ’ T14 723 g Y
1
—i2Wals(r, s = n)—(nnloe’[n){(nlyoln)
12
. 2 1
= —icdnl1oSauma(En)ln) Lo(r = n);;(nn]a,‘a“]nn)

11
+a? ZI;;(r,t = n);;r—-(nnla#a“lnn)(nsm,,a |sn)

_ (_ m—mr = n)(r1S D e (Ea) In)

1
4oL S (aslasalond (= ) ) (nnlaeo)
14

= (IR) (nn|auo|nn) , (3.130)

wobei in der 2. Zeile lro(r = n) = I(r,s = n) verwendet wurde. Zudem wurde auch die
Bezeichnung der Integrationsvariable 713 im 1. Summanden der 3. Zeile verandert, d.h. ri3 —

r14. Der Faktor (IR) ist jedoch IR-konvergent, denn mit (3.100), (3.114) und (3.120) folgt
zunéchst

.1
(RhroStoma(En)ln) = =37 i(ns|a,c¥|sn)

a1 T dE, sin( Eqrys)
= (- ) — ® .
(—ia)(22) T23 Zs:(ns[a,‘a lsn)b/ 2 E, — E, + E, sign(E;)

(3.131)

Wird diese Gleichung in (3.130) eingesetzt, so folgt

(I’R.) = ; ________(nslip;:gsn) ((”ia)(—z’a)(Zi)Iz(r =n) 7612175;2 E. — EsziniE;}:z’:l)gn( E,)
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+o? I(r,t = n))

2oz (ns|auot|sn) [ T dBy sin(Eyr) T dEs sin(Earas)
= —a(2) Z 2 :
- T14T23 2r B} ) 2rm BE,-E.+ B sign( E;)
_ 7’ dE, T dE, sin(Eyr14) sin(Earys)
J 2r E}(Es — E, + (E1 + E,)sign(E;))
o2 (ns|ayotlsn) ( TdE, T dE, . .
= E
(27) Z —— (/ / . sin(Eyr14) sin(Earas)
1 E, sign(F;)

E2 (Es — E, + E; sign(E;))(Es — E, + (E1 + E,) sign(E, ))) (3.132)

Dieses Integral hat jedoch sowohl fiir den Fall B, — E, = A > 0 als auch fiir den Fall
E, — FE, = A < 0 keine Pole. Wird schlieBlich auch der Fall B, = E, = A =0, d.h. s = n,
betrachtet, so folgt fiir den obigen Ausdruck

(IR) = _a2(2i)2M
14723
TdE, TdE 11 1
X(O/ 27r1 Erz sin(Eyry4) 51n(E27"23)E Bt EZ) (3.133)

Dieses Integral ist aber offensichtlich im Limes F;, E» — 0 konvergent. Somit ist bewiesen
worden, daB sich tatséchlich alle IR-Divergenzen in der unrenormierten und renormierten
Zwei-Photonen—Selbstenergie fiir den wichtigen Fall des Grundzustandes n = 1s;/, gegensei-
tig wegheben. Dadurch wird eine Auswertung der eichinvarianten Untergruppe SESE?red):P):c)
vom physikalischen Standpunkt aus iiberhaupt erst moglich.
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Ich h#tte viele Dinge begriffen, hitte man sie mir nicht erkldrt.
Stanislaw Jerzy (1909 — 1966)

4.1 Die Methode der Partialwellen—Renormierung

In der numerischen Auswertung der Zwei-Photonen-Selbstenergie wurde die Methode der
Partialwellen—Renormierung (PWR) verwendet, welche in den letzten Jahren zur Berech-
nung von Strahlungskorrekturen durch Persson, Lindgren, Salomonson, Ynnerman (1993)
[120] und Quiney, Grant (1993) [121] unabhéngig voneinander entwickelt wurde. Die grund-
legende Idee ist dabei, die unrenormierten Energieverschiebungen und die entsprechenden
Gegenterme nach einzelnen Partialwellen zu entwickeln. Dabei treten drei Aspekte auf:

1. Partialwellenentwicklung des unrenormierten Ausdrucks der Energieverschiebung

2. Umschreiben der Gegenterme in eine Struktur, welche sehr dhnlich der unrenormierten
Energieverschiebung ist, d.h. insbesondere Photonenpropagatoren enthalten

3. Partialwellenentwicklung der Gegenterme

In diesem Kapitel wird dieser alternative Renormierungszugang im Einzelnen erldutert.

4.1.1 PWR der Selbstenergie in Stérungstheorie erster Ordnung

Zunichst soll die PWR der Selbstenergie in 1. Ordnung Stérungstheorie betrachtet werden.
Einerseits ist es sinnvoll, die Methode der PWR. an einem einfacheren Fall zu erldutern, ande-
rerseits ist die Selbstenergie der Ordnung o auch Bestandteil der Zwei-Photonen-Selbstenergie.
Der renormierte Ausdruck der Selbstenergie der Ordnung o wurde in (3.34) angegeben und
soll hier noch einmal notiert werden:

AESE™ = (g8 (E)|n) — S (n]yoln)
— fd3T1/d3T2 @L(rl)’yoﬁﬁgund(En)gon(rz)

~x® / d*r1 o} (P1)Y0n(r1) - (4.1)

Dabei war der Selbstenergieoperator, welcher im Energie-Orts—Raum eine Funktion der
Energie und der Koordinaten ry, 7, ist, definiert als

. . T dE
7UE§§und(En) = 1d7a / '%auSF(Eﬂ - Es Tlarz)avD/w(E: L 7'2) . (42)
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Das Finsetzen der expliziten Darstellung des Elektronenpropagators und der expliziten Form
des Photonenpropagators fithrt somit fiir die unrenormierte Energieverschiebung auf:

——zaz / dE {(nr|a,(D)a*(2)|rn) eV tien: .

&SE
{n|10Zpouna(En)In) or E,(1—ie)—E,+E 713

(4.3)

Die Kontur der Energieintegration ist in Abbildung 4.1 ersichtlich. Durch diese eindeuti-

s Im(E)
—-]-iE
_,,/ . [Konwr
g 1
t A+t Re(E)

_______ Ve /"——
Kontur

Abbildung 4.1: Der Integrationsweg in der komplexen E-Ebene.

ge Festlegung des Integrationsweges in der komplexen E-Ebene kann die ze-Vorschrift im
Photonenpropagator fallengelassen werden. Wie bereits erwahnt wurde, kann obiges Energi-
eintegral in der komplexen Ebene umgeschrieben werden, so daff man

TdE (nrla,(1)e*(2)|rn) sin(Eri)

- SE . .
(nI’YOZ“bound(E"“)ln> - 206(22)0/ 2 B, — E;+ E Sign(Er) T12

(4.4)

erhilt. In diesem Ausdruck wird entlang der reellen E—Achse integriert. Der Massengegen-
term in der Pauli—Villars-Regularisierung war gegeben durch
(im on—shell-Renormierungsschema)

3 A? 3
0 = m4a (1 (E{E) + 5) : (4.5)

In der Abbildung 4.2 ist der renormierte Ausdruck der Selbstenergie in 1. Ordnung Stdrungs-
theorie noch einmal dargestellt. Die Gleichung (4.1) ist die Basis fiir die Methode der Parti-
alwellenrenormierung. In diesem Zugang ist es nicht erforderlich, eine Regularisierung (z.B.
dimensionale oder Pauli-Villars-Regularisierung) der divergierenden Integrale in (4.1) durch-
zufithren. Dazu wird eine Entwicklung des Photonenpropagators nach Partialwellen in der
renormierten Energieverschiebung in (4.1) vorgenommen. Zunéchst sei die Partialwellen—
Entwicklung des Photonenpropagators in der unrenormierten Energieverschiebung (4.4) be-
trachtet:

in( Er oo 4 L
%sm( 1) EY (2L +1)j(Ery)jp(Ers) maLe > Yopr(01,01) Y7 (02, 02)
12 =0 2L + 1 M=-L

= E i(zL +1)CE(1)CH(2)i(Eri)in(Ers) (4.6)
L==0
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n
ESE,ren _ _
0 =
n
SE

Abbildung 4.2: Die diagrammatische Darstellung der renormierten Selbstenergie eines ge-
bundenen Elektrons im Zustand |n).

wobei r = |r| definiert wurde und Yz (0, ¢) die Kugelfunktionen sowie jr(Er) die sphéri-
schen Besselfunktionen sind [122]. Ebenso wurde in (4.6) der sphérische Winkeltensor C
definiert. Mit dieser Entwicklung 158t sich die unrenormierte Energieverschiebung (4.4) of-
fenbar als Summe iiber einzelne Partialwellen schreiben:

(n10SEE a(Bn)ln) = ;mwﬁ‘iﬁm ) In)

= —ia(2i) LZO(ZL + 1)/
(nr]aﬂ(1)a#(2)CL(1)CL(2)_7L(E7'1)gL(Erg)]rn) (4.7)
E. — E, + E sign(E,) ’

Der Vorteil solch eines Zugangs zur Berechnung der Selbstenergie ejnes gebundenen Elek-
trons besteht in der UV- und IR-Konvergenz jedes einzelnen Summanden der unrenormier-
ten Selbstenergie. Nur die Summe iiber alle Summanden der unrenormierten Selbstenergie
ist wieder UV—divergent. Das nichste Ziel ist es deshalb, solch eine Entwicklung nach Par-
tialwellen auch im Massengegenterm zu erreichen. Der Grundgedanke ist dabei der folgende:
Um solch eine PWR auch im Massengegenterm zu ermoglichen, mufl der Gegenterm offenbar
in solch eine Form umgeschrieben werden, welche der Struktur der unrenormierten Selbst-
energie eines gebundenen Elektrons dhnlich ist und insbesondere einen Photonenpropagator
enthilt. Dies kann unter Verwendung des Selbstenergieoperators eines freien Elektrons

. ] T dE _
oS (B,) = idma / —é}—a“S‘%(Em — E, 71— 12)&” Dy (B, 7y —72) (4.8)

tatsichlich erreicht werden. Dieser Operator ist jedoch nur fiir freie Elektronenzustinde
definiert. Deshalb miissen die gebundenen Zustiinde |n) nach freien Elektronenzustinden
entwickelt werden. Der freie Elektronenzustand |p,) ist Losung der freien Diracgleichung
in spharischen Koordinaten. Der #uflere Zustand |n) bzw. {n| wird also nach diesen freien
Zustinden entwickelt

(n] = ,93,(1*13 = [d3p1¢31(p]) e~ |
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In) = nlrs) = / &py pa(py)e™™ . (4.9)

Anschliefend wird iiber das Impulsspektrum der ebenen Wellen integriert. Die mathemati-
sche Umsetzung dieser Gedanken ist das Kernstiick der PWR~Methode. Das Resultat lautet

SO (abolny = [ &y [ @y (nlps)(prhoSEA (B lp) pale)

= [ &y (0lp )Ry 0SB ) P2 (P ) (4.10)

Dabei wurde in der 2. Zeile beriicksichtigt, dafl das Matrixelement der freien Selbstenergie
wegen der Translationsinvarianz dieses Operators nur eine Funktion der Ortsdifferenz »; —7,
ist. Im Impulsraum bedeutet dies, daf das Matrlxelement der freien Selbstenergie diagonal
in den Impulsen p,, p, ist, d.h. es gilt (pllf)/oEfree( E,)\p2) ~ 6(py — py). Das Matrixelement
der freien Selbstenergie ist in der Energie-Orts—Darstellung gegeben durch

—ia / 5o [ 9B (Pralo)ar(2)lgp,) /7 F 2

$2(1)
(P11702ree(Epy )| P1) J or E,(1—ie)— E,, + E 1o

) : (pralo(o* ()lapy)  sin(Bry)
i(2) / 4 q/ on E, — E,, + Esign(E,) —iesign(E,) ra

(4.11)

Die Integrale iiber die Impulse verlaufen iiber das gesamte Impulsspektrum, d.h. sie schliefen
dabei eine Summation iiber die positiven und negativen Energien und die entsprechenden
freien Elektronenzustinde ein. Eine gute Beweisfithrung dieser Relationen kann z.B. in [126]
und [127] gefunden werden. Die Aquivalenz (4.10) zusammen mit (4.11) ist die zentrale Aus-
sage der Methode der Partialwellen-Renormierung in 1. Ordnung Stdrungstheorie. Entspre-
chend diesen Gleichungen kann also der Massengegenterm tatsachlich als eine Selbstenergie
1. Ordnung Stérungstheorie eines freien Elektrons interpretiert werden, dessen ein— und aus-
laufender Impuls durch p, gegeben ist. Mit (4.11) und der Entwicklung (4.6) kann deshalb
der Massengegenterm ebenfalls als Summe iiber unendlich viele Partialwellen ausgedriickt
werden:

SO(holn) = 3 [ dps (nips) e oS (B i) gl

E
= —ia(29) Z/d3p1/d3 dE Z
L=0 ny=1ny=1
Xl ><P1qIam)a“(z)CL(l)cL(z)u(Enm(Em)lqp1>
Py By — Epymy + E sign(Bqm, ) — tesign(Egn,)

(pyfn) . (4.12)

Ebenso wie fiir die unrenormierte Selbstenergie ist auch fiir den Massengegenterm jeder ein-
zelne Summand UV-konvergent und natiirlich auch IR-konvergent. Die Entwicklung nach
Partialwellen entspricht deshalb einer Regularisierung, so dal es nicht notwendig ist, eine
Pauli-Villars—Regularisierung oder dimensionale Regularisierung in (4.1) vorzunehmen. Mit
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den grundlegenden Gleichungen (4.7) und (4.12) kann somit die renormierte Energieverschie-
bung (4.1) als Summe iiber unendlich viele Partialwellen geschrieben werden. Sie lautet

A ESE,ren — i A ETSLE,ren (L)
L=0

[ee]

= 3 (sl (B o)

_/dsPl(”lP1)<P1I’Yoi)lgrle)e(L)(Em)IIH)(PlI”)) . (4.13)

In diesem Ausdruck ist nun jeder Summand konvergent, und die Summe ist selbsverstandlich
auch konvergent. In realen Rechnungen konnen selbstversténdlich nur endlich viele Partial-
wellen berechnet werden, so dal die Summe iiber die Partialwelle I immer nur bis zu einem
gewissen Maximalwert I = Lp.y ausgefiithrt werden kann. Die gesuchte renormierte Energie-
verschiebung ergibt sich dann als Mittelwert der beiden hochsten berechneten Partialwellen,
d.h.

AESE,ren (Lmax—1) + AEEE,ren (Limax)
> .

A ESExen (4.14)
Eine diagrammatische Darstellung dieser neuartigen Renormierungstechnik ist in Abbildung
4.3 dargestellt. Auf numerische Berechnungen von Strahlungskorrekturen der Ordnung o un-

SE MG

Abbildung 4.3: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen—Renormierung fiir die
Selbstenergie eines gebundenen Elektrons in 1. Ordnung Stérungstheorie. SE bezeichnet die
unrenormierte Energieverschiebung und MG bezeichnet den Massengegenterm.

ter Verwendung dieser Methode sei auf [120, 121, 123] verwiesen. Bei diesen Berechnungen
konnte festgestellt werden, dafl der Beitrag der einzelnen Partialwellen umgekehrt propor-
tional zur 3. Potenz der Partialwelle L abnahm, d.h.

(4.15)

Konvergenz der Partialwellen: ~ T3
Dieses sehr gute Konvergenzverhalten der PWR~Reihe zeigte sich in allen Ein-Schleifen—
Rechnungen der Selbstenergie gebundener Elektronen [120, 121, 122, 123, 124, 125] und
impliziert, daB bereits die Beriicksichtigung der Summe der ersten wenigen Partialwellen
geniigt, um eine ausreichende Genauigkeit zu erzielen. Fiir die Ein—Schleifen-Selbstenergie
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liegen z.B. typische Werte bei ca. 10 Partialwellen, um eine 10%-ige Genauigkeit fiir wasser-
stoffartige hochgeladene Systeme beliebiger Kernladungszahl (Z = 10, ...,100) zu erzielen.
Die Genauigkeit der PWR steigt mit wachsender Kernladungszahl. Der Grund dafiir liegt
jedoch in der B-Spline-Methode zur Berechnung der radialen Komponenten des vollen Elek-
tronenpropagators. In dieser spéter zu behandelnden Methode wird das betrachete Atom in
eine kugelformige Box mit Radius R eingeschlossen. Die Randeffekte werden dann wesent-
lich, wenn das Elektron sich weiter vom Kern befindet. Dies ist aber gerade fiir Systeme mit
kleinerer Kernladungszahl Z der Fall. Die folgende Tabelle verdeutlicht die Verbesserung der
Genauigkeit am Beispiel des wasserstoffartigen Urans, denn es geniigen bereits sehr wenige
Partialwellen, um eine 0.2%-ige Genauigkeit zu erzielen. Dennoch ist selbst diese sehr gu-

L AEEE,ren (9]

L=0 270.38 eV

I=1 376.80 eV

L=2 344.05 eV
TAErst’ren (1) -I-AE.,S,,E’mn (2))

> 360.42 eV

exakt 359.50 eV

Tabelle 4.1: Fiir hochgeladene Systeme wie z.B. Uran (Z = 92) geniigen bereits drei Parti-
alwellen, um eine relativ hohe Genauigkeit zu erreichen.

te Genauigkeit fiir Systeme mit hoher Kernladungszahl Z fiir die spétere Auswertung der
Zwei-Photonen—Selbstenergie nicht ausreichend. Eine Verbesserung kann wie folgt erreicht
werden:

Der Term der Selbstenergie (nhoiif&g]n) in (4.13) wird mit der spater zu behandelnden
B-Spline—-Methode berechnet. Jedoch in dem Massengegenterm kénnen alle Raumintegra-
le der Matrixelemente analytisch ausgewertet werden. Setzt man némlich in den Ausdruck
(4.12) die freien Elektronzustinde (2.45) mit den radialen Komponenten (2.47) ein, so sieht
man, daB sich immer Raumintegrale iiber drei sphirische Besselfunktionen ergeben. Solche
Integrale lassen sich jedoch analytisch 16sen. Deshalb werden im Massengegenterm nur die
Impulsintegrale numerisch berechnet, und man bezeichnet dies als semianalytische Auswer-
tung. Diese analytische Integration iiber drei sphérische Besselfunktion wird spéter genauer
diskutiert (s. Abschnitt Semianalytische Berechnung der Gegenterme). Diese beiden unter-
schiedlichen Methoden, B-Spline—Methode in der unrenormierten Selbstenergie und semiana-
Iytische Auswertung im Massengegenterm, implizieren unterschiedlich geartete numerische
Ungenauigkeiten, welche sich nur schlecht gegenseitig wegheben, wenn eine direkte PWR
(4.15) angewendet wird. Eine wesentliche Verbesserung der numerischen Genauigkeit kann
aber durch eine leichte Modifikation von (4.13) erzielt werden, indem der zero-potential-
Term ZP subtrahiert und wieder hinzuaddiert wird, d.h. (4.13) durch

A = lm3, (oSt (En)in) — (rhvoSbasmz=cBn) )
=0

~( [ By (alp )0 oS8 (B oy ) — (mh ST e (B (4.16)

ersetzt wird. Eine diagrammatische Darstellung wird in der Abbildung 4.4 gegeben. Dieser



4.1 Die Methode der Partialwellen—Renormierung 119

g 0 n ] n )
ESE,ren_ — _ _
n =
n n n
|
SE ZP MG zZP I

Abbildung 4.4: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen—Renormierung entspre-
chend Gleichung (4.16). SE bezeichnet wieder die unrenormierte Energieverschiebung und
MG den Massengegenterm. ZP ist der zero—potential-Term.

Zugang wurde im Rahmen der Partialwellen—Renormierung erstmalig von Persson in [126]
vorgeschlagen, um in der Auswertung der Selbstenergie die erwdhnten Schwierigkeiten besser
zu kontrollieren, s.a. [125]. Es sei bemerkt, dal der zero—potential-Term ZP und der Mas-
sengegenterm MG natiirlich nicht identisch sind. Beide Terme unterscheiden sich im Zéhler,
d.h. der zero—potential-Term kann aus dem Massengegenterm erhalten werden, indem im
Zéhler in (4.12) die Energie E, durch die Energie E, des dufleren Zustandes |n) ersetzt wird.
Der Vorteil des obigen Zugangs besteht darin, daf sich eventuelle numerische Ungenauigkei-
ten jetzt %egenseltlg wegheben werden, da der in der 1. Zeile subtrahierte Term
(nI'YOEf,EEnd 7—(En)|n) ebenfalls mit der B-Spline—-Methode berechnet wird. Der gleiche Term
wird in der 3. Zeile wieder addiert, jedoch wird er nun wie der Massenterm semianalytisch
ausgewertet. Die mit (4.16) erzielte Genauigkeit betragt nun z.B. fir Z = 10 etwa 0.1% und
z.B. fiir Z = 92 etwa 0.001% [125]. Erst diese sehr hohe Genauigkeit insbesondere fiir Syste-
me mit grofler Kernladungszahl erlaubt eine Berechnung der Zwei~Photonen—Selbstenergie
mit der Methode der Partialwellen—Renormierung.

4.1.2 PWR der Zwei-Photonen—Selbstenergie

Der renormierte Ausdruck der Zwei-Photonen—Selbstenergie wurde in (3.99) zusammenge-
fafit. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sei er hier noch einmal aufgefiihrt:

A E:ESEa.)red,b)ac) ren _ < nl Yo 2IS)Eund( En) |TL)
o ([ S BIm)] _, — = (mhol))

bound

n (AESESEB) E(A1)<nh,0|n)) (AES;ESIEG) E(Dl)(n]fyo|n))

) eV SOV 4
- (n]fmzbound(Eﬂ)]n)"Z <n170|n> . {417)

Partialwellenentwicklung der unrenormierten Energieverschiebung

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll zun#chst wieder die Partialwellenentwicklung der
unrenormierten Energieverschiebungen und anschlieflend die Partialwellenentwicklung der
Massengegenterme betrachtet werden. Mit den nmgeschriebenen Energieintegralen (3.120)
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bis (3.124) lauten die unrenormierten Energieverschiebungen (3.100) bis (3.104) jetzt
(die Terme S™(Ey, E3), S™(Ex, E3), S aC(EI) sind im Anhang angegeben):

T12

e TdE:  (nr|o,(1)a*(2)|rn)  sin(Biry,)
= 2 : ’
B=E, ie(2) Z'o/ 2r (B, — E, + E, sign(FE,))? 712

(Bl )

(4.19)

ABSE®) = o2(2i)? E / dE; dEz sin(Byr14) sin( Eyrgs)

x(1+ S™(E, Ez))(mlau(‘l)a“(l)ltn) (ts|en (3)a(2)|sr)

1
X
[E: — En + Ey sign(Ey))[Es — E, + (Eq + E) sign(E,)|[E, — B, + Ei sign(E,)]’

(4.20)

AEEESEC) — 2(21)22/ dE; dEZ

rst

x(1+ S (B, Ez))(ns[a#(3)a“(1)|tr) (tr|as (4)c (2)[sm) S EaT22) sin( Forag)

1

T24

"B~ Eu + Bz sign(Bo)l[Bo — En + (Br + Bs) sign(B)[Er — En + B sign(B,)]
(4.21)
i B} = ia@)S [ I o (1) ) sm) sl
1 ac
B~ + By sgn (BB, — Bt Brsiga(B] 10 ) (4.22)

Die Energieintegrationen werden entlang der reellen E;, Fo—Achse ausgefiihrt.
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Mit der Entwicklung (4.6) folgt unmittelbar die Partialwellenentwicklung der unrenormierten
Energieverschiebungen zu:

(nhoSSEa(Bln) = 3 (oSS (B, )

L1“‘0
= —ia(2i)2(2L1—]—1 /
L3;=0

, {nrley(1)e*(2)CH (1) C™ (2)j1, (Byr)ir, (Ears)irn)
E, — E, + E; sign(E,)

dE, B

,(4.23)

> ~ SE(L
= 3 (nlro S, n)
E=FE, L=0

(75l

= ja(2) E (2L; +1) / ﬁEl
(7l (1)a*(2)C7 (1) (2)j, (Fyra)iny (Bara)lrn)
(E, — E, + E, sign(E,))? ’
(4.24)

AESESEb)  _ i i A\ ESESED)(Ly,L2)

L1 =0 Lz =0

= o?(2i)? Z (2L; +1) (2L2+1)Z/dE1 /—f— 2 (1 + S™(Ey, Bs))

L1 ,Lp=0 sty 4
X (nr|au(4)at(1)CH (4)CM ()11, (Byr1)jna (Erra)lin)
X (tsow (3)a” (2)C" (3)C™2 (2)1, (Eara)iz, (Ears)lst)
1

1B — By + s sign(B)|[Es — En + (E1 + E) sign(E,)[Ey — En + Br sign(£y)]
(4.25)

A EEESEC) — i i A EEESEC)(Ll,LZ)

L1=0L2=ﬂ
. dE, . TdE |
= 222 S @Li+1) QL+ 1) j S, / SR (1+ 5™ (Ey, By)

Ly, La=0 45, t

X (nsloy(3)a" (1)CH (8)CH (1), (Evry )iz, (Evra)ltr)

X {trlos, (4)0" (2)C7 (4)CP (21, (Ears)jra ( Exra sn)
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1
* [E: — En + E, sign(Ey)|[Es — En + (Ey + Esy) sign(Ey)|[Er — En + By sign(E,)] ’
(4.26)
(nlSnea(Ea)ln) = gnmiifii;’(mm
= tor(27) Z Z/&El (nrloy(1)a*(2)CH (1)CM (2) 51, (Brr1)jz, (Bira)|sn){(s|yolr)
1 ac
B —F 1 E wan(B)liB. — B + Brsiga(By T 5 (B)) -
(4:27)

Diese Gleichungen stellen die Partialwellenentwicklung der unrenormierten Energieverschie-
bungen dar.

Partialwellenentwicklung der Gegenterme

Wie im Fall der Ein-Schleifen—Selbstenergie miissen nun auch die Gegenterme als Sum-
me iiber Partialwellen ausgedriickt werden. Die PWE des Gegenterms ~(!)(n|yo|n), welcher
auch im Fall der Zwei—Photonen-Selbstenergie auftritt, wurde bereits im Ein-Schleifen—Fall
eingehend behandelt, s. (4.10) und (4.12). Allerdings besteht in der renormierten Zwei-
Photonen—Selbstenergie eine Besonderheit. Der Gegenterm (Y erscheint ndmlich einmal
ohne den Faktor (n|yp|n) und es ist deshalb zunichst unklar, wie eine PWE dieses Terms
aussehen koénnte. Das Virialtheorem der QED [128, 129, 130] im speziellen Fall relativisti-
scher wasserstoffartiger Systeme liefert die Beziehung

= (nlyo[n) + (n[VCoulomb‘n> + (n]r VCoulomb'n) (4.28)

s’

=0 im Fall punktférmiger Atomkerne

mit der Elektronmasse m und der Dirac-Energie E, des Zustandes |n). Mit Hilfe dieser
Gleichung kann also fiir den Term folgende Beziehung festgestellt werden

50 = 50 (nly, 1n)-E1— . (4.29)
Somit ist nun eine PWE auch fiir den Faktor ©(!) in gewohnter Weise durchfiihrbar. Dies
ist in der Abbildung 4.5 noch einmal graphisch dargestellt. Jetzt sollen die neuen Gegenter-
me T4 (n}yo|n), S n|yo|n) und EW(n}ye|n) der Zwei-Photonen—Selbstenergie und ihre
Entwicklung nach Partialwellen betrachtet werden.

In Analogie zum Massengegenterm im Ein-Schleifen—Fall (s. Gl. (4.10)) kann der Massenge-
genterm S(4)(n|y,|n) durch den Operator der freien Selbstenergie 3:(41) dargestellt werden.
Der duflere Zustand |n) mufl dabei wieder nach freien Elektronenzustinden entwickelt wer-
den, zwischen denen der Operator der Selbstenergie 3:(41) wirkt:

S nlyoln) = / &p f &Epy (0P ) (P15 (Eoy ) 1p5)(Pa|n)

[ &1 (nlp)E: oS (Bnlpn) 11 (4.30)
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s, 1

En

Abbildung 4.5: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen—Renormierung fiir den
Faktor (1),

wobei wieder wie im Ein—Schleifen—Fall die Eigenschaft (p, lfyofllgi?( Ep)lps) ~ 6(py — ps)s
d.h. die Diagonalitit p, = p,, verwendet wurde. Der Selbstenergieoperator ist durch

free 2

: T dE, T dE

E(Al)(Epl) = (7’471-'1)2 / Erl ”—"E'D;W(EI; Ty — T4)DPU(E277'2 - 7'3)

Xa”ng(Epl - El, 71— rg)a”S%(Epl — E1 — Ez,?"z - T3)C¥US?7(EP1 — E1,7’3 — 7‘4)&”
(4.31)

definiert. Einsetzen der freien Elektronenpropagatoren und Photonenpropagatoren liefert
unmittelbar

oy dE] g dEz eu/E tieria 11/E2+15r23
|
o

<p1 rYOEfree (EP1 |p1> T14 T93

—00

X /d3Q1d3¢12d3q3 <p17q3|a#(1)aﬂ(4)lql,pl) <€117‘I2|av(2)ay(3)|¢b:¢13)

1
x [qu (1 - iﬁ) - Em + El][Eeh(l - iE) - Ep] + El + E2][E93(1 - 7:6) - EPI + El] .

(4.32)

Wieder sind die Impulsintegrale iiber das gesamte Impulsspektrum zu fithren, d.h. sie schlie-
Ben immer eine Summation iiber die positiven und negativen Energiezustinde ein. Das Ener-
gieintegral wird nun ebenso wie im Fall der unrenormierten Energieverschiebung nmgeschrie-
ben. Es ergibt sich zu

’ dEl dEz \/Ez—— /52 1
1. = i Hderyy i/ BZticraa ]
3 / © (o (1 —1€) — Epy + En)

1
[Eg(1 —i€) = Epy + By + Bo)[Ey, (1 — i€) — Ep, + Ei)

= (2 )2] dE; /fg% sin( Eyr14) sin( Bares)[1 + S™( By, E)]

X

o0

911
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1
“[E. —E,, + Ex sign(Ey,) — ie sign(Ey)]
o 1
[Eg, — By, + (Er + E») sign(Ey,) — ie sign(Ey,)]
x ! . : (4.33)
[Eqa - EP1 + El Slgn(Eqs) — 1€ Slgn(E%)]

Dabei ist zu beachten, daf hier die ze~Vorschrift beibehalten werden muss, da natiirlich jetzt
Pole im Nenner auftreten kénnen. Der Term S™(E,, E;) ergibt sich in einfacher Weise aus
dem entsprechenden Term der umgeschriebenen Energieintegrale der unrenormierten Selbst-
energie, indem die Energien der gebundenen Zusténde, E,, E,, E; durch die Energien der
freien Zustinde E, , E,,, E,, ersetzt werden. Es sollte dabei jedoch auch festgehalten wer-
den, daB in S®(E,, E,) keine Pole entstehen koénnen, so daB eine ie-Vorschrift in diesem Term
nicht notwendig ist. Das Einsetzen des umgeschriebenen Energieintegrals und der Entwick-

lung (4.6) in den obigen Ausdruck ergibt die Partialwellenentwicklung des Massengegenterms
Zu:

S (nlyoln) = 2z>22(2L1+1>Z<2L2+”/ El‘ElEl '@Ez/ e

Lh=0 Ly=0 0

x{n|p;){p1|n) / d’q, / d*q, / d*q,
X<p17Q3lau(1)a#(4)CLl(1)CLl (4)jL1(Elrl)le(Elr‘i)‘qlapl)

X <q17 q; lau(z)au(?’)CLZ (Z)CLZ (3)jL2 (Esz)jL2 (E2T3) Iq27 q3>

(14 S™(E1, E»))

* [Eth - EP1 + By Sign(Elh) — 1€ Sign(Eth )]
% 1
[qu - EP1 + (El + EZ) sign(qu) — i€ Sign(qu)]
1
X - — . 4.34
(e, — By & Er siga(Bey) — ie sign(Bo)] (439

Als nachstes soll die Partialwellenentwicklung des Gegenterms %P (n|yo|n) betrachtet wer-

den. Wieder werden die dufileren Zusténde |n) nach freien Elektronenzustinden entwickelt
zwischen denen der Operator 3:(P1) wirki:

=nlwln) = [ &y [ @ (alpi)pslroSies (B lpa)(paln)
= [ &y (olp) (P15 (B IR (P ) - (4.35)

Die Diagonalitit des Matrixelements dieses Operators in den Impulsen folgt ebenso aus der
Translationsinvarianz dieses Operators im Energie~Orts—Raum. Dieser Selbstenergieoperator
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ist durch
. _ T dE, T dE
")’ozgg:)(Em) = (idra)? / ‘2—7}1 E;Z‘Duu(Ehﬁ —73)Dpo(Ea, 73 — T4)

XO[”S]O;v(Epl - El, 71— TQ)OCPS%(EPI — E1 — Ez,'l’z - T3)C¥V521(Ep1 - Ez,’l’g — T4)O(J

(4.36)
definiert. Einsetzen der freien Elektronenpropagatoren und Photonenpropagatoren liefert
unmittelbar

E(Dl) z ) B dEl oo dEz ez\ JEZ+ier1a ei\/E§+ier24
(pllfyo free ( P1)|p1> = —/ 2 E 2T 13 Toa
X /d3‘11d3Q2dBQ3 (P1; 92lou(1)*(3)|a1, g5) (a1, Tslen (2)2 (4) g, Py)
1
8 [Eq (1 — €) — Ep, + En][Eg,(1 — i€) — Ep, + 1 + Es][Epy (1 — i€) — Ep, + En]
(4.37)

Das Energieintegral wird nun ebenso wie im Fall der unrenormierten Energieverschiebung
umgeschrieben. Es ergibt sich zu

4 dEl dEz 'L E2+1E1'13 1 E+‘“””24 1
f f | S B —i9— B + B

1
"By (1 = i€) — By, + B + Bal[Egy (L — i6) — By, + Eg]
s [4E TdE -
= (21,)20/ 27: —0/ 2—2 sin(E1713) sin( Eyres)[1 4 S¥(Ey, E»)]
y 1
[qu — By, + By sign(qu) — 1€ sign(qu)]
y 1
[th - EPl + (El + EZ) Sign(E42) — 1€ sign(qu)]
1
X . — ) 4.38
(B — By + B sign(Byy) — ie sign(By)] (4.38)

Wieder wurde die ie-Vorschrift beibehalten. Der Term S*(Ey, E,) ergibt sich ebenso aus
dem entsprechenden Term des umgeschrieben Energieintegrals der unrenormierten Energie-
verschiebung, indem die Energien der gebundenen Zustinde, E,, E,, E; abermals durch die
Energien der freien Zustinde £, , B,,, E,, ersetzt werden. In S™(E;, E5) treten keine Pole
auf, und so koénnen wieder die ie-Vorschriften in diesem Term fallen gelassen werden. Einset-
zen des umgeschriebenen Energieintegrals und der Entwicklung (4.6) in den obigen Ausdruck
ergibt die Partialwellenentwicklung des Massengegenterms zu:

SOVnlgln) = aX(2if S (2Li+1) (2Ls+1) / 5@_1.@1 / L,

3 e
Ly Lp=0

g
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></d3p1d3q1d3q2d3q3(n|p1)(p1|n>
X(.pla qZ‘a#(l)a#(?’)CLl (1)CL1 (3)jL1 (Elrl)jlq (E1T3)IQ17Q3>

X (g, gsle (2) e (4)C™ (2)C™ (4)jL, (Ear2) i1 (Bara) |92, P1)

(1 4+ S*(E, Es))

X T . "
By, — B, + s siga(By,) — ic sign(By )]
9 1
[qu - Em + (El + EZ) Sign(qu) — 1€ Sign(qu)]
1
T — By, & B sign(Byy) — ic sign(Bg)] (4:39)

SchlieBlich sei der Massengegenterm %) (n|vo|n) und seine entsprechende Partialwellenent-
wicklung betrachtet. Wie fiir den Massengegenterm im Ein-Schleifen—Fall (4.10) gilt die
folgende Aquivalenz

EO(aholn) = [ Py (nlp2)pshoS e B s rln) (4.40)

2 (1)
wobei der Operator Yy, definiert ist durch:

2 (1)
fYOEfree(Epl) = idra / _O‘#SF(EM E7r1 - TZ)WOS%(EM - E,Tz - ,’,3)au

XDy (E,r1 —73) . (4.41)

Wird wieder die explizite Form der Elektronenpropagatoren und des Photonenpropagators
in diese Gleichung eingesetzt, so folgt

2 (M) : T dE
(Prho S Bp)lPr) = ia [ day [ ey [ T

—00

{P1al (1) o (3)191P1 }(91170192) eVEHE s
[EQI(l ze) Epl + E 42(1 - 7’6) - EPI + E] T13

= ia(21) / d’q, / d’q, dE ————-——SIH(ETIS)

T3

X

(plqzlau(l)a“(?’)lqlpl)(ql [70lg2)
By, — Ep, + E sign(Ey)|[Eq, — Ep, + B sign(Eg )]

5111(Er13)

13

X

(1 + S*(E)) (4.42)
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Dabei wurde bereits das umgeschriebene Energieintegral eingesetzt. Unter Verwendung der
Reihendarstellung (4.6) folgt somit die Partialwellenentwicklung dieses Massengegenterms
zZu

2 (1) &= T dE
el M0In) = w(ZZ)I;(ZLJr 1) f d°p, f d’q, / d3q20 > F

><(n| )(P1‘J2'au(l)a#(?’)CL(l)CL@)] (Erl)jL(Er3)IQ1P1)<Q1l’YO'GIz)
P B, — B, + E sign(Ey, )| By — Epy + E sign(E,,)]

(14 S“(E))w(

1n) - (4.43)
Mit der hier dargelegten Methode der Partialwellenentwicklung kénnen also alle Terme der
renormierten Zwei-Photonen—Selbstenergie (4.17) als Doppelsumme iiber zwei Partialwellen
dargestellt werden:

A ESESEa)red,b),c) ren —ém

A ESESE a)red,b),c) unren
n

o)
= 2

L1=0 L.

(o)

i (AESESEa)red,b),c) unren (L1,L2) __ 5m(L1,L2)>
2=0
>

— Z A EiESE a)red,b),c) ren (L1,L2) . ( 4.4 4)
L1=0 Ly=0

Hier bezeichnet m die Summe aller Massengegenterme. Jede einzelne Partialwelle ist IR~
als auch UV-konvergent. Darin besteht auch der entscheidende Vorteil dieser Methode. Jede
einzelne Partialwelle der Massengegenterme §m(112) subtrahiert von jeder einzelnen Parti-
alwelle der unrenormierten Energieverschiebung A ESESE2)redb)c)unren (Ll2) den physikalisch
irrelevanten Anteil. Somit verbleibt in jeder einzelnen Partialwelle A\ ESESEa)red;b)c)ren (L L2)
der physikalisch relevante, d.h. renormierte Anteil. Deshalb wird diese Methode als Par-
tialwellenrenormierung (PWE) bezeichnet. Wie zuvor schon im Ein—Schleifen—Fall bemerkt
wurde, erstreckt sich die Summe iiber die Partialwellen in realen Rechnungen selbstverstind-
lich auch im Zwei—Schleifen—Fall nur bis zu einem Maximalwert Ly = L max und L1 = Lj max-
Um aus den einzelnen Partialwellen die Energieverschiebung zu ermitteln, wird zunéchst die
akkumulative Summe

A ESESEared),b),c) ren(L) _ Z A EIISLESEared) ,b),c) ren(Ly L) mit Ly + Ly = L ( 4.4 5)
Ly 1L2

gebildet. Die gesuchte Energieverschiebung ergibt sich dann analog zum Ein-Schleifen—Fall
(vergl. mit (4.14)) aus

A ESESEared) ;b)ye) ren{Limax—1) + A ESESE ared),b),c) ren{limax)
2

Zur Konvergenz in einer doppelten Partialwellenetwicklung sei bemerkt, dafl es keineswegs
notwendig ist, solch eine Konvergenz in beiden Richtungen L; und L, festzustellen, um ins-
gesamt eine Konvergenz der gesamten Summe zu erhalten, denn diese einzelnen Werte haben
physikalisch keine Bedeutung. Wesentlich ist jedoch selbstverstandlich eine Konvergenz der
Energieverschiebung in der Gleichung (4.46), d.h. die Differenz zweier Energiewerte sollte mit

A ESESEa) red,b),c) ren

. (4.46)
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wachsendem L., immer kleiner werden und einem gemeinsamen Grenzwert zustreben. Die-
sem Grenzwert entspricht dann die gesuchte, physikalisch relevante Energieverschiebung. Da
dieser exakte Grenzwert jedoch i.a. aus wenigen Partialwellen nur schwer mit hoher Genau-
igkeit bestimmt werden kann, ist es sinnvoll, als beste Naherung dieses exakten Grenzwertes
die Gleichung (4.46) zu verwenden. Die diagrammatische Darstellung der Partialwellenrenor-
mierung der Zwei-Photonen—Selbstenergie ist in der Abbildung 4.6 ersichtlich. Obwohl mit

SESE a)(red),b),c), ren i i
AR - B 3
2E | B
+ = + - -1 b _
Ep

n

n ]

Abbildung 4.6: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen-Renormierung fiir die
7wei-Photonen—Selbstenergie eines gebundenen Elektrons. Die Dreiecke bezeichnen dabei
die Fourierentwicklung des gebundene Zustandes |n) nach freien Elektronenzusténden [p).

steigender Kernladungszahl Z die Genauigkeit der PWR wichst, ist dennoch zu erwarten,
daf bei einer Summe iiber zwei Partialwellen ein Genauigkeitsverlust auftreten wird. Deshalb
ist es notwendig, die Methode etwas zu verfeinern. Dies geschieht analog zum Ein—Schleifen—
Fall, in welchem bereits erldutert wurde, dafl die numerische Stabilitdt und Genauigkeit we-
sentlich erhoht werden kann, indem man den zero—potential-term ZP subtrahiert und wieder
addiert. Der subtrahierte zero~potential-Term wird abermals mit der B-Spline~Methode aus-
gewertet, wihrend der addierte zero—potential-Term semianalytisch ausgewertet wird, d.h.
in ihm werden alle Raumintegrale analytisch berechnet (s. Abschnitt Semianalytische Be-
rechnung der Gegenterme). Diese Uberlegung 148t sich auch auf die numerische Auswertung
der Zwei—Photonen—Selbstenergie iibertragen. Eine graphische Darstellung dieser Methode
ist in der folgenden Abbildung 4.7 ersichtlich.

4.1.3 AbschlieBende Betrachtungen zur Methode

Die PWR wurde in den letzten Jahren sehr erfolgreich in Ein—Schleifen und Zwei—Schleifen—
Rechnungen angewendet und stellt eine sehr kraftvolle Methode zur Berechnung von Strah-
lungskorrekturen in gebundenen Elektronsystemen dar. An dieser Stelle sollen dennoch einige
erwihnenswerte Gesichtspunkte umrissen werden, welche die Nichtkovarianz der Partialwellen—
Renormierung betreffen. Die Methode der Partialwellen-Renormierung basiert auf einer Ent-
wicklung der unrenormierten Selbstenergie AEPouwnd;ui™m i eine Reihe, deren Summanden
Partialwellen sind. Diese einzelnen Partialwellen sind sowohl UV~ als auch IR-konvergent,



4.1 Die Methode der Partialwellen-Renormierung 129

[ SESE )b} ren i
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Abbildung 4.7: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen—Renormierung fiir die
Zwei—~Photonen-Selbstenergie eines gebundenen Elektrons. Um die numerische Genauigkeit
und Stabilitit zu erhdhen, wird der zero—potential-term eines jeden Diagramms addiert und
wieder subtrahiert. Der subtrahierte zero—potential-term wird mit der B—Spline-Methode
berechnet und der subtrahierte zero—potential-term wird semianalytisch ausgewertet.

-

jedoch ihre Summe, d.h. die Reihe selbst divergiert wieder. Ebenso wird der Massengegen-
term dm in solch eine divergierende Reihe entwickelt, deren einzelne Summanden konvergent
sind. Es wird nun Partialwelle fiir Partialwelle addiert, so daB ein endlicher, renormierter
Ausdruck entsteht. Somit ergibt sich folgende allgemeine Gleichung fiir den renormierten
Ausdruck der Selbstenergie in 1. Ordnung Stérungstheorie:

b
A Enound, ren _. A E"l:ound, unren _ §o,

00 bound oG
_ ound, unren
= AR bmy

L=0 L=0
— ; (AE::Zmd, unren __ JmL) ] (4473
=0

In divergierenden Reihen ist jedoch gerade solch eine Umordnung der einzelnen Summanden
beider Reihen zunéchst nicht erlaubt, wie sie in der letzten Zeile von (4.47) vorgenommen
wurde, denn das Endergebnis kann, wie zahlreiche Beispiele aus der Mathematik zeigen, im
allgemeinen Fall von solch einer Umgruppierung der einzelnen Summanden abhéngen. Zudem
werden die Divergenzen der unrenormierten Energieverschiebung nichtkovariant abgespalten,



130 4 Numerische Auswertung

denn die Regularisierung der divergenten Terme mittels Partialwellen ist nicht lorentzinva-
riant. Dieses Problem der PWR bezeichnet man als Nichtkovariante Regularisierung der
Partialwellen—Renormierung, obwohl es sich bei der Partialwellenentwicklung um eine iden-
tische Umformung aller Terme handelt. Uber die Verbindung zwischen Nichtkovarianz der
Methode der PWR und einer kovarianten Regularisierung sei auf die urspriinglichen Arbeiten
[120, 121] verwiesen. Hier sollen nur fiir die Berechnung der Zwei-Photonen—Selbstenergie
relevanten Untersuchungen und der derzeitige Erkenntnisstand zusammenfassend dargelegt
werden.

Um die Auswirkungen der Nichtkovarianz auf die Resultate der Lambverschiebung zu unter-
suchen, ist es notwendig, die PWR-Resultate der Lambverschiebungin 1. Ordnung Stérungs-
theorie mit Ergebnissen zu vergleichen, welche mit einer kovarianten Renormierungsmetho—
de, z.B. in [83], erzielt wurden. Fir die Selbstenergie wurde solch ein Vergleich z.B.
[120 121] und [125] durchgefithrt. Wie bereits erwahnt, wurde dabei eine exzellente Uber—
einstimmung zwischen PWR und kovarianter Renormierung festgestellt. Ein anderer Weg zur
Untersuchung dieser Problematik besteht in einer analytischen Untersuchung durch Verwen-
dung der eichinvarianten und kovarianten Pauli—Villars—Reguarisierung der unrenormierten
Selbstenergie und des Massengegenterms. Durch die Ersetzung des Photonenpropagators ent-

sprechend (2.121) sowohl in der unrenormierten Selbstenergie als auch im Massengegenterm
sndert sich dann die obige Gleichung zu

S o
b d, _ bound, unr b nd unren
AEnoun ren _ Z (AE’“’L N en AE ow ) Z (677’1;]_’, _ 5m,A)
L=0 L=0

— Z (AEbound unren (S‘I’TLL) E (AEbound unren m,A) ) (448)

L=0 L=0

Die Umgruppierung der Terme in der letzten Zeile ist jetzt zulédssig, denn durch die Regula-
risierung sind die einzelnen Summen der 1. und 2. Zeile endlich. Die 1. Summe ist identisch
mit (4.47), d.h. mit der Methode der Partialwellen-Renormierung, wahrend die 2. Summe
einen spuriosen Term darstellen und deshalb eine Art ungewollten Korrekturterm implizie-
ren wiirde. Die Frage ist deshalb, ob diese 2. Summe der 2. Zeile im Limes A — co generell,
d.h. fiir beliebige Feynman—Diagramme der Bound-State-QED verschwindet. Damit wére
der Beweis der Zuléssigkeit der PWR. erbracht. Solch ein rigoroser und allgemein giiltiger
Beweis kann jedoch analytisch nicht gefiihrt werden. Jedoch konnte fiir die Selbstenergie
eines gebundenen Elektrons in 1. Ordnung Stérungstheorie in [132] das Verschwinden dieses
Terms analytisch demonstriert werden. Dies steht selbstverstandlich in voller Ubereinstim-
mung mit den oben erwadhnten numerischen Untersuchungen.

Auch der Fall der Selbstenergie 1. Ordnung Stérungstheorie eines Elektrons, welches sich in
einem Atom befindet, welches wiederum einem &ufleren elektrischen Coulomb—Feld ausge-
setzt ist, ist untersucht worden. Man bezeichnet das entsprechende Feynman-Diagramm als
Coulomb screened self energy (s. Abbildung 4.8). Dieser Fall ist deshalb von Bedeutung, da
das Diagramm bereits zwei volle Elektronenpropagatoren enthélt und demzufolge eine Ver-
bindung zu den wichtigen Zwei-Schleifen—Rechnungen darstellt, in welchen zwei bzw. drei
volle Elektronenpropagatoren auftreten. Zudem kann die Vakuumpolarisation in den Dia-
grammen der Selbstenergie-Vakuumpolarisation SEVP h),i) als dufieres sphérisch symme-
trisches Potential angesehen werden [131]. In der oben erwahnten Arbeit [132] wurde gezeigt,
daB auch in diesem Fall der spuriose Korrekturterm insgesamt verschwindet. Allerdings ist
in [132] auch festgestellt worden, daf§ ein spurioser Term in dem divergenten zero—potential—-
Term ZP auftritt. Derselbe spuriose Term tritt auch im divergenten one-potential-Term OP
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Abbildung 4.8: Die diagrammatische Darstellung der Selbstenergie eines gebundenen Elek-
trons, welches sich in einem duferen Coulombfeld befindet. Hier bezeichnet screened SE die
unrenormierte Selbstenergie des Elektrons, GT ist der Massengegenterm und ZP, OP und
MP bezeichnet dabei wieder den zero—potential—, one-potential- und many—potential-Term.

auf, allerdings mit dem umgekehrten Vorzeichen, so daf sich beide spuriosen Terme gegen-
seitig wegheben. Insgesamt ist deshalb auch in diesem wichtigen Fall die PWR fiir beliebige
Kernladungszahl Z anwendbar. Es sei jedoch ebenso erwihnt, daf in [133] u.a. auch vom
Autor dieser Arbeit die analytischen Resultate von [132] einer Kritik unterworfen wurden.
Unter Anwendung des Theorems von Weierstrass konnte ein rigoroser mathematischer Be-
weis gefithrt werden, dafl sogar fiir die einzelnen Terme ZP und OP der in [132] hergeleitete
spuriose Term nicht auftritt und deshalb ein gegenseitiges Wegheben dieser Terme gar nicht
notwendig ist. Somit sind die wichtigsten Klassen von Ein—Schleifen-Diagrammen untersucht
wurden, in denen die Partialwellenrenormierung anwendbar ist. Die genannten Arbeiten [132]
und [133] sind die einzigen dem Autor bekannten analytischen Untersuchungen zur Anwend-
barkeit der PWR.

SchlieBlich soll noch auf den wichtigen Fall einer Untersuchung in 2. Ordnung Storungstheo-
rie hingewiesen werden. Der irreduzible Anteil des Loop—After-Loop—Diagramms wurde fiir
hohe Kernladungszahl Z (Z=92) mittels kovarianter Regularisierung/Renormierung [96, 97]
und mittels PWR berechnet [98]. Die Ubereinstimmung der in diesen Arbeiten erzielten Re-
sultate fiir den wichtigen Fall des wasserstoffartigen Urans (Z = 92) und Blei (Z = 82) war
ebenso exzellent. Die Resltate stimmten mit einer Genauigkeit von mehr als 1% iiberein.
Fiir Berechnungen dieser Korrektur in Systemen mit kleinen Kernladungszahlen und ihren
Zusammenhang mit der Za—Entwicklung sei ebenso auf die interessanten Untersuchungen
mittels Techniken der Renormierungsgruppe der QED in [134] und die darin enthaltenen
Referenzen verwiesen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB zumindest fiir Systeme mit hoher Kern-
ladungszahl Z die PWR. eine kraftvolle Methode darstellt, um eichinvariante Diagramme
der Bound-State—QED in 2. Ordnung Stérungstheorie und inshesondere die Selbstenergie-
Korrekturen zur Lamb-Verschiebung auszuwerten. Diese Aussage ist deshalb von Bedeutung,
da eine numerische Auswertung der Zwei-Photonen—Selbstenergie unter Anwendung einer
kovarianten Regularisierung/Renormierung wegen eines zu hohen numerischen Rechenauf-
wands zur Zeit nicht durchfiibrbar scheint.
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4.2 Die Winkelintegration der Matrixelemente

Die Integrale iiber die Winkel kénnen analytisch ausgefithrt werden. Dies soll in diesem
Abschnitt dargelegt werden. Eine sehr gute Darstellung der bendtigten Winkelintegrationen
findet sich z.B. in [135]. Zunichst seien aber die grundlegenden Grofien definiert. In einem er-
sten Unterabschnitt werden die Clebsch~Gordan-Koeffizienten und Wignerschen 3j—-Symbole
definiert und in einem zweiten Abschnitt die Kugelfunktionen und vektoriellen Kugelfunk-
tionen. SchlieBlich wird im dritten Unterabschnitt die Winkelintegration eines allgemeinen
Matrixelements behandelt.

Clebsch—Gordan—Koeffizienten und die Wigner 3j~Symbole

Zwei Drehimpulse mit vertauschbaren Operatoren J(1), J(2) bilden ein quantenmechanisches
System, welches durch das Produkt der beiden Einzelwellenfunktionen [j;,m1) @ |j2,m2)
beschrieben wird. Die Eigenfunktion zum Gesamtdrehimpulsoperator J = J(1) + J(2) kann
als Linearkombination

|j1)j27j7 m> = E Oj{?m,gz,mz I]1)m1> & Ij27m2> (449)

my,m2

der Einzeldrehimpulse dargestellt werden. Die dabei auftretenden Koeffizienten werden als
Clebsch—Gordan—Koeffizienten bezeichnet. Neben Rekursionsrelationen, welche es erlauben,
weitere Koeflizienten zu bestimmen, wenn ein Koeffizient bereits bekannt ist, existieren je-
doch auch geschlossene Bildungsvorschriften. Eine allgemeine Bildungsvorschrift wurde z.B.
von Wigner und unabhéngig davon in etwas anderer Schreibweise auch von Racah angege-
ben [137]. Die Clebsch-Gordan—Koeffizienten sind auferdem in vielen Standardlehrbiichern
tabelliert [136] und sind nur dann von 0 verschieden, wenn die Dreiecksbedingung

i =gl S5 <+ (4.50)
und die Relationen

J 4 71 + J2 ist eine gerade Zahl (4.51)
und

m =my +m; (4.52)

erfiillt sind. Neben diesen wichtigen Bedingungen gibt es weitere Einschrankungen und zahl-
reiche Symmetrien zwischen diesen Koeffizienten. Hier sei dabei ebenfalls auf die Literatur
verwiesen.

Von Bedeutung sind auch die sogenannten Wigner 8j—Symbole, welche mit den Clebsch—
Gordan—Koeffizienten iiber die Relation

iod i | .
— +m+27 m
- (‘—1)] 2 Izj + 10511_7“11.7.27—"1'2 (4'53)

my Mg M

verkniipft sind. Die inverse Relation ist

. o Y A5 R R
Gg;t?nl!j2»m2 = (—-1)31—]2-}"% 2J + 1 ( ) ' (4-54)

my MMy — 1N
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Diese Symbole erfiillen etwas einfachere Symmetrierelationen als die oben definierten Clebsch—
Gordan-Koeffizienten. Es ist klar, daB sich die Einschrankungen (4.50, 4.51, 4.52) auf die
3j-Symbole ibertragen.

Im folgenden wird oft zwischen den Quantenzahlen x,j und [ gewechselt, und deshalb sei
noch einmal der Zusammenhang zwischen ihnen angegeben:

k=2 +1/2) wenn j=I1F1/2 (4.55)

Kugelfunktionen und vektorielle Kugelfunktionen

Die Kugelfunktionen sind Eigenfunktionen des Quadrats des Drehimpulsoperators und der
z-Projektion des Drehimpulsoperators, d.h.:

L.Yin(6,6) = mYim(9,9) - (4.56)

Ihre explizite Struktur kann z.B. in [136] nachgeschlagen werden. Wichtig ist an dieser Stelle
ihre Normierung:

27 T
/ dé / 506 df Vi, my (0, 0V, (0,8) = Stz Sy
0 0

27 T
fd¢/51n0 df Y;1m1 (67 qs)l/lz’mz (01 ¢) = (ﬂl)mz 511:’2 5—"”1'1,’”12 ° (457)
0 4]

Ebenso werden auch die vektoriellen Kugelfunktionen bendtigt. Die vektoriellen Kugelfunk-
tionen sind als eine Summe iiber Kugelfunktionen in der folgenden Weise definiert:

YJ,L:M(av ¢) = Z Z Cg:%,LqYLm(ea ¢) €q . (458)

m g=-1,0,1

Die Koeflizienten C’I‘{’,ﬂf’l,q sind wieder die Clebsch—Gordan-Koeflizienten. Der Einheitsvektor
e, ist dabei durch

1 0 0
€1 — 0 y €0 = 1 , €1 = 0 . (4.59)
0 0 1

gegeben. Mit diesem mathematischen Werkzeug kénnen nun die Winkelintegrationen der
Zwei~Photonen—Selbstenergie berechnet werden.

Die Winkelintegration

Die Winkelabhiingigkeit wird sowohl fiir die gebundenen Elektronenzustédnde als auch fiir
die freien Elekironenzustinde durch die zweikomponentige Spinwinkelfunktion (2.12) be-
schrieben. Deshalb ist es nicht notwendig, beide Zustdnde beziiglich der Winkelintegration
zu unterscheiden. Es wird also nur die Winkelintegration eines allgemeinen Matrixelements
zwischen gebundenen Zusténden betrachtet. Die Winkelintegration zwischen freien Elektro-
nenzustinden erfolgt demzufolge analog.
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Im Ein-Schleifen—Fall als auch im Zwei-Schleifen-Fall lautet die allgemeine Struktur eines
Matrixelements zwischen gebundenen Zustidnden

(nr|a,(1)e*(2)CP(1)CH(2)7p(Era)jn(Ers)|st)
(=] 27 T .
= /drl 2 jL(Erl)/d¢1/d91 sin 0, gol:mﬁm#n(rl)a#(l)CL(G],¢1) Prs o (T1)

oo 2m ™
X f drar} jr(Ers) / dds / dbs sin bz @}, ., i, (72)@* (2)CF (02, $2) Pre e (r2) - (4.60)
[§] 4] 0

Aus diesem allgemeinen Matrixelement und der zweikomponentigen Spinwinkelfunktion x*
(2.12) folgt unmittelbar, dal sich alle méglichen Winkelintegrale in der Zwei—Photonen—
Selbstenergie auf ein Integral iiber drei Kugelfunktionen reduzieren. In diesem Unterab-
schnitt werden die grundlegenden Beziehungen zur Berechnung der Winkelintegrale zusam-
mengefafit [136, 138]. Zunéchst folgt aus der Relation

(et = 1= aWa(2) mit o) = (0 %)o@ = (07 )

o(1) 0 o(2) 0
(4.61)

daB sich die Winkelintegrationen der ersten Zeile des obigen Matrixelements in ein skalares

27 ¢
Iskala.r = /dqs / df sin ¢ Xﬁ: T(ea qﬁ) Xﬁ: (67 (b) YLM(ea qs) (462)
4] 0

und ein vektorielles Winkelintegral

27 T
Laor = [ d [ 40 5in 0 x23 10, )t 10, $)ox2 (6,9) Yima (6, 9) (4.63)
8] 0

zerlegen lassen. Die Winkelintegration der zweiten Zeile des obigen allgemeinen Matrixele-
ments unterscheidet sich von der Winkelintegration der ersten Zeile nur darin, daf fiir die
Kugelfunktion Yzu(0, ¢) die komplex konjugierte Kugelfunktion Y73,(0, ¢) in den Integra-
len (4.62), (4.63) einzusetzen ist. Dieser Fall kann véllig analog zur folgenden Diskussion
behandelt werden. Fiir den skalaren Anteil folgt nach Ausfithrung der Winkelintegration

Iskalar = Xﬁ: T(97 ¢)X¢:§(03 45) = 3}3’,21\/IOL(’{'17 "32) ) (4'64)
wobei die Koeflizienten gegeben sind durch
L
1 . 1 J2
SE = 21:1: (=1)n ( ) (4.65)
—u1 M po

und

o L n

GL(EI,K,Q) = (_1)j;+1/2\/(2j1 + 1)(2}2 + 1) ( ) 511+12+L,2*g . (4.66)

1/2 0 —1/2
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Hierbei ist g eine beliebige natiirliche Zahl.

Um die Winkelintegration des vektoriellen Anteils auszufiihren, ist es sehr zweckméBig, den
Integranden nach den vektoriellen Kugelfunktionen zu entwickeln, d.h die Entwicklung [136,
137]

J1t+je J'+1 r
X’;—:: T(Q: ¢)U’Xﬁ§(0,¢) = Z Z Z 5.2]”TM’SJ’1L'(517EZ)YJ':L',M’(0a¢) (4'67)

Ji=|j1—ja| I'=J"—1 M'=—L'

zu verwenden. Der Koeffizient s‘z,’,fM, wurde bereits oben angegeben, und der Koeffizient
Sy (K1, ko) ist ungleich 0 nur wenn L' = J', J' £ 1 gilt. Fiir den Fall J 3 0 ist er definiert

als
J+1 K1+ Ko
SJI1JI+1(K:2, I*tl) = 5T 1 (1 -+ Tl ) CJ:(—Iil, I‘.‘,z) ,

Ky — K1

Spplkam) = —2 i C(k1, k2)
I+ 1)
[ J K1+ &
SJ’,J’—I(K'%K;I) = 2J’+1 (——1+ IJ’ 2) OJI(-—K)1,KJ2) ) (4.68)

und fiir den Fall J' = 0 gilt

So,l(liz, K,l) = Co(—lﬁl, Iiz) . (4.69)

Die Koeffizienten Cy wurden ebenfalls oben bereits angegeben. Mit den Gleichungen (4.67),
(4.58) und dem Integral (4.57) folgt also das Winkelintegral iiber den vektoriellen Anteil:

J1ti2 J'+1 r 21 1 J.M!
Liekior = Z E Z 5f71M' SJ',L’('LZI, &Z)Z Z C'L’:7n,1,q JL’,L 5m,M ey
J'=|j1—gp | L'=T'—1 M'=—L' m g=-~1
J1+d2 L 1
2,1 J M .
= Z SJ’,M’ SJI’L(K:l, Kzz) Z CL,M,I,Q JLI’L EQ . (4,70)
=iy —ia| MI=L 7=-1

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB die durch die Einheitsvektoren (4.59) implizierte Vektor-
struktur in der Losung (4.70) selbstverstindlich vektoriell multipliziert werden muss mit der
entsprechenden Vektorstruktur der zweiten Zeile des allgemeinen Matrixelements (4.60), so
daB insgesamt wieder eine skalare Grofle entsteht.

4.3 Semianalytische Berechnung der Gegenterme
Neben den Winkelintegrationen lassen sich fiir die Gegenterme auch die radialen Raumin-

tegrationen analytisch auswerten. Betrachtet sei dazu ein allgemeines Matrixelement eines
beliebigen Gegenterms:

(ql,qzla;,(l)a”(Q)CL(l)CL(2)jL(Er1 )it(Era)las, 9a)

= (@y]ou(1)CH(1)jL(Er1)lgs)(gelan(2)CF(2)5L(Er2)las) - (4.71)
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Das Einsetzen der expliziten Form der spharischen Wellenfunktionen fiir freie Elektronen
liefert Integrale iiber drei sphirische Besselfunktionen, d.h. allgemein Integrale der Form

[ 1% dr i (par)in (Br)i (par) - (4.72)

Die Argumente der drei sphérischen Besselfunktionen sind positiv. Eine sorgfiltige analy-
tische Untersuchung dieses Integrals wurde in [140] vorgenommen. Eine allgemeine analy-
tische Losung des Integrals fithrt auf die hypergeometrischen Funktionen [122], welche je-
doch keine numerische Vereinfachung implizieren [139]. Es ist deshalb sinnvoll nur die fiir
die Auswertung der Zwei-Photonen—Selbstenergie relevanten Fille zu untersuchen. Die im
vorhergehenden Abschnitt diskutierte Winkelintegration, insbesondere die Dreiecksrelation
(4.50) der Clebsch—Gordan—Koeffizienten, liefert Beschrankungen beziiglich der mdoglichen
Kombinationen der Quantenzahlen: ji, L, j2 des obigen Matrixelements. Konkret folgt fiir
das skalare Winkelintegral die Beschrénkung (7 = [+ 1/2):

71 =72l £ L <ji+ 32 und 371+ j2 + L = gerade Zahl , (4.73)
und fiir den vektoriellen Anteil folgt die Einschrankung
i —d2l —1<L<ji+ja+1 und ji+jo+1+ L =geradeZahl. (4.74)

Aus diesen Bedingungen folgt unmittelbar, daB fiir die ersten vier Partialwellen (d.h. L=0,1,2,3)
nur die folgenden Integrale relevant sind:

L) = 77"2 dr jo(Er)gi(par)gi(par) ,
3]
L(l,l+1) = 77‘2 dr j1(Er)gi(pir) e (p2r) ,
4]
I3(lal) = 77'2 dr jZ(Er)jl(plr)jl(pZ'r) )
4]
I(l,1+2) = 77"2 dr jo(Er)si(pir)iza(per)
0
L(l,l+1) = 77'2 dr j3(Er)si(pir)giza (p2r)
2]
Ig(l,1£3) = 77‘2 dr j3(Er)ji(pir)jies(per) - (4.75)
0

Zur analytischen Berechnung dieser Integrale wurde in [139, 140, 141] ein Schema angegeben,
welches auf der Rekursionsrelation fiir die sphérischen Besselfunktionen

21

@) = ia(e) (4.76)

jl-e-l (fb) = p
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und dem Integral [122]

I = /dr rz_lljp(ET)jz(p1T)jl(P27‘)
0

T <P1P2

1y i > (sin 91)1131 (cos@l) wenn |E — pa] < p1 < |E + pa
_ 1P2

0 somnst

Pl +P2 E?

mit cosf; = amp
1P2

(4.77)

basiert. Die Funktionen P/™(cos#;) sind dabei die zugeordenten Legendre’schen Polynome
der 1. Art, welche sich aus der Bildungsvorschrift

I—-m
(l -+ m) sin™™ @ ——E-Z———‘(COS2 01 _ 1)1 , (478)

P(cos ) = (1) 7—yom (1— m)vzlll 1 d(cos by)-™

ergeben, aber auch in Standardlehrbiichern, z.B. [136, 122], ausfithrlich tabelliert sind. Be-
trachtet sei zunachst das Integral I;({,1). Die direkte Anwendung von (4.77) liefert sofort

L@, = 4E“ — P?(cos ;) . (4.79)

Unter Anwendung der Rekursionsrelation (4.76) folgt fiir das Integral I5(1, 1+ 1)

cO

2l+1 . ) .
L{I+1) = o /7' drir(Er)gi(pir)gi(par) — L1, 1 — 1)
0
Z_%Eﬂ sin 01 P (cos 01) — L(I,1—1) . (4.80)
In analoger Weise folgt ebenso
1 L
Iz(l + ]_,l) EE]:E—;——)— sin 91Pz 1(COS 91) — Iz(l -1 l) (481)
Setzt man nun den Startwert
L,(0,1) = P (cos 8,) (4.82)

Ep

welcher sich als Spezialfall von (4.79) ergibt, in (4.81) ein, so folgen abwechselnd aus (4.80)
und (4.81) alle bendtigten Integrale I»(I,! £ 1) fiir beliebige Werte von [. Dieses Schemna
kann ebenso fiir die anderen Integrale in (4.75) verallgemeinert und mit ciner numerischen
Prozedur auch fiir beliebig hohe Partialwellen I imnplementiert werden. Fiir die Gegenterme
kénnen also die radialen Raumintegrale der Matrixelemente analytisch ausgewertet werden,
Die verbleibenden Integrale iiber die Impulse g; werden jedoch mittels Gau-Quadratur
numerisch berechnet. Diese Vorgehensweise wird als semianalytisch bezeichnet.
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4.4 B-Spline—Methode

Das Hauptproblem in numerischen Berechnungen der Bound—State-QED besteht in der Kon-
struktion des exakten Elektronenpropagators, d.h der radialen Komponenten der Wellen-
funktion eines gebundenen Elektrons. Bei der numerischen Auswertung der Zwei~Photonen—
Selbstenergie kam die B-Spline-Methode [146] zur Anwendung, um diese radialen Kom-
ponenten der Losungen der Diracgleichung zu berechnen. In diesem Abschnitt soll diese
kraftvolle numerische Methode erliutert werden. Um dabei in Ubereinstimmung mit der
Notation in der grundlegenden Literatur [146] zu sein, ist es sehr zweckmiBig, die Notation
der radialen Komponenten etwas zu verandern.

Die Lésungen der Diracgleichung mit Coulombpotential lauten

[ Fax2(0,9) ] 2 L] iPanlr) 200, 9)
owstr) = | G050 | =7 GG | (4.8)

wobei Pr.(r) und Qn«(r) die grofe und kleine Komponente der Lésung der radialen Dirac-
gleichung

V() ;7 - g [ £ } — e [ Fxr) ] | (4.84)
_4_ i:- -2+ V(r) Qx(r) Qx(r) 7

sind. In der radialen Diracgleichung (4.84) wurde die Energie E, ersetzt durch ¢, = E,—1, so
dafB spiter ein besserer Vergleich mit den Lésungen im nichtrelativistischen Fall méglich sein
wird. Die radiale Diracgleichung hat abzihlbar unendlich viele, linear unabhéngige Losungen,
welche mit einer weiteren Hauptquantenzahl n unterschieden werden. Obwohl die analyti-
schen Losungen der radialen Dirac-Gleichung bekannt sind (s. Abschnitt QED im Furry—
Bild), ist jedoch diese analytische Losung fiir konkrete Rechnungen aus folgenden Griinden
ungeeignet:

1. Wie im Abschnitt QED im Furry-Bild bereits dargelegt wurde, ist die Summe ) (n

steht jetzt fiir die Gesamtheit aller Quantenzahlen n, &, 1) im Elektronenpropagator

T I Tq .
Sr(E,71,72) = zﬂ: gi( E,)ngln(— zz) (4.85)

auszufithren fiber das kontinuierliche und das diskrete Spektrum der Dirac—Gleichung.
Die formale Summe spaltet somit in einen Integral- und einen Summationsanteil auf. Es
ist klar, daf sich diese Summation/Integration sehr aufwendig und schwierig gestaltet,
da es sich um unendlich viele Zustéinde sowohl im Kontinuum als auch im diskreten
Spektrum handelt und der Integrand eine komplizierte Struktur aufweist.

2. Ein weiterer Grund liegt in der Auswertung der Zwei-Photonen—Selbstenergie. Es tre-
ten dabei typische Integrale der Form

Iy = j dr Pa(r)si(r) Pa(r) ,
Doo (4.86)
Ig = de QA(T)jl(r)Qn(r)
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auf. Diese Integrale besitzen keine analytischen Losungen und ihre numerische Aus-
wertung ist aufgrund des Integranden ebenfalls kompliziert.

Aus diesen Griinden sind in den letzten Jahren neuartige numerische Methoden entwickelt
wurden, insbesondere:

1. Finite-Basis—Set-Methode [142, 143]
2. B-Spline-Methode [144]
3. Finite-Discrete-Spectrum—Methode [145]

Die Grundidee bei allen diesen modernen Methoden ist dabei, das betrachtete Quantensy-
stem in eine kugelfsrmige Box mit charakteristischem Radius R einzuschlielen. Das Dirac—
Spektrum diskretisiert dann vollstindig (s. Abbildung 4.9) und die Summation/Infegration

} E Spektrum mit

. abzahibar unendlich
4 vielen Zusténden
positiver Energie

]
!

+1

Spektrum der
gebundenen Zusténde

|
IT1 T wwn

o -

T Spektrum mit

~+ abzéhlbar unendlich
o vielen Zusténden
negativer Energie

Abbildung 4.9: Das Diracspektrum der gebundenen und ungebundenen Zustinde diskretisiert
vollstandig in einer kugelférmigen Box

im Elektronenpropagator (4.85) geht in eine reine Summation iiber. Die nun diskret verteilten
Zustandsvektoren ¢, (r) werden anschliefend durch Polynome m~ter Ordnung dargestellt.
Das EinschlieBen des Atoms in eine kugelférmige Box mit Radius R impliziert Randbedin-
gungen an den Grenzen dieser Box, d.h. bei R. Die Verallgemeinerung der entsprechenden
Randbedingung von der nichtrelativistischen Theorie

Pa(R)y=0 , (1.87)

wobei hier P, die nichtrelativistische radiale Wellenfunktion bezeichnen soll, zum relativi-
stischen Fall, ist die sogenannte Massachusetts Institute of Technology (MIT) bag-Modell
Randbedingung {147, 145]
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Diese Randbedingung vermeidet das ” Kleinsche Paradoxon ” [149], welches auftritt, wenn
man ein relativistisches Teilchen in eine Box mit unendlich hohen Potentialwénden einsperrt.
Die radiale Koordinate wird nun unterteilt in N Intervalle von rq = 0 bis ry—; = R, wobei
die Unterteilung hinsichtlich Abstand und Anzahl zunédchst vollkommen beliebig gewahlt
sein soll.

In jedes Intervall wird eine beliebige, aber feste Anzahl von Polynomen m—ten Grades gelegt
(eine sogenannte Familie von stiickweisen Polynomem), d.h. z.B. :

im 1. Intervall (von ro = 0 bis r1) befinden sich vier Polynome 3. Grades ,

im 2. Intervall (von r; bis r3) befinden sich vier Polynome 3. Grades

im N-ten Intervall (von ry_; bis ry_1 = R) befinden sich vier Polynome 3. Grades .

In der B-Spline-Methode sind diese Polynome gerade die B-Splines, so daf also eine Losung
der radialen Diracgleichung (4.84) in der Basis der B-Splines gesucht wird. Die Definition
dieser B-Splines von der Ordnung & ist gegeben durch

l, r<r< 75
Bia(r) ={ 0, sonst * } (4.89)
und
r—T; T —T
Bip(r) = —————Bipa(r) + — 2 —— By (r) . (4.90)
Titk—1 — T3 Titk — Tit1

Aus diesen beiden Gleichungen folgt unmittelbar, dafi die B-Splines B; x(r) stiickweise Po-
lynome vom Grad k& — 1 sind und tiberall verschwinden, aufiler im Intervall r; < r < riyg.
Betrachtet man ein beliebiges Intervall von r; bis 7;41, so werden die nun endlich vielen ra-
dialen Wellenfunktionen P(r) und Q.(r) als Linearkombination dieser B—Splines wie folgt
dargestellt:

1+k
Pn("'i Sr< 7'1'-[—1) = Z_pr Bj,k(’r,‘ <r< r,-_,_l) s
J=i
- (4.91)
Qu(ri<r<ria)= ), qf Bijr(ri <7 <ripa) -
j=i-}1

Die Anzahl Z aller B-Splines zur Abdeckung des Bereiches von ro = 0 bis ry-; = R ist
offensichtlich nur abhéngig von der Anzahl N der Gitterpunkte und der Ordnung k& der B-
Splines, ndmlich z = (N +k~1), wie man an einem einfachen Beispiel schnell einsieht. Somit
188t sich die B-Spline-Darstellung (4.91) iiber das Gesamtintervall wie folgt schreiben:

Pu(r) = g p§ Bix(r)
(4.92)
Qx(r) = E‘I; Bix(r) .

Die Giite dieser N&herung steigt mit wachsender (in den numerischen Rechnungen festge-
haltenen) Ordnung k der B-Splines, der Anzahl der Gitterpunkte r; und der Gréfle der
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kugelformigen Box.

Die Aufgabe besteht nun in der Bestimmung der Koeffizienten pf und ¢;. Um eine Bestim-
mungsgleichung fiir diese Koeflizienten herzuleiten, kann man die sehr elegante Galerkin—
Methode [150] benutzen, welche hier nur kurz erldutert werden soll (eine sehr iibersichtliche
Darstellung findet man in [144]). In der Galerkin-Methode wird zunéchst eine Wirkung
so konstruiert, das aus ihr durch Variation die radiale Diracgleichung (4.84) folgt. Der oben
eingefiihrte Energieparameter e erscheint als Lagrangescher Multiplikator, da die Normie-
rungsbedingung der Wellenfunktion

R
[ar [(P(r)) +(@ur)*] =1 (4.93)

erfiillt werden muss. Die Randbedingung (4.88) des MIT-bag—Modell wird in der Wirkung
durch einen Term S’ beriicksichtigt. Direktes Einsetzen der B-Spline-Darstellung (4.91) in
diese Wirkung S + S’ und anschliefende Variation nach den Koeffizienten pf und ¢f fithrt
zu der gesuchten Bestimmungsgleichung (vergl. mit (4.84)):

mit dem 2z-dimensionalen Loésungsvektor

B = (P, 05, Pe 81> G5> - 05) > (4.94)

wobei die 22 x 2z-dimensionalen symmetrischen Matrizen A und B gegeben sind durch:

.|V b-= \
A = R I% R AT + AI 3
D+ — —-2C+V
i r (4.95)
. [C b
B=14 ¢
mit der Matrix A’, welche in Komponentenschreibweise lautet:
6@',15_7',1 - %5i,15',z+1 - % i,z+16j,1 + %&i,zaj,z - 213‘51',225_7',22: fiir & < 0;
(A);s = 1 1 1 1
20;1051 — ) 105,241 — §5i,z+15 i1+ §5i,z5j,z - "2“5i,2z5j,2z firk >0
(4.96)

Die z x z-Matrizen ¢, D,V und #/r sind in Komponentenschreibweise gegeben durch
(@) = [drBu(r) Bialr)
o

. 7 .d ,
(D);; = f drBe,ki?‘};l;Bjﬁk(T),
0
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(V)i = [ dr Bua)V(r)Bialr),

AN
S |
S’
88
I

7dr Bi’k('r')“:,‘Bj’k(T') . (4.97)

Das 2z—dimensionale Eigenwertproblem (4.94) hat fiir jeden Wert der Quantenzahl £ genau
2z Eigenwerte €, und die dazugehérigen 2z Eigenvektoren v*. Der Parameter )\ iibernimmt
damit in der B-Spline-Methode die Rolle der Hauptquantenzahl n. Wihlt man also einen
speziellen Wert fiir die Quantenzahl &, so gibt es fiir diesen speziellen Wert « genau 2z linear
unabhéngige Losungen fiir die Funktion P,(r) und 2z linear unabhéngige Losungen fiir die

Funktion Q.(r), d.h.
PX(r) = 5 vdBis(r)
=1
(4.98)

2z
Qu(r) = 3 vlBix(r),
i=z+1

somit also genau 2z orthonormale Eigenfunktionen der radialen Diracgleichung in einer ku-
gelférmigen Box.
Als letzter Schritt werden die B-Spline-Darstellungen (4.98) der gesuchten Funktionen P)(r)
und Q)(r) in normale Polynom-Darstellungen transformiert. Es gibt verschiedene Méglich-
keiten, diese Transformation auszufiihren. Eine numerisch stabile und einfache Methode
[151] soll kurz an einem konkreten Beispiel erldutert werden, aus dem die Verallgemeinerung
schnell klar wird.
Betrachtet seien z.B. B-Splines der Ordnung 4. Man betrachtet zunéchst das 1. Intervall
r0,71 und legt nun vier Punkte in dieses Intervall. Diese vier Punkte seien 711,712, 71.3, T1.4.
Anschliefiend berechnet man die Funktionswerte der beiden Funktionen P} und Q2 an diesen
vier Punkten. Fir diese Funktionswerte wird ein Potenzreihenansatz in der folgenden Weise
vorgenommen:

P,:\(Tl.l) = ay + as(ri1 — 7"0)1 + as(riy — 7“0)2 + ag(r1a — To)3 )
P:‘(TIJ) = ay + as(riz — 7‘0)1 + as(ria — 7"0)2 + as(ri2 — To)3 )

4.99
P,?(Tl.?)) = a3 + as(r1s — 7"0)1 + az(ris — 7”0)2 4 a4(ris — T‘o)3 ) ( )
P@(T1.4) = a3 + a2(r1.a — o) + az(rig — r0)? + as(ria — T0)? ,
Qﬁ(ﬁ.l) = by + ba(ry1 — 7’0)1 + bs(r11 — 7”0)2 + ba(riq — 7‘0)3 )
Qﬁ(rl.z) = by + ba(r12 — ro)! + ba(ry.2 — r0)? + ba(ri2 — 7’0)3 ) (4.100)

QM(r13) = by + ba(ris — 7o)t + bs(r13 — 70)? + ba(r13 — 70)°

QM(r1.a) = by + ba(ria —ro)' + b3(r1.4a —70)% + ba(r1.a —710)° -
Diese Gleichungssystem kann aufgelost werden nach den acht unbekannten Koeffizienten
ai, ..., bs. Dieselbe Methode wird auf jedes einzelne Intervall in vollkommen identischer Weise
angewandt, und die Gesamtheit der Koeffizienten stellt die gesuchte Transformation von der
B-Spline-Darstellung auf gewShnliche Polynome dar. Fiir das oben betrachtete 1. Intervall
lautet die so gewonnene Polynomdarstellung

Pi(?") = @& + Gz(?” - 7'0)1 + 03(7" - 7'0)2 + a4(7" — To)3 ,

Qi("[‘) = bl + b2(7’ - 7”0)1 + 63(7" - 7‘0)2 + b4(T’ — 1"0)3 . (4101)
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Die eingangs erwihnten Integrale der komplizierten Art (4.86) vereinfachen sich so zu gewShn-
lichen Integralen iiber diese Potenzen, welche mit Besselfunktionen multipliziert sind.

Um die Genauigkeit dieses mit der B-Spline-Methode gefundene Spektrum der radialen
Diracgleichung zu testen, gibt es verschiedene Méglichkeiten. Auf die zwei wichtigsten von
ihnen soll hier kurz eingegangen werden. Eine Moglichkeit ist die Thomas—Reiche-Kuhn
(TRK)-Summenregel. Diese Summenregel lautet im relativistischen Fall

= 2[+l Z(E}\K E1 l)l —].,A: 1[7"[{,:1,)\)]2
l+1 2z .
E Z (exe —er-1) [{w = —L, A = 1frls = ~1 =1, )], (4.102)

wobei der Zustand mit der Energie €;,_; dem 1sy/, Zustand entspricht. Die Summe iiber
die Zusténde fiir positive Energien ergibt einen Beitrag, welcher dicht bei dem Beitrag der
entsprechenden nichtrelativistischen (TRK)-Summenregel

j{‘ (exe — €1,-1) {1 = 0, A = 1]r|l, )|? = l_(l_+2i)j_1 (4.103)

A=1

liegt, aber dieser Beitrag wird exakt weggehoben durch den Beitrag der Zustéinde mit negati-
ver Energie. Dieser Test wurde auch vom Autor dieser Arbeit (mit verschiedener Ordnung der
B-Splines und verschiedener Anzahl von Gitterpunkten, sowie verschiedener Box—Gréf8en)
vorgenommen. Ein konkretes Beispiel ist in der Tabelle 4.2 ersichtlich. Die Gré8e der Box
betrug dabei R = exp(4)/Z a.u. (Z ist die Kernladungszahl), und es wurden B-Splines B;;
der Ordnung k = 7 verwendet. Die Gitterpunkte wurden dabei wie folgt exponentiell verteilt:

exp(—9)
-

132 .
ro =0, Ti:RQCXP( Z); i1=1,...,N—1; Ry =

= (4.104)

Die Resultate fiir dieses Beispiel sind mit geniigend hoher Genauigkeit in Ubereinstimmung
mit der TRK-Summenregel.
Die sogenannten energiegewichteten Summenregeln [142] stellen eine weitere Moglichkeit

Kernladungszahl Z | pos. Zustande | neg. Zustinde Gesamtsumme
2 +0.49974407 | —0.49974352 | -+0.54630610 - 10~°
50 +0.42254410 | —0.42254401 | 4-0.86514343 - 10~7
92 +0.32831972 | —0.32831940 | 4-0.32155929 - 10~6

Tabelle 4.2: Test der relativistischen TRK~Summenregel

dar, die Genauigkeit des ermittelten Spektrums zu testen. Diese Summenregel fiir den Fall
des 2. Gewichts lautet

HZ(ﬁAn €1, ) K = —1,2 = 1r|s = 1, A)]?

J\—l
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4 2z
5 2 (o= er,m) [ = —1, A = 1irle = —2, )
A=1

1

= . (4.105)
(@ m 337 ist die Feinstrukturkonstante der QED).
Dieser Test wurde ebenfals vom Autor dieser Arbeit (wieder mit verschiedener Ordnung der
B-Splines und verschiedener Anzahl von Gitterpunkten, sowie verschiedener Box—~Gréfen)
durchgefithrt. Dabei ergab sich z.B. unter Benutzung derselben Parameter wie im Fall der
TKR-Summenregel eine relative Genauigkeit von ungefihr 107 fiir die Werte Z = 2, 50, 92.
Weitere Summenregeln findet man auch in [142].
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4.5 Die numerischen Resultate zur
Zwei—Photonen—-Selbstenergie

In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse dargestellt. Zunéchst wird dabei Au-
genmerk auf eine interessante Niherung gelegt, die sogenannte Sign—Approzimation. An-
schliefiend folgt die Darlegung des vollstdndigen Beitrags der Zwei-Photonen—Selbstenergie
zur Lamb—Verschiebung.

4.5.1 Die Sign—Approximation der Zwei-Photonen—Selbstenergie
Sign—Approximation der Selbstenergie in 1. Ordnung Stérungstheorie

Zuerst soll die Sign—-Approximation an der Selbstenergie eines gebundenen Elektrons in 1.
Ordnung Stérungstheorie erldutert werden. Betrachtet sei dazu zun&chst die unrenormierte
Energieverschiebung (4.3). Das darin auftretende Matrixelement (nr|cy,(1)a#(2)|rn) ist reell.
Dies kann z.B. bewiesen werden durch explizites Aufschreiben dieses Terms und Ausfithrung
der Winkelintegration. Es ist deshalb nur der Imaginérteil des in der Energieverschiebung auf-
tretenden Energieintegrals I; (3.114) (im Grundzustand ist dieses Integral selbstverstandlich
rein imagindr, s.(3.120)) von Bedeutung, da die Energieverschiebung immer reell ist. Dieser
Imaginarteil von I3 kann analytisch berechnet werden, und das Ergebniss lautet:

I = ~—([C+In(] Arn |ri2) + Ci(Arpriz)] sin(Arnriz))

—]-;r.— ([g sign(E,) — Si(Amrlz)] cos(Amrlg)> , ' (4.106)

wobei A, = E, — E, definiert wurde. Die Funktionen Ci(x) und Si(x) sind der Integral-
cosinus bzw. Integralsinus und C = 0.577215 ist die Eulersche Konstante. Von dem mathe-
matischen Ausdruck fir den Massengegenterm (4.10) und (4.11) folgt offenbar ebenso ein
solches Energieintegral, welches aus obigem Integral erhalten werden kann indem die Erset-
zung A, — Dy, = By — E,, vorgenommen wird. In [125, 153] konnte durch Anwendung der
Multiple-Kommutator—Expansion [154] gezeigt werden, daf die Funktionen Ci(x) und Si(x)
in der unrenormierten Selbstenergie unabhingig von dem Coulombfeld des Atomkerns sind
und sich deshalb exakt gegen dieselben Funktionen Ci(x) und Si(x) im Massengegenterm
herausheben. Deshalb verbleibt im Endausdruck fiir die renormierte Energieverschiebung
nur der logarithmische Term und der Sign—Term, jeweils multipliziert mit der sin(x)— bzw.
cos (x)-Funktion, welche wieder nach Partialwellen entwickelt werden. Ein Vergleich mit den
exakten Resultaten [83] zeigt, daB der logarithmische Term in (4.106) den dominanten Bei-
trag fiir Systeme mit niedrigen Kernladungszahlen (Z < 10) liefert und der Sign—Term den
dominanten Beitrag fiir Systeme mit hohen Kenladungszahlen darstellt. Zum Beispiel liefert
fiir Z = 92 (Uran) der Sign—Term 95% des exakten Wertes fiir die Energieverschiebung. Die
Sign—Approzimation kann deshalb durch folgende Ersetzung definiert werden:

e dE‘_[ ei\/ EZ44eryg
1S
2 A, + By — e sign(E,)

) - % sign( £, ) cos(Amriz) , (4.107)

-0

d.h. der Hauptwert dieses Integrals wird fiir Systeme mit hoher Kernladungszahl Z ver-
nachlissigt.
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Sign—-Approximation fiir die Zwei-Photonen—Selbstenergie

Die 95%-ige Genauigkeit im Ein—Schleifen—Fall ist selbstverstandlich nicht im Zwei-Schleifen—
Fall zu erwarten. Deshalb ist es wichtig, zu untersuchen, wie gut diese Naherung im Zwei—
Schleifen—Fall arbeitet. Dies 148t sich folgendermafBen abschatzen. Der irreduzibe Anteil des
Loop—after-Loop—Diagrams ist z.B. fiir Z = 92 von verschiedenen Arbeitsgruppen exakt be-
rechnet worden [96, 97, 98]. Der mathematische Ausdruck des Loop-after—Loop-Diagramms
(3.9) setzt sich aus dem Produkt zweier Selbstenergien 1. Ordnung Stérungstheorie zusam-
men und deshalb kann die Sign-Approximation, d.h. die obige Ersetzung (4.107) direkt ein-
gesetzt werden. Fiir Uran (Z = 92) ergab die Sign-Approximation bereits 60% des exakten
Beitrags dieses Diagramms. Dieses wichtige Resultat zeigt, dafl diese Niherung auch im
Zwei-Schleifen—Fall fiir Systeme mit hoher Kernladungszahl funktioniert und deshalb auch
fiir die anderen Diagramme der Zwei-Photonen-Selbstenergie angewendet werden kann. Der
Gewinn ist dabei zweifach:

1.) Es kann damit erstmalig eine kontrollierbare und definierte Abschéitzung der Energie-
verschiebung der Zwei-Photonen-Selbstenergie angegeben werden. Dies gilt auch fiir
die angeregten Zustdnde.

2.) Die Sign—Approximation stellt einen guten Test fiir die spitere, wesentlich komplizierte-
re Auswertung des exakten Beitrags der Diagramme der Zwei—Photonen—Selbstenergie
dar.

Um nun die mathematischen Ausdriicke der Sign—Approximation zu erhalten, miissen die
einzelnen Energieintegrale entsprechend (4.107) genihert werden. Die Sign-Approximation
des Energieintegrals I; (3.115) erhélt man, indem man in (4.107) zunéichst E,, — E setazt,
anschlieBend nach F differenziert und schlieBlich wieder den Limes E — E,, ausfiihrt. Diese
Vorgehensweise folgt aus (3.35). Die Sign—Approximation der anderen Energieintegrale I3
bis Is (3.116, 3.117, 3.118) gewinnt man durch Partialbruchzerlegung des Nenners dieser
Integrale und anschlieBender Anwendung von (4.107). Dementsprechend ergeben sich die
einzelnen Integrale in Sign—Approximation zu

I, ~ %sign(E,) c08(Apar1s) (4.108)
11 | .
L = —a A sign(E,) sign(F;) cos(Dimria) cos(Agras)
ir
11 .
+ZA sign(E; E,) cos(Amria) cos(AgTas) , (4.109)
ir
I Ll Gen(E E.) cos(A (Arnris)
R 7 S\Orn
A YN sign(E; E,) cos(Aipraa) co ri3
+1 = ign(E; F, (A ) cos(A ) (4.110
—— " cos{ A\, , .
YN N Slgn( t s) C€Os t7'24 713 )
Lo~ 2t sign(E,) cos(A r)—il ign(Fs;) cos(Asnriz) (4.111)
5 ~ 2As~r g y ) CO ral12 QAST S1g 5 snT12) .« -
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Diagramm | AFE;s (ineV)
SESE ared) { 0.01 :£0.005
SESE b) | —0.05 0.025
SESEc) | 051 =£0.250

Tabelle 4.3: Die numerischen Ergebnisse der Lamb-Verschiebung der Zwei—Photonen—

Selbstenergie in Sign-Approximation fir den Grundzustand in wasserstoffartigem Uran
2387791+

Das Einsetzen dieser geniherten Energieintegrale in (3.100) bis (3.104) liefert die Sign—
Approximation fiir die unrenormierte Zwei-Photonen—Selbstenergie. In den Gegentermen der
Zwei-Photonen—Selbstenergie entstehen mit der Sign—-Approximation ebensolche Energiein-
tegrale. Die cos(x)— und sin(x)-Funktionen in der unrenormierten Energieverschiebung und
der Massengegenterm werden dann wieder nach Partialwellen entwickelt, so da die PWR
anwendbar ist. Die numerischen Resultate fiir Uran sind in der Tabelle 4.5.1 ersichtlich. Fiir
die numerische Berechnung der in Tabelle 4.3 ersichtlichen Ergebnisse wurden N = 28 Git-
terpunkte verwendet und die Ordnung der B-Splines war & = 9. In der Summe iiber die
beiden Partialwellen L;, L, wurden L; = 7, Ly = 4 Partialwellen ausgewertet. Aus der Un-
genauigkeit der Sign—Approximation (40%) zusammen mit der numerischen Ungenauigkeit
(10%) resultiert der angegebene numerische relative Fehler von 50%. Die Energieverschiebung
des gesamten Diagramms der Zwei-Photonen—Selbstenergie (ohne den irreduziblen Anteil)
ergibt sich als die Summe der in Tabelle 4.3 angegeben Werte fiir wasserstoffartiges Uran zu

AEISf‘SE”ed)’b)’C) ren(Z = 92) = 0.47 £0.28 eV . (4.112)

Diese Resultate wurden erstmalig in [155] verdffentlicht Es wurde schon erwshnt, da§ von
Mallampalli, Sapirstein (1998) in [99] eine Niherung des Beitrags der Zwei~Photonen—
Selbstenergie zur Lambverschiebung angegeben wurde. Wie jedoch bereits ausgefiihrt, ist
unklar, ob die in [99] erhaltenen Ergebnisse, welche auch in starkem Gegensatz zu den obi-
gen Resultaten der Sign—Approximation sind, tatsichlich den dominierenden Beitrag der
Zwei—Photonen—Selbstenergie darstellen, und diese sind deshalb sehr kritikwiirdig. Deshalb
stellen die hier vorgestellten Ergebnisse der Sign—-Approximation erstmalig den tatsachli-
chen dominanten Beitrag der Zwei—Photonen—~Selbstenergie dar. Es sei an dieser Stelle auch
vorwegenommen, dafi der im folgenden Abschnitt zu besprechende vollstindige Beitrag der
Zwei—Photonen—Selbstenergie die Ergebnisse der Sign—-Approximation bestatigt.

4.5.2 Vollstindiger Beitrag der Zwei—Photonen—Selbstenergie

Die Partialwellenentwicklung der mathematischen Terme der Zwei-Photonen—-Selbstenergie
wurden im Abschnitt 4.1.2 angegeben. Fiir den Grundzustand wurden die Energieintegra-
le in eine polfreie Darstellung umgeschrieben, so dafl die charakeristische ie~Vorschriften
zum Umlaufen der Pole in der komplexen E;, E,—Ebene fallengelassen werden konnten, und
die Integrationsgrenzen im Bereich (0, ..., c0) liegen. Der gesamte Integrand der Energiever-
schiebung zeigte ein starkes Abfallen fiir groBe Energien Ej, E; (s. Abbildung 4.10). Wie in
der obigen Abbildung 4.10 dargestellt, kann wegen des starken Abfalls der Integranden die
obere Integrationsgrenze der Energieintegrale bei einem geniigend groBen Wert Epex, pmax
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AESSED (g Jau.,
AESEE (g Ly [au.
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Abbildung 4.10: Die renormierte Energieverschiebung AESESER)(E;) und AESESEC)(E,) fiir
die Partialwelle L; = 0, L, = 0. Es wurde dabei iiber die Energievariable E, bereits integriert.
Der verbleibende Integrand ist somit nur noch eine Funktion der Energievariable F;. Das

abfallende Verhalten fiir grofile Energiewerte E; ist auch typisch fiir hohere Partialwellen
Ly, L,.

abgeschnitten werden:
EP® = EP® = 540 a.u. . (4.113)

Beziiglich der Energieintegrale fiir die Diagramme Loop-Inside-Loop und Loop—Crossed-
Loop wurde zudem folgende Niherung verwendet:
Das Integral I3 des Loop-Inside~Loop-Diagramms ist proportional zu (s. Gleichung (3.122))

1+ S™(E, Ey), (4.114)

und das Integral I; des Loop-Crossed—Loop—Diagramm ist proportional zu (s. Gleichung
(3.123))

14 S(Ey, By) . (4.115)

Entsprechend diesen beiden Gleichungen kann die gesamte Energieverschiebung des Dia-
gramms SESE b) und des Diagramms SESE c) (fiir den Grundzustand n=1s;,) in die zwei
Anteile

AESESER)ren . \ pSESEb)ren,1 4 A [SESED) ren 2 (4.1186)
und

A EgESEG) ren __ AE&ESE ¢} ren,1 + A ESESEC) ren ,2 (4_ 117 )
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aufgespalten werden. Der 1. Summand in (4.116) bzw. in (4.117) entspricht dabei dem Term,
welcher proportional dem Faktor 1 aus (4.114) bzw. dem Faktor 1 aus (4.115) ist. Der 2.
Summand in (4.116) bzw. (4.117) entspricht dem Term, welcher proportional dem Faktor
S aus (4.114) bzw. S® aus (4.115) ist. Die expliziten Ausdriicke dieser Terme kénnen in
einfacher Weise durch Einsetzen des umgeschriebenen Energieintegrals (3.122) bzw. (3.123)
in die Energieverschiebungen (3.102) bzw (3.103) gewonnen werden. In der numerischen
Auswertung stellten sich diese Terme A ESESED) ren 2 ynq A ESESEC) ren 2 fijr a]le Partialwellen
als sehr klein gegeniiber den Termen AESESER)ren ! hyg A ESESEc)ren ! heraus (s. Tabelle
4.4), d.h.:

AEEESEb) ren ,1 > AESESEB) ren ,2 ,

AE,EESEC) ren ,1 > AESESEC) ren ,2 . (4118)

Deshalb konnten die Terme A ESESED) ren 2 ynd A\ ESESEP) ren 2 i der Auswertung vernachlissigt
werden [156]. Die folgende Tabelle 4.4 verdeutlicht diese Néherung im Integrationsbereich

E; = 0,...,5 a.u. an wasserstoffartigem Uran fiir die Partialwelle Ly = 0,L; = 0. Die

E. A EELSEB) ren,I [ A Ezbbh bjren 2 [ A ESESEC) ren,l [ A E:h,bbc) ren ,2

0 0.00 0.00 0.00 0.00

1 1.10 <1078 6.30 < 10716

2 0.80 <1078 4.60 < 10718

3 0.50 <1078 3.10 < 10716

4 0.07 <1077 0.60 < 10718

5 0.21 <107° 0.10 < 10~¢

Tabelle 4.4: Das Integral I3 des Loop-Inside-Loop-Diagramms ist proportional zu 1 +
S®(Ey, E;) und das Integral I, des Loop—Crossed-Loop-Diagramms ist proportional zu
1 + S(E4, E»). Die Tabelle verdeutlicht fiir die Partialwelle L; = 0,L, = 0 an wasser-
stoffartigem Uran 28U%+ daf der Anteil AFESESEP)ren2 baw A ESESEc)ren? gogeniiber
dem Anteil AESESED)ren.1 by A ESESEC)ren.1 yernachlissigt werden kann. Ahnliche Re-
sultate wurden auch fiir die héheren Partialwellen gefunden. Die Integration iiber £y wurde
bereits ausgefithrt. Die Werte in der Tabelle geben somit die gesamte Energieverschiebung
ASESED) A\ BSESEC) 15 Funktion der verbleibenden Integrationsvariablen E; an. (Alle Ener-

giewerte in a.u.)

numerischen Ergebnisse der ersten vier Partialwellen der Diagramme der Zwei~Photonen-
Selbstenergie fiir wasserstoffartiges Uran U+ und Blei 2®Pb®™* sind in den folgenden
Tabellen 4.5 und 4.6 ersichtlich und wurden erstmalig in [157, 158, 159] verbffentlicht.

Fiir die Berechnung der einzelnen Partialwellen wurden N = 23 Gitterpunkte verwendet,
und die Ordnung der B~Splines war & = 4. Als Vegleich seien an dieser Stelle die entspre-
chenden Werte fiir den irreduziblen Anteil des Loop-after-Loop~Diagramms der Arbeit [98]
genannt: N = 28,k = 9,L = 7. Die Genauigkeit betrigt etwa 10%. Die numerischen Be-
rechnungen wurden mit dem Supercomputer CRAY-T3E mit 32 parallelen Prozessoren am
Institut fiir Hochleistungsrechnen der TU Dresden durchgefithrt. Jeder einzelne Prozessor
hatte eine Taktfrequenz von 300 MHz. Fiir die vier Partialwellen wurden insgesamt 30.000
einzelne CPU~Stunden Rechenzeit bendtigt. Durch Verdinderung der Zahl der Gitterpunkte
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Ly=0 Ly=1 Ly=2 Ly=3
L;=0 0699 0384 0106 —0.059
I;=1 038 —0.188 0.563
L1 =2 —0427 —0.376
Li=3 0.501

Tabelle 4.5: Beitriige der einzelnen Partialwellen AEg’l’Lz) zur Energieverschiebung AE}?”"
fiir wasserstoffartiges Uran (in eV)

Ly=0 ILy=1 L;=2 L;=3
L;=0 0439 0158 0.051 —0.04
Li=1 0.8 —0.092 0.228

[i=2 —0.135 —0.124

Ii=3 0.172

Tabelle 4.6: Beitrage der einzelnen Partialwellen AEE“L” zur Energieverschiebung AE}?“"
fiir wasserstoffartiges Blei (in eV)

von N = 23 auf N = 46 wurde eine relative numerische Ungenauigkeit von 38% fiir diese
einzelnen Partialwellen ermittelt.

Wie in den vorhergehenden Kapiteln eingehend dargelegt wurde, ergibt sich die gesamte
Energieverschiebung der Zwei-Photonen—Selbstenergie als Summe tiber alle einzelnen Parti-
alwellen:

AEISSESE a)red,b),c) ren — }: AElLShLz . (4.119)
Ll 3L2

Um aus den obigen Werten der einzelnen Partialwellen die Energieverschiebung zu ermitteln,
miissen deshalb zunichst die einzelnen akkumulativen Summen

Ly L=l LoL
Sp= >, AES™ (4.120)
L17L2

gebildet werden. Sie ergeben sich mit den obigen Werten aus Tabelle 4.5 und Tabelle 4.6 zu
U: S=070¢eV, S5 =147eV, S;=096¢eV, S3=1.59¢€V,

Pb: S, =0.4396V, S; =0.783 ¢V, S, = 0.607 eV, S5 = 0.843 &V . (4.121)

Die einzelnen Werte (Sz, + Sr1)/2 konvergieren sowohl fiir Uran als auch fiir Blei, d.h. die
Differenz zweier benachbarter Energiewerte wird mit wachsendem Ly ., kleiner. Die Wer-
te fiir die Energieverschiebung werden wie im Ein-Schleifen-Fall [125] und auch im irre-
duziblen Anteil des Loop-after-Loop-Diagramms [96, 98] durch eine Extrapolation dieser
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einzelnen akkumulativen Summen erhalten. Wie im Abschnitt iiber die Methode der Partial-
wellenrenormierung ausgefithrt wurde, werden also die benachbarten Summanden der beiden
héchsten berechneten Partialwellen von (4.121), d.h. S; und S5, gemittelt:

AESESEaped-R)e)ren 7 _ g9y — 1.98 £ 0.15 &V,

A ESBSER)ed-bc)ren 7 _ 82) =0.73+0.09eV . (4.122)

Diese Werte stellen die beste Naherung fiir den Grenzwert Ly,.x — oo dar. Die angegebenen
Fehler wurden dabei wie folgt bestimmt [156, 159]:

Die einzelnen Partialwellen in den Tabellen 4.5 und 4.6 haben zu gleichen Anteilen sowohl
negative als auch positive Vorzeichen. Deshalb sollte die oben angegebene Ungenauigkeit von
38% fiir die einzelnen Partialwellen mit dem statistische Faktor 1/+/n multipliziert werden.
Es ergeben sich damit die in (4.122) angegebenen relativen Fehlerabschétzungen.

Es ist bemerkenswert festzustellen, daB diese Ergebnisse des vollstindigen Beitrags der Zwei-
Photonen—Selbstenergie (4.122) tatsachlich in guter Ubereinstimmung mit der Sign—Appro-
ximation (4.112) stehen. Entsprechend der obigen Resultate liefert die Sign—Approximation
etwa 40% des exakten Ergebnisses.
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4.6 Stand der Vorhersagen zur Lamb—Verschiebung

Um einen Vergleich der erzielten Ergebnisse mit dem Experiment durchzufiihren, ist es
natiirlich notwendig, alle relevanten Beitrage zur Lambverschiebung aufzusummieren. Diese
einzelnen Beitrage der QED wurden bereits im Abschnitt 3.1 kurz zusammengefafBt. Ins-
gesamt ergibt sich fiir die Ein-Elektronensysteme Uran und Blei die folgende Tabelle. Die

Korrekturen (in eV): 8By 208pp 31+
endliche Kernausdehnung 198.82 +0.10 67.25
Selbstenergie (Ordnung ) 355.05 226.33
Vakuumpolarisation (Ordnung «) | —88.60 —48.41
SESE (a) (irred.) —0.97 —0.51
SESE (a) (red.) (b) (c) 1.28 +0.15 0.73 +0.09
VPVP (d) —0.22 —0.09
VPVP (e) ~0.15 ~0.07
VPVP (f) (Uehling) —0.60 +0.20 —0.34 +£0.10
SEVP (g),(h),(0) 1.12 0.53
S(VP)E (k) (Uehling) 0.13 0.07
relativistischer Riicksto 0.16 0.10
Kernpolarisation —0.20 =+0.10 0.00
Lambverschiebung (Theorie) 465.82 +0.55 | 245.59 +£0.19
Lambverschiebung (Experiment) 468  +13 290 475

Tabelle 4.7: Lambverschiebung fiir den Grundzustand der Ein-Elektronen—Systeme 238U%+
und 2°8Pb® ¥ (in ¢V). Die Korrektur der endlichen Kernausdehnung fiir Uran wurde mit einer
Fermiverteilung mit (r?)}/? = 5.860 = 0.002 fm und fiir Blei mit (r?)1/2 = 5.505 + 0.001 fm
berechnet. Zur Notation der Diagramme siehe die Abbildungen 2.4 und 3.4

einzelnen Strahlungskorrekturen sind mit den Diagrammen der Abbildungen 2.4 bzw. 3.4
identisch. Der bisher genaueste gemessene Wert fiir die Lambverschiebung in Uran wurde in
[163] und fiir Blei in [164] angegeben. Beide Werte wurden bei der Gesellschaft fiir Schwer-
ionenforschung (GSI) in Darmstadt gemessen. Fiir Blei ist die derzeitige Ungenauigkeit zu
groB, um etwaige Riickschliisse beim Vergleich zwischen Theorie und Experiment ziehen zu
koénnen. Aber wie bereits eingehender erliutert wurde, ist gerade das Bleisystem fiir Tests der
QED besonders attraktiv, da die Kernpolarisation des Bleikerns praktisch vernachlissigbar
ist und somit die Unsicherheiten der inneren Freiheitsgrade des Atomkerns stark reduziert
sind (s.a. [160]).

Vom Standpunkt der Theorie sind im Rahmen der gegenwirtigen Messgenauigkeit die Strah-
lungskorrekturen in erster Ordnung in « unter Einbeziehung der Korrekturen der endlichen
Kernausdehnung ausreichend, um die experimentellen Daten zu verstehen. Die Ergebnisse
zwischen Theorie und Experiment zum Beispiel fiir das Uransystem sind gegenwiirtig in exzel-
lenter Ubereinstimmung. Vom Blickpunkt der Theorie aus ist es jedoch wesentlich, dafl eine
etwaige Abweichung zwischen Theorie und Experiment in der Lamb—Verschiebung um etwa 1
eV im Uransystem bereits eine bedeutende Abweichung darstellen wiirde, welche hinterfragt
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werden miisste. Ahnliche Aussagen gelten fiir das Bleisystem. Es sei in diesem Zusammen-
hang erwihnt, dafl an der GSI bereits Experimente in Vorbereitung sind, welche auf einen
experimentellen Fehler von nur 1...0.1 eV fiir das Uransystem als auch fir das Bleisystem
abzielen. Dann aber werden alle Korrekturen der Ordnung o relevant. Der gegenwirtige
Stand dieser Korrekturen wurde in der obigen Tabelle fiir das wasserstoffartige Uran— und
Blei-System aufgenommen. Wesentlich ist dabei, daB die Berechnung des irreduziblen Anteils
des Loop—After—-Loop—Diagramms SESE a irred) zum Beispiel —0.97 eV fiir das Uransystem
und —0.51 eV fiir das Bleisystem ergab. Deshalb war durchaus ein ebensolch grofier Beitrag
der anderen Selbstenergie-Diagramme SESE a red), b), ¢) zu erwarten, deren Beitrag bis-
her jedoch nicht beriicksichtigt wurde. Daraus folgte eine relative Ungenauigkeit von etwa 1
eV fiir alle Strahlungskorrekturen der Ordnung o® und es war dringend erforderlich, diesen
Beitrag der Selbstenergie zu bestimmen. Aus den Zahlenwerten in obiger Tabelle erkennt
man, daB die Berechnung des vollstindigen Beitrags der Zwei~Photonen—Selbstenergie die
Ungenauigkeiten der Energiekorrekturen der Ordnung o betrachtlich reduzieren.

Der relativistische Riickstofi~Effekt beschreibt den Einflufl der gemeinsamen Bewegung von
Kern und gebundenem Elektron auf die Energieverschiebung. Die besondere Schwierigkeit
bei der Behandlung dieser Problematik liegt darin, dal die Beschreibung relativistisch und
exakt in allen Ordnungen in Zo zu erfolgen hat. Dieses duflerst schwierige Problem konnte
1995 von Shabaev, Artemyev, Yerokhin in den Arbeiten [161, 162] gel6st werden.
SchlieBlich sei noch einmal betont, daff die innere Kerndynamik eine ultimative Grenze fiir
Tests der QED in schweren Ionen setzt. Die Wechselwirkung des Atomkerns mit dem gebun-
denen Elektron fithrt nimlich zu energetischen Anregungen des Kerns, und diese wiederum
fithren zu einer Energieverschiebung des gebundenen Elektrons (s. Kernpolarisation in obiger
Tabelle). Die Frage ist deshalb, in welcher Groflenordnung die Ungenauigkeit der Parameter
der heutigen Kernmodelle liegt und inwieweit sich diese auf die Unbestimmheit der Lamb-
Verschiebung iibertrigt. Dieser Wert muss als Grenze der Tests der reinen QED-Effekte
angesehen werden. Als ein exzellenter und didaktischer Uberblick dieser komplexen Proble-
matik sei an dieser Stelle ebenfalls auf [24] verwiesen. Hier soll erwéhnt werden, da8 man ab
dem Niveau von ca. +0.1 eV im Uransystem den Bereich reiner QED-Tests verlaft und da8
man beginnt, die intrinsische Kerndynamik bzw. Kernstruktur zu erkunden. Im Bleisystem
liegt diese ultimative Grenze mit ca. & 0.01 eV um etwa eine Gréflenordnung darunter, und
damit ist dieses atomare System fiir Tests reiner QED~Effekte besonders geeignet. Diese
Zahlen bedeuten aber auch, daf es mit der Genauigkeit der heutigen Kernmodelle keinen
Sinn macht, Strahlungskorrekturen héherer Ordnung zu berechnen.
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Die Welt ist im stindigen Werden und Kampf ist der Vater aller Dinge.
Heraklit (um 535 bis 475 v.u.Z.)

5.1 Einleitung

Das Diagramm der Zwei—-Photonen—-Vakuumpolarisation VPVP f) ist bisher nur in Uehling—
Niherung bekannt. Neben dem Diagramm der Selbstenergie-Vakuumpolarisation S(VP)E
k) ist es damit das einzige Diagramm in der Ordnung o?, welches bisher nicht exakt berech-
net worden ist. Ein Grund ist in der zu erwartenden relativ kleinen Korrektur des exakten
Beitrags zur Uehling-Naherung dieses Diagramms zu suchen. Die z.B. fiir Uran mit £0.2 eV
angebene Ungenauigkeit beruht auf einem Vergleich des exakten Beitrags mit dem Beitrag
der Uehling—N#herung des Diagramms VPVP e) zur Lambverschiebung. Im Fall des 1s—
Zustandes in Uran 28U%'t ergibt ndmlich die Uehling-Naherung mit —0.115 €V etwa 75%
des exakten Resultats von —0.153 eV. Fiir das Diagramm VPVP f) ergab die Uehlingnihe-
rung 0.6 €V, woraus die oben angebene Korrektur von +0.2 eV folgt. Es ist klar, daf solche
Abschitzungen zwar zuldssig, jedoch unter Umsténden nicht sehr zuverlissig sind. Wie be-
reits erwihnt, sind aulerdem in naher Zukunft experimentelle Genauigkeiten bis zu £0.1 eV
z.B. fiir Uran zu erwarten. Es wurde weiter oben dargelegt, dafl dieser Wert aufgrund der
Unbestimmbheiten der Parameter der heutigen Kernmodelle eine ultimative Grenze bei den
Untersuchungen reiner QED-Effekte darstellt. Aufgrund dieser hohen Prézision erscheint es
wichtig, den exakten Beitrag auch des Diagramms der Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation
zu berechnen. Ziel der Untersuchungen dieses Kapitels ist es deshalb, einen renormierten Aus-
druck dieses Diagramms abzuleiten. Dabei soll wie im Fall der Zwei~Photonen—Selbstenergie
die Methode der BPHZ-Renormierung angewendet werden. Somit stellen die hier dargeleg-
ten Ergebnisse die Grundlage fiir eine spitere numerische Auswertung des exakten Beitrags
des Diagramms VPVP f) dar.
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5.2 Die Vakuumpolarisation der Ordnung «

Am Beispiel der Vakuumpolarisation in 1. Ordnung Stérungstheorie sollen die grundlegen-
de Problemkreise Renormierung und Eichinvarianz eines Graphen mit Vakuumpolarisation
kurz diskutiert werden. Dies wird ein spateres Verstiandnis im Fall der Zwei—-Photonen—
Vakuumpolarisation erleichtern. Um den renormierten Ausdruck im Fall der Ein-Photonen—
Vakuumpolarisation zu finden, muss zunichst eine Potentialentwicklung durchgefiithrt wer-

den, s. Abbildung 5.1.

AUSSA N

Abbildung 5.1: Die Potentialentwicklung der Vakuumpolarisation in 1. Ordnung Stérungs-
theorie. Entsprechend der BPHZ~Renormierung muss die Entwicklung bis zu fiinf &ufleren
bosonischen Beinen ausgefiihrt werden. Somit entsteht neben dem Uehling—Term a) und dem
endlichen Wichmann-Kroll-Term c) noch ein Term b) mit vier 4ufleren bosonischen Beinen.
Aufgrund des Furry—Theorem verschwinden die Diagramme mit einer ungeraden Anzahl von
suBeren Beinen, wenn in der Schleife freie Elektronenpropagatoren stehen.

5.2.1 Renormierung der Vakuumpolarisation der Ordnung «

Die Renormierung der Ein—Photonen—Vakuumpolarisation erfolgt in diesem Abschnitt nach
einem Subtraktionsschema, welches spater in analoger Weise ebenso fiir die Zwei-Photonen—
Vakuumpolarisation Verwendung finden wird. Die Vakuumpolarisation VP ist ein Beispiel,
an welchem auch das Wechselspiel zwischen Renormierung und Regularisierung sehr gut
demonstriert werden kann. Es erscheint an dieser Stelle notwendig, diesen Gesichtspunkt ge-
nauer zu betrachten, da in der physikalischen Literatur oft unklar ausgeriickt ist, warum bei
der Vakuumpolarisation teilweise eine Regularisierung bereits den physikalisch relevanten
Anteil separiert.

Die explizite Struktur der unrenormierten Energieverschiebung des Uehlinganteils

A\ EUebling; wren o fiir die weiteren Betrachtungen dieses Kapitel nicht wichtig und wird
deshalb nicht explizit angegeben. Der renormierte, d.h. physikalisch relevante Anteil des
Uehling—Terms A EVetlingiren st analytisch bekannt (s. Abschnitt 3.1.1). Wird also die un-
renormierte Energieverschiebunbg des Uehlinganteils vom gesamten Diagramm subtrahiert,
so folgt die renormierte Korrektur hoherer Ordnung zu

AE;LO. ren __ AE,,YP - AEBehﬁng _ AEST , (5.1)

wobei der Ausdruck AEST den Gegenterm des Diagramms b) bezeichnet. Die Bezeichnung
héhere Ordnung umfasst dabei offensichtlich alle Korrekturen, welche iiber die Uehlingnéhe-
rung hinausgehen. Die Gleichung (5.1) stellt einen eichinvarianten Term dar, denn die renor-
mierten Energieverschiebungen eichinvarianter Diagramme stellen wiederum eichinvariante
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Grofen dar. Die Renormierung der Energieverschiebung héherer Ordnung A E®° ist nicht
sehr kompliziert, sondern berschrinkt sich auf eine Renormierung des Diagramms b) (s.
Abbildung 5.2) und soll jetzt genauer betrachtet werden. Der mathematische Ausdruck des

1

L

X— ¢
k, k,
ketkyKg
n

Abbildung 5.2: Das Diagramm b) mit den duBeren Impulsen ki, k2, k3.

Diagramms b) im Energie-Impuls—Raum lautet

d3k1 d3k2 d3k3 i(k1+katka)r
v (27f)3/ (2m)3 (27r)36( vtk k) Viky) V(ks) V(ks)

1 .
ey vy A 3m)|"’ (52)

AES) = e2<n

mit der Fouriertransformation des Coulombpotentials (3.26) und der Notation

(nhodln) = [ Prel(r)reA(r)en(r) - (5.3)

Der mathematische Ausdruck des eigentlichen Feynmandiagramms I ist gegeben durch

Fr(kl7k2ak37 m) Ir(k'.l) k27k37 q, m) ) (5‘4)

(2 )t
mit

1 1
;}—m—l—ie%;}-}-%l ——py

1 1
] =] . 5.5
Xé+¥1+k2—m+ze’y°,j+gél+¢2+¢3_7n+2€) (5.5)

jr(k1, ko, k3, q,m) = Tr(f)/o

Der renormierte Ausdruck dieses Diagramms lautet
d*q
(2m)*

Das Feynmandiagramm I' mit vier duleren bosonischen Beinen ist eine spezielle Variante des
Vakuumpolarisationstensor (2.175) und trégt den oberflachlichen Divergenzgrad w(T") = 0,

Fy(Ra, ko, gy m) B (ky, K, s, g, m) (5.6)
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so daB der Tayloroperator ¢& bis zur 0. Ordnung wirkt und sich somit der Operator Rr zu

Rp(ky ko, ks, q,m) = (1—17) Brkr, ks, ks, q,m)
= (1 '_tl—‘) ff(kl7k27k3)Q7 m)
= jF(kla k21k37q, m) - jl—‘(oaO:an) m) (57)

ergibt. Entsprechend dieser Gleichung ist also der Gegenterm der Energieverschiebung héher-
er Ordnung gegeben durch

Kk 3k A T
GT 2 1 2 3 z(kl +k2+k2)7‘
AEI._e<n% o |y ] e V(ky) V(ka) V(ks)
1 d*q

X jr(0>0707Q7m)

0% — (k1 + ko + k3)? +1cJ (2m)* @- (5.8)

Mit der Gleichung (5.8) wurde der renormierte Ausdruck der Korrektur héherer Ordnung
entsprechend (5.1) gefunden. Dieser Gegenterm (5.8) kann als spurioser Term bezeichnet
werden. Diese Bezeichnung wird im folgendem Abschnitt klar.

5.2.2 Diskussion des spuriosen Terms

Im Zusammenhang mit der Vakuumpolarisation VP wird in der physikalischen Literatur [165,
166, 167] ein etwas anderer spurioser Term diskutiert. Diese Terminologie wird in diesem
Kapitel beibehalten, obwohl der Begriff spurios etwas ungiinstig gewéhlt ist, denn dieser
Term ist keineswegs spurios, sondern entsteht ganz zwangslaufig durch die Regularisierung.
Dies soll in diesem Abschnitt erldutert werden, denn die Diskussion dieses Terms ist auch fiir
die Zwei—Photonen—Vakuumpolarisation und die Eichinvarianz von wesentlicher Bedeutung.
Wird die sphirische Entwicklung nach & sowohl fiir den gebundenen als auch fiir den freien
Elektronenpropagator in den renormierten Ausdruck (5.1) eingesetzt, so folgt

AES'O' ren _. Z AEXP W, Z AEEEhﬁng o E AE,ST " (5.9)

Solch eine sphirische Entwicklung stellt eine spezielle Art Regularisierung dar, denn jeder
Summand in (5.9) ist konvergent. Es kann nun insbesondere gezeigt werden, daB jeder einzel-
ne Summand des Gegenterms verschwindet, d.h. AEST * = 0. Fiir einen etwas allgemeineren
Fall wird diese Aussage im Kapitel des Diagramms der Selbstenergie—Vakuumpolarisation
S(VP)E explizit bewiesen. Wird demzufolge die sphérische Entwicklung verwendet, dann
liefert dieser spuriose Term keinen Beitrag. Diese interessante Feststellung soll auch von
einem etwas anderen Zugang betrachtet werden, denn sie ist auch fiir die Zwei-Photonen—
Vakuumpolarisation und sogar fiir die Selbstenergie-Vakuumpolarisation S(VP)E von Be-
deutung.

Die einzelnen Terme in (5.9) kénnen auch mit der Pauli—Villars-Methode regularisiert wer-
den. Somit folgt fiir (5.9) die folgende Gleichung:

AEﬁ.o., ren __ AE,YP’ reg _ AE’?ehling, reg AEST’ reg (510)

Betrachtet sei zunichst die regularisierte Energieverschiebung AEYT ™€, Unter einer Pauli—
Villars—Regularisierung dieses Terms ist, nach der Potentialentwicklung in Abbildung 5.1,
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die Pauli-Villars—Regularisierung der oberflichlich divergenten Diagramme a) und b) zu
verstehen. Die Pauli-Villars-Regularisierung und die Herleitung des physikalisch relevanten
Anteils des Uehlingterms a) ist in vielen Standardlehrbiichern enthalten. Eine sehr gute
Darstellung ist z.B. in [170] zu finden. Hier soll deshalb nur die Pauli—Villars—Regularisierung
des Diagramms b) betrachtet werden. Die regularisierte Energieverschiebung des Diagramms
b) ist gegeben durch

d3k1 d3k2 d3k3 ‘(k1+k2+k2)
: " Vik:) V(ks) Vik
%/ (2m)® J (2m)? / (2m)3° (k1) V(kz) V(ks)

o 1 diq
02 — (ky +ky+ k3)?+ie) (2m)*

AEE’ e = 62<n

[IAP(kla kZakl’n 9, m) - jf‘(k’h k27 k37 q, M)] ]n> .
(5.11)

Dabei ist M wieder eine grofie Elektronenmasse. Es ist sehr wichtig festzustellen, da nun
der subtrahierte Term in (5.11) die Rolle eines Gegenterms, bzw. eines spuriosen Term
einnimmt, welcher nach (2.181) die Eichinvarianz des Diagramms b) sichert. Das bedeutet
jedoch, daB jetzt der regularisierte Gegenterm A EST:™€ in (5.10) verschwinden sollte, denn
sonst wiren zwei Terme fiir die Sicherung der Eichinvarianz notwendig, was sehr seltsam
wire. Der regularisierte Gegenterm verschwindet tatséchlich, und das wird klar, wenn der
mathematische Ausdruck des regularisierten Gegenterms

Yo d3k1 d3k2 d3k3 ei(k1+k2+k2)"
@n)2J (2r)® ) (2m)?
o 1 diq
02 —_ (kl + kz + kg)z + 1€ (2‘71')4

AESTrE 62<n V (k1) V(k2) V(ks3)

[I}-(O, 0,0,q, m) - fF(O7 0,0,4q, M)] ln> .

(5.12)
und insbesondere das darin auftretende Integral
d4q A A
I = |Gy (Ir(0,0,0,¢,m) — I(0,0,0,q, M))
B / d*q . 1 1 1 1
B (2m)* : 704——m+ie'yo;j——mﬁ—ie’)oé—m-i—ie%;}—-—m-}—ie

d'q . 1 1 1 1 (5.13)
- r rand ( - T * 13 O N
(2m) 70!?“M—l—ie%;}——M—!-ieAm;}—*M—}-zemg-~M+z¢z :
betrachtet wird. Aus einer Dimensionsbetrachtung folgt unmittelbar, dafl jedes einzelne In-

tegral von der Masse m bzw. M unabhingig ist, so daBl ihre Lésung mur eine von m bzw. M
unabhingige Konstante sein kann. ! Das bedeutet jedoch, daf sich diese Konstanten in (5.13)

tDabei ist allerdings zu beachten, daf solch ein Argument eigentlich nur fiir konvergente Integrale anwend-
bar ist. Der divergente Anteil kdnnte durchaus Terme der Art In(m?/M?2) erzeugen! Jedoch treten in (5.13)
solche Terme nicht auf. Dies wird 2.B. klar, indem der divergente Anteil beider Integrale unter Verwendung
einer dimensionalen Regularisierung {dim — 4 — 2¢) berechnet wird und anschlieflend beide Integrale wieder
zusammengefaBt werden. Dabei entstehen Terme der Art 0 In{m?2/u?) — 0 In{AZ2/p?) = 0 In{m*/M?). Dic
entsprechende Rechnung ist nicht schwierig und soll hier nicht ausgefiihrt werden. Diese Methode der zwi-
schenzeitlichen Verwendung der dimensionalen Regularisierung zur einzelnen A uswertung beider Integrale
geht im anschlieBend auszufithrendemn Limes ¢ — 0 selbstverstindlich wieder inn die Pauli-Villars~Methode
iiber.



160 5 Zwei—-Photonen—Vakuumpolarisation

gegenseitig wegheben werden. Es ist aber fiir die spatere Untersuchung der Zwei—Photonen—
Vakuumpolarisation sehr niitzlich, das Verschwinden des Integrals I auch auf eine andere
Weise zu beweisen. Dazu wird (5.13) zunéchst unter Verwendung der Relation

17 1 1 1
@(é—m-}—ie) B _;j—m+i670;j—m+ie (5.14)
als ein Oberflichenintegral umgeschrieben:
d¢ 0 1 1 1
I = —Tr/ (2m)* W(fmé—m—l—ie%é— m + ie7ogj —m+ i€

1 1 1
"7"4—M+¢6704—M+¢e7°g—M+ie)' (5.15)
Der Gauss’sche Satz ist zundchst nur fiir den n—dimensionalen Euklidischen Raum definiert
und deshalb nicht direkt auf (5.15) anwendbar. Das betrachtete Integrale hat jedoch in der
komplexen go—Ebene nur Pole bei

g = F/@®+(m—ie)? (5.16)

und diese Polstruktur erlaubt eine Wick—Rotation go — 1qo, wodurch das Integral I in
den Euklidischen Raum transformiert wird. Das Oberflichenintegral iiber die unendliche
Euklidische Mannigfaltigkeit Mg verschwindet jedoch, wenn der Integrand geniigend schnell
im Unendlichen abfallt;

E;
— 3 _ = .
I / dqdgo 557(@) = 0. (5.17)

Diese Bedingungen sind durch den Integranden in (5.15) und i.a. fir jedes regularisierte In-
tegral erfiillt, denn ein endliches Integral im Euklidischen Raum impliziert selbstverstdndlich
immer einen endlichen Integranden, welcher zudem geniigend schnell im Unendlichen abfillt.
Somit ist das Oberflichenintegral I identisch Null. Daraus folgt selbstverstindlich auch das
Verschwinden des regularisierten Gegenterms (5.12) und aus (5.10) wird

A E;Lo.,ren = A EXP’ TeE __ A Egehling, Teg (5.18)

Es sei nochmals bemerkt, dafl der regularisierte Gegenterm bereits ohne eine sphérische
Entwicklung verschwindet, und deshalb unterscheidet sich die Gleichung (5.18) von (5.9)
durch Wegfallen des Gegenterms. Selbstverstandlich kann in (5.18) ebenfalls die sphérische
Entwicklung des gebundenen und freien Elektronenpropagators eingesetzt werden. Es ist
dann offensichtlich zu erwarten, daf§ auch der durch die Regularisierung subtrahierte Term
in (5.11) verschwinden sollte, welcher ebenfalls als spurioser Term bezeichnet worden ist.
Dies ist tatsichlich der Fall und wurde erstmalig in [93] explizit bewiesen. Dies demonstriert
die enge Verbindung und Konsistenz zwischen Regularisierung und Renormierung der Va-
kuumpolarisation. Die tiefere Ursache ist in den Gleichungen (2.176) bis (2.183) zu suchen.
Es sei deshalb noch einmal betont, da eine renormierte Vakuumpolarisation ebenso die Ei-
chinvarianz sichert wie eine regularisierte Vakuumpolarisation. Verschwinden deshalb einige
Gegenterme in einer beliebigen Regularisierung, so ist trotzdem die Eichinvarianz gesichert.
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5.3 Renormierung der
Zwei—Photonen—Vakuumpolarisation

Ziel dieses Kapitels ist es, einen renormierten Ausdruck der Korrektur hoherer Ordnung zur
Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation herzuleiten. Die Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation
VPVP f) ist noch einmal in der Abbildung 5.3 dargestellt und wird in diesem Kapitel
abkiirzend als VPVP bezeichnet. Dieses Diagramm stellt eine eichinvariante Untergruppe

VPVP

Abbildung 5.3: Die Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation VPVP.

der gesamten Strahlungskorrekturen der Ordnung of dar und kann deshalb separat von
den anderen Diagrammen renormiert und berechnet werden. Streng genommen bezieht sich
der Begriff eichinvariante Untergruppe immer auf den renormierten Ausdruck dieser Unter-
gruppe. Der mathematische Ausdruck der unrenormierten Energieverschiebung der Zwei-
Photonen—Vakuumpolarisation ergibt sich fiir einen beliebigen dufleren Zustand n zu

AEXPVP — (niﬁ'VPVP In>

= /d3r (,on('rl)UVPVP(rl)tp (71) (5.19)

mit dem Potential
N dE dE
OVPVP(p)) = /d3 /d3r3fd3r4 / aby [ absy
XagDDO(El, Ty — Tz)Daﬁ(Ez, T3 — T4)

xTr [agSF(EI,Tz,T;;)QQSF(EI — EZ,T3,1'4)aﬁSF(E1,T4§1‘2)] . (520)

Dabei wurde beriicksichtigt, daff aufgrund der sphérischen Symmetrie des Potentials der
Vakuumpolarisation nur die Zeit~Zeit~Komponente des ersten Photons beitragt (dazu s.a.
Abschnitt 5.8 Partialwellenentwicklung der Zwei~Photonen—Vakuumpolarisation).

5.3.1 Potentialentwicklung

Die Renormierungtheorie ist zunichst nur fiir die freie QED definiert. Um eine Renormie-
rung eines Diagramms der Bound-State~QED durchzufithren, ist eine Potentialentwicklung
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der vollen Elektronenpropagatoren notwendig. Solch eine Potentialentwicklung muss solan-
ge durchgefithrt werden, bis die im betrachteten Diagramm enthaltenen Divergenzen als
Diagramme der freien QED separieren. Die Abbildung 5.4 stellt solch eine geeignete Po-
tentialentwicklung fiir das Diagramm VPVP dar. In der Potentialentwicklung wurde das

‘% = ? + % + g

VPVP A B c

=2 % +2 % +2 % + §

A0 Al A2 A3
+ é +2 :i: + %
BO B1 B2

+ +2 g +
ci c2 c3

Abbildung 5.4: Die Potentialentwicklung der Zwei—Photonen—Vakuumpolarisation. Die Dia~
gramme A0 und BO sind die Kallen-Sabry—Diagramme. Thr Beitrag ist bereits berechnet
worden, und deshalb konnen sie vom gesamten Diagramm VPVP subtrahiert werden. Die
Diagramme C2 und C3 sind konvergent.

Furry—Theorem beriicksichtigt, welches besagt, daB alle Vakuumpolarisations-Diagramme
mit freien Elektronenpropagatoren und ungerader Anzahl von duBeren bosonischen Beinen
verschwinden. Die Diagramme A0 und BO sind die Kdillen-Sabry—-Diagramme. Die technisch
sehr anspruchsvolle Renormierung dieser Diagramme gelang erstmalig Kdllen und Sabry [103]
(1955) und spater auch anderen Arbeitsgruppen [104]. Da jedoch der Beitrag der Kdllen-
Sabrij~Diagramme zur Lambverschiebung bereits in [105, 107] fiir beliebige Kernladungszahl
Z berechnet worden ist, kénnen diese Diagramme vom gesamten Diagramm VPVP subtra-
hiert werden. Mit dieser Subtraktion ist eine Renormierung dieser Diagramme dann nicht
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mehr notwendig. Die Korrektur héherer Ordnung A E2-° lautet dann also
AE”}:.O. — AE,,YPVP . AE’,Iz(ﬁllen——Sabrjr ] (521)

Ziel im nichsten Abschnitt ist es, einen renormierten Ausdruck dieser auch in Abbildung 5.5
dargestellten Korrektur zu finden.

VPVP AO BO

Abbildung 5.5: Die Subtraktion der Killen-Sabrj—Diagramme vom gesamten Diagramm
VPVP stellt die Korrektur héherer Ordnung AE™* dar.

5.3.2 Die duBere Renormierung

Die in Abbildung 5.4 dargestellte Potentialentwicklung ist im Prinzip nicht ausreichend.
Entsprechend der BPHZ-Renormierung sind namlich alle Diagramme I', deren oberflachli-
cher Divergenzgrad w(T') > 0 ist, divergent und unterliegen einer Renormierung. Deshalb
ist es vielmehr notwendig, die Entwicklung der gebundenen Elektronenpropagatoren solange
durchzufiihren, bis die Zahl der suBeren bosonischen Beine in Diagrammen, welche gebun-
dene Elektronenpropagatoren enthalten, mindestens 5 betrigt, d.h. bis der oberflichliche
Divergenzgrad aller Diagramme, welche volle Elektronenpropagatoren enthalten, negativ
wird. Wird solch eine Potentialentwicklung durchgefiihrt, so entstehen die in der Abbil-
dung 5.6 dargestellten Diagramme. Die Renormierung der Diagramme (A11), (A21), (B11),
(B21), (C11) und (C21) ist Gegenstand der Untersuchungen dieses Abschnitts, wihrend die
Diagramme (A12), (A22), (B12), (B22), (B23), (C12) und (C22) und auch (A3) im nachfol-
genden Abschnitt renormiert werden.

Renormierung des Diagramms (A21)

Ein typisches Diagramm mit einem Unterdiagramm der Selbstenergie stellt das Diagramm
(A21) dar. Die Abbildung 5.7 verdeutlicht neben den Bezeichnungen der einzelnen Impulse
auch die Bezeichnungsweise fiir das gesamte divergente Feynmandiagramm I" 49; und fiir das
darin enthaltene divergente Unterdiagramm v49;. Die Energieverschiebung dieses Diagramms
148t sich wie folgt schreiben:

Pk [ Pk [ PR
Elaz) 4< l 1 2 3
ALy “\" f 2rpJ (@np ) @2y

1 A
—(ky + kg + Rg)? Fic A

w gilbatkaika)r V(kl)V(kz)V(kB)Oz

n> . (5.22)
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»
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Abbildung 5.6: Die Potentialentwicklung muss solange durchgefiihrt werden, bis alle Dia-
gramme, welche gebundene Elektronenpropagatoren enthalten, einen negativen oberflachli-
chen Divergenzgrad w besitzen. Die Diagramme Al12, A22, B12, B22, B23 und C12 haben
negativen oberflichlichen Divergenzgrad w(T') < 0 und erfordern deshalb nur eine innere
Renormierung, wihrend die Diagramme A11, A21, B1l, B21, Ci11 und C21 einen ober-

flichlichen Divergenzgrad w(T") = 0 aufweisen und deshalb eine innere als auch eine duflere
Renormierung erfordern. Die Diagramme C22 und C23 sind konvergent.

c21
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o m o

A21

Abbildung 5.7: Das Diagramm A21. Die dufleren unabhéngigen bosonischen Impulse, welche
aus dem Diagramm I'49; herauslaufen sind ki, ks, k3. Der Impuls des ersten Photons ist
durch die Impulserhaltung zu k; + ks + ks festgelegt. ¢y ist der Impuls des umlaufenden
Elektrons und g, ist der Impuls des zweiten Photons. Der duflere Zustand ist n. Das innere
Unterdiagramm v42; ist die Selbstenergie in 1. Ordnung Stérungstheorie.

Die herauslaufenden Impulse sind dabei k; = (0, k;), j = 1,2,3, d.h., sie tragen keine Energie
und die Funktion V(k;), j = 1,2, 3 ist wieder die Fouriertransformierte des Kernpotentials
(3.26). Das eigentliche Feynmandiagramm I' 41, welches mit der BPHZ-Methode renormiert

werden soll, lautet im Energie-Impuls—-Raum

,. d4q d4q A
Frp, = Tr./(_Z;T—)}Z(27r)24 ITA21(k1ak27k37QIaQZ)

mit

T bty bay oy g1, 43) = ! - ,
Tann V51 520 50, 01, G2) = 70#1“’%1'{‘562‘*‘%3_”7"“7:57041+¢2+k3"m+i670

1 1 1 1 1
X - Yo st Al — —.
U B m e (q%-{-ze‘y A —;}2+¢3—m+257 ) g +#, —mtie mél —m -+ ie
(5.23)
Der mathematische Ausdruck des Integranden des Unterdiagramms y.421 wurde in Klammern
gesetzt. Dieses Unterdiagramm stellt eine Ein~Schleifen—Selbstenergie eines freien Elektrons

dar, welches den (8ufleren) Impuls q; + ks trigt. Die Anwendung der R-Operation auf den
Integranden des gesamten Diagramms I' 49 ergibt

R s s am §
Rro, = Irg, IPA21/’YA21 (t 21[’1,42)

4

innere Renormierung
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_4Ta21 jFAm 4 Faz (iFA21 Jvam (t’YAn IA’YA?l)) . (5.24)

aufere Renormierung

Ensprechend der Definition der inneren Renormierung und der duferen Renormierung wur-
den die Gegenterme bereits einzeln den Renormierungsarten zugeordnet. In diesem Abschnitt
interessieren zunachst nur die Gegenterme der dufleren Renormierung. Die Gegenterme der
inneren Renormierung werden im nichsten Abschnitt behandelt. Die oberflichlichen Diver-
genzgrade des gesamten Diagramms I' 421 und des Unterdiagramms 42, ergeben sich zu

w(PAzl) = 0,
w(vaz1) = 1. (5.25)

Dementsprechend wirkt der Tayloroperator ¢'421 nur bis einschlieflich 0. Ordnung, und der
Tayloroperator $742! wirkt bis einschliefllich 1. Ordnung. Demnach gibt es genau drei Ge-
genterme der duferen Renormierung und zwei Gegenterme der inneren Renormierung. Die
suBeren unabhingigen Impulse des gesamten Diagramms sind %y, k2, k3, und der duflere un-
abhingige Impuls des Unterdiagramms ist also ¢ + k3. Somit lauten nach Einsetzen der
R~Operation (5.24) in (5.23) die Gegenterme der Gufleren Renormierung im einzelnen

d* o d! L2 traz |

d*q d'qe ¢
(27{')4 (27r)4 II"Azl (kl, k27 kBa q1, qZ) / (271_)4 (2 )4 II‘A21 (0 0 0, q1, Q2)

GT1(A21)

d4q1 d q
_/ (2m)* (27‘_)24 than (IFA21/’7A21 (1, ko, k3, q1) (t’y“l Ly, (ks, C_II,C_IZ)))

o~

(2m)*

GT2(A21)

d* @1 3
= E(l)/ IFA21/7A21 (0 0,0, ql)

7

1 d4q N
+ 2(1) (2,"_)14 (41 — m) IFA21/’YA21 (07 0,0, ql) . (5'26)

S

GT3(A21)

Die Bezeichnung (¢, —m) Ir;, /v, bedeutet, daB die Diracstruktur (¢, — m) genau an der
Stelle in dem Diagramm [ 421 /7421, d.h. im Gegenterm GT3, wieder eingefiigt werden mu8,
an welcher das Unterdiagramm 7421 aus dem gesamten Diagramm I 491 zuvor herausge-
nommen wurde. Die Abbildung 5.8 soll die Renormierung des Diagramms I'42; und das
Einsetzen der Diarcstruktur im Gegenterm GT3 noch einmal graphisch veranschaulichen. In
(5.26) wurden die Ein-Schleifen-Gegenterme %(!) und %1’ eingesetzt, welche sich aus den
Feynmanregeln ergeben und in den hier definierten dufieren Impulsen folgendermafen lauten
(zu beachten ist, daBl der Tayloroperator #1421 alle Impulse k; = 0 setzt):

s d*qs e 1
T R foor
' bo] d* 1 1
@ _ _ 9 2 < X 5.27
'sz (27r)47aé1 ___éz__m_‘_ie')’ q%—i—z'e él=-m. ( )
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(A21) ren

A E =

Gegenterme der
inneren Renormierung

‘—(ﬂ’ m)

f g E i + zﬂ)j % E; + z(")' %

GT1 (A21) GT2 (A21) GT3 (A21)

Abbildung 5.8: Die graphische Darstellung der renormierten Energieverschiebung des Dia-
gramms A21. Die Gegenterme der inneren Renormierung wurden nicht graphisch veran-
schaulicht. Die drei Gegenterme der dufleren Renormierung sind GT'1, GT2 und GT3. Die
Diracstruktur (¢, — m) im Gegenterm GT3 wird genau-an der Stelle wieder eingesetzt, an
welcher das Unterdiagramm v49; zuvor herausgenommen und zu einem Punkt, dargestellt
durch ein Kreuz, zusammengezogen wurde.

Renormierung des Diagramms (B11)

Jetzt wird ein Diagramm betrachtet, welches als inneres divergentes Unterdiagramm eine
Vertexkorrektur besitzt. Ein typisches Diagramm ist der Graph (B11). Die Abbildung 5.9
veranschaulicht die Bezeichnungen der Impulse und die Bezeichnungsweise des gesamten
Diagramms I'g1; und des Unterdiagramms yg1;. Die unrenormierte Energieverschiebung des
gesamten Diagramms I'p11 lautet

AET(LBII) < l/ &’k a3k, dks

(273 J (2n)®J (2m)3
1
02 — (k1 + kg + k3)? + ic

n> . (5.28)

x eFithatka)r V(L VW (ky )V (k3) Fra,

Das zu renormierende Feynmandiagramm folgt im Energie-Impuls-Raum zu

. d* a4 .
Fl"Bn = Tr /(2:1 (2 (1)24 [I‘Bn(khkﬁ kSsQX (]2)

mit
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B11

Abbildung 5.9: Das Diagramm B11. Die dufleren unabhéngigen bosonischen Impulse, welche
aus dem Diagramm Iy herauslaufen sind &, k2, k3. Der Impuls des ersten Photons ist durch
die Impulserhaltung zu k; + k2 + ks festgelegt. ¢; ist der Impuls des umlaufenden Elektrons
und g, ist der Impuls des zweiten Photons. Der duflere Zustand ist n. Das Unterdiagramm
~Bi1 ist die Vertexkorrektur in 1. Ordnung Stérungstheorie.

1 1
bt bt b mtic A Tl mtic

jI‘Bu (kh k27 k-'.’n 1, qZ)

1 1 1 1 . 1
X - Yo T T — .
fy + ¥z —m +ic (Q%‘I"ZE’Y é1"é2+¢3"m+“’mél“éz"m+267 > g, —m +ie
(5.29)

Wieder wurde der Integrand des Unterdiagramms g1 in Klammern geschrieben. Diesmal
stellt es eine Ein—Schleifen—Vertexkorrektur dar. Die R-Operation fiir den Integranden des
gesamten Diagramms liefert

Rrg, = Irpy — IPBII/’YBM (t‘YBn I’YBll)
innere Renormierung
Tpu f T 7 7
—Teuf e (IFB11/'YBz1 (t"lBll LYBH)) . (5.30)

duflere Renormierung

Da sich die oberflichlichen Divergenzgrade des gesamten Diagramms I'g; bzw. des Unter-
diagramms gy zu

w(FBu) = 0,
w(ygn) = 0 (5.31)
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ergeben, wirken beide Tayloroperatoren 1’511, #7511 nur bis einschlieflich 0. Ordnung. Somit
folgen also zwei Gegenterme von der ufleren und ein Gegenterm von der inneren Renormie-
rung. Einsetzen von (5.30) in (5.29) liefert den renormierten Ausdruck, und die Gegenterme
der dufleren Renormierung lauten:

dtq, diq d'qy d'q
(27:1)1 (zﬂ)z‘ltrmlfl‘ﬂu(klakz;k&‘ha‘b) /( )1 (27r)2 1"1311(0 0,0,q, 42)
GTl(Bll)

d*q d'q
(2:)14 (271‘)24 o (IFBll/’YBll((klyk27k37q1)) (t7311[7311(k37q1’q2)))

— A(l) / (2 7oipm,ml (0,0 O,ql) )

GT2(B11)

(5.32)

Die Bezeichnung ’)fojl"En /v51, bedeutet wieder die Einsetzung der Diracstruktur 4, an der-
selben Stelle im Diagramm I'p11/vB11, an welcher das Unterdiagramm <yp;; zuvor heraus-
genommen wurde. Die Abbildung 5.10 stellt den renormierten Ausdruck der Energiever-
schiebung des Diagramms (B11) dar und verdeutlicht noch einmal diese Einsetzung der
Diracstruktur. In (5.32) wurde wieder die gewdhnliche Bezeichnung fiir den Gegenterm im
Ein-Schleifen—Fall verwendet (zu beachten ist wieder, da der Tayloroperator tI'en glle Im-
pulse k; = 0 setazt):

d4 ] 1 1 a' 1

@) G —fy—m Fic 'y —fy —mic Aricly (5.33)

’)’oA(l) =

Zusammenfassung der Gegenterme der duBeren Renormierung

Die fiinf in den Abbildungen 5.8 und 5.10 graphisch dargestellten Gegenterme lassen sich
wie folgt zusammenfassen. Aus der Beziehung

(él - m)IFAm/’YAm = 70*?1"1311/’71911 ) (5.34)

welche auch in Abbildung 5.11 in diagrammatischer Form dargestellt wurde, folgt zusammen
mit der unrenormierten Wardidentitit ©(V" = —A{), daB sich die beiden Gegenterme GT3
(A21) und GT2 (B11) gegenseitig wegheben. Somit folgt der renormierte Ausdruck der beiden
Diagramme (A21) und (B11) insgesamt zu

ﬁ'll*,m + ﬁ'r’*m, = lﬁﬂr‘,,21 -+ ﬁ'rml ~ Gegenterme der inneren Renormierung
Lq d'q ; d*q1 d g ]
J @y (27)411",;21(0 0,0 qut]z) /(27_ o) I, (0,0, 0, q,,qn‘; +GT2(A21) .
GT1(A21) GT{B11)

(5.35)

Diese Terme lassen sich weiter zusammenfassen. Der Gegenterm GT1 (A21) enthilt das Un-
terdiagramm der unrenormierten Selbstenergie und der Gegenterm GT1 (B11) enthilt das
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Abbildung 5.10: Die graphische Darstellung der renormierten Energieverschiebung des Dia-
gramms B1l. Die Gegenterme der inneren Renormierung wurden nicht graphisch veran-
schaulicht. Die zwei Gegenterme der #uBeren Renormierung sind GT1 und GT2. Die Di-
racstruktur o im Gegenterm GT2 wird genau an der Stelle wieder eingesetzt, an welcher
das Unterdiagramm p1; zuvor herausgenommen und zu einem Punkt, dargestellt durch ein

Kreuz, zusammengezogen wurde.

J{——(ﬂ;-m)

ar
2 M 0

0

GT3 (a21)

GT3 (a21)

GT3 (a21)

—_ GT3 (A21) + GT2(B11)= 0

= - GT2 (B11)

Abbildung 5.11: Die beiden Gegenterme GT3 (A21) und GT2 (B11) heben sich gegenseitig

weg.

Unterdiagramm der unrenormierten Vertexkorrektur. Die dufieren Impulse beider Unterdia-
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gramme sind ;. Die unrenormierte Selbstenergie und die unrenormierte Vertexkorrektur
lassen sich, wie in vorhergenden Abschnitten dargelegt wurde, schreiben als:

Blem(y) = £0 4 20 (f, - m) + 50 g,),

A(()l)’umen(épé].) — "YOA(I) + A(()l);ren(él’él) . (5.36)

Werden diese Relationen in die Unterdiagramme der Gegenterme GT1 (A21) und GT1 (B11)
eingesetzt, so ergibt sich das in Abbildung 5.12 dargestellte Resultat.
Diese Aufspaltung hat den wichtigen Vorteil, daf sich offensichtlich der Gegenterm GT1

------- (.41—m) :—-----f:(‘l)un
v v
N 0 > 0 g 0 - 0
m '
(4]
0 o ~ 2 0 + z 0 + 0 o
n n n n n n n n
GT1(a21) GT1(A21) 8) GT1{A21) b) GT1 (A21) o
0

GT1 (B11) GT1(B11) o GT1(811) b

Abbildung 5.12: Werden die Beziehungen (5.36) in die Unterdiagramme der beiden Gegen-
terme GT1 (A21) bzw. GT1 (B11) eingesetzt, so ergibt sich in diagrammtischer Darstellung
die in der Abbildung gezeigte Aufspaltung.

(A21) a) genau gegen den Gegenterm GT2 (A21) in Gleichung (5.35) weghebt. Ebenso heben
sich wegen der unrenormierten Wardidentitit die Gegenterme GT1 (A21) b) und GT1 (B11)
a) der Abbildung 5.12 gegenseitig weg. Dies wurde bereits an dem Beispiel der Gegenterme
GT3 (A21) und GT2 (B11) weiter oben demonstriert und in Abbildung 5.11 in diagramma-
tischer Weise dargestellt. Somit ergibt sich insgesamt fiir die Renormierung der Diagramme
(A21) und (B11) der in der Abbildung 5.13 dargestellte Ausdruck. Zn beachten ist selbst-
verstindlich, daf die Diagramme (A21) und (B11) jeweils mit einem Faktor 2 multipliziert
sind.

Die Diagramme (A11), (B21) und (C11) sind topologisch vollkommen den Diagrammen
(A21) und (B11) dquivalent. D.h. das Diagramm (A11) enthélt als Unterdiagramm die unre-
normierte Selbstenergie, und die Diagramme (B21) und (C11) enthalten jeweils als Unterdia-
gramm wieder die unrenormierte Vertexkorrektur. Deshalb kann die dufiere Renormierung
der Diagramme (A11), (B21) und (C11) vollkommen nach demselben Schema behandelt
werden, welches zu den Gegentermen der Diagramme (A21) und (B11) fithrte. Es ist klar,
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Abbildung 5.13: Der renormierte Ausdruck der Diagramme A21 und B11.

daB sich dann die Gegenterme der dufieren Renormierung der Diagramme (A11), (B21) und
(C11) gegenseitig in genau derselben Weise zusammenfassen lassen, wie es in den Diagram-
men (A21), (B11) der Fall war. Somit ergibt sich als Summe aller Gegenterme der &uferen
Renormierung der fiinf Diagramme (A11), (A21), (B11), (B21) und (C11) der folgende ma-
thematische Ausdruck:

2Fll_‘An + 2FPA21 + 2FFB11 + 1FFBz1 + 1FI"c11
= 2FFA11 + 2FFA21 + 2FFB11 + lﬁ'rm] + 1Fl—‘cu

—Gegenterme der inneren Renormierung — I; — I . (5.37)

Die beiden Integrale I und I; sind dabei gegeben durch (mit ¢ = (Fy, q,)):

T d &3
L = Tr/ B 9

@m)J (@)
x [Agl)ren(él, él)ﬁl — ; + ie’yo 4, — ; + ie% g, — rln + ie’yo g, — ; + i€
= nlz + ieAgl)ren(él’ él)él - 11% Fic gy — ; Fie gy — :n + de
+’Yoé1 Tt ieyoél — Tln n ie&(al)mn(ﬁpfh)él _;_l_ ie‘)’oél — ; Tie
if“’)’o g, —m+ Ge 10 g, — 711 e g — 'nlz + ieA(()l)ren(él’ él)ﬁ]

(5.38)
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bzw.
Iz = Tr 70 Elgl— d3q1
J_(@m)J (2r)
1 - 1 1 1 1
________2(1)ren :
X [”"gl G Vet R Ly e Ly p———7
1 1 - 1 1 1
i E(l)ren : -
+7°,zjl - m—l—ie%gjl —m+ i€ (’jl)gl —m+2670¢}1 - m+z670,zjl —m + 1€
1 1 1 - 1 1
2(1)ren
+fyﬂél —m‘l‘iﬁlyoél —m+i670’ﬁl —"m+7:6 (él)ﬁl—m-}-iﬁ‘mﬁl—m-{-ié
1 1 1 1 A 1
E(l)ren ] .
+’Yoél —-m—i—ie%él —m-[—z'e’yogjl —m+i6705g§1 ot ic (ﬁlll)él —_—m-]—ie

(5.39)

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB8 der Gegenterm der &dufleren Renormierung des Dia-
gramms (C21) noch nicht inbegriffen ist. Dieser Gegenterm des Diagramms (C21) wird nach
der Diskussion der beiden Integrale (5.38), (5.39) behandelt und ist von wesentlicher Bedeu-
tung. Die Integrale (5.38) und (5.39) sind selbstversténdlich immer als regularisierte, d.h.
endliche Integrale zu verstehen, wobei die Art der verwendeten Regularisierung vollkommen
beliebig sein kann.

Die renormierte Selbstenergie und auch die renormierte Vertexkorrektur haben keine Pole.
Das bedeutet, daf die obigen beiden Integrale I, I; nur Pole bei By = i\/q% + (m — i€)?
haben und deshalb eine Wickrotation E; — ¢F; in den Euklidischen Raum durchfithrbar
ist, denn in der E1—Ebene fallen die Integranden in der oberen/unteren Halbebene gentigend
schnell ab. Zur Diskussion der Integrale I, I, ist es deshalb sehr niitzlich, sie in Ober-
flichenintegrale umzuschreiben. Dazu selen zunichst die beiden folgenden Integrale 14, Ip
(im Minkowskiraum) betrachtet:

Iy, = -Tr / dEl (‘;373)13
S L S i |
und
Ig = -Tr / dEl ée;?);
a% [E(nren(;}l) 7 _}n T 7 _; pall 7 _ﬂ; T 7 “Tln +z’€] =0, (5.41)

Diese Integrale sind Null, da Oberflichenintegrale regularisierter Integranden im Euklidi-
schen Raum verschwinden [171] (auf eine Wickrotation dieser beiden Integrale wird hier aus
Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet). Wird nun wieder die Relation

L, 1 1 1

- ! 3
0By fy —m+ic fi—mtie Cfy —m+ic (5.42)




174 5 Zwei—-Photonen—Vakuumpolarisation

als auch die renormierte Ein—Schleifen—Wardidentitat
o

S S0 = —AO™ (G g) (5.49

und die Invarianz einer Spur unter zyklischer Vertauschung der in ihr auftretenden Opera-
toren verwendet, so folgt unmittelbar:

Ij+Ig = L+

T dE, d3q1 g . (1)ren 1 1 1
~Tr _[o (2m) J (2m)* | \OEA s (s ) g, —m+ ie 10 g, —m+ ic 4, —m+ie

(5.44)

Dieses interessante Resultat besagt, daf sich die Gegenterme der &ufleren Renormierung der
Diagramme (A11), (A21), (B11), (B21) und (C11) zu einem einzigen Gegenterm GTSumme
zusammenfassen lassen, welcher die folgende Stuktur besitzt:

GTS™™ — Tr 7

—c0

dEl d3q1
(2m) J (2m)3

1 —m—l—ie%fjl — m—l—ie%;h —m+ i€
(5.45)

Renormierung des Diagramms (C21) und Zusammenfassung aller Gegenterme der
duBeren Renormierung

An dieser Stelle ist es nun notwendig, die Renormierung des Diagramms (C21) zu betrachten.
Die Renormierung des Diagramms (C21) ist von allen Diagrammen, welche eine dufiere
Renormierung erfordern, die unkomplizierteste, denn die beiden Unterdiagramme g2y des
Diagramms (C21) sind konvergent, d.h. ihr oberflichlicher Divergenzgrad ist negativ. Der
oberflichliche Divergenzgrad des gesamten Diagramms (C21) ist jedoch

w(Ten) =0, (5.46)

und somit muss eine #uflere Renormierung dieses Diagramms durchgefithrt werden. Das
Diagramm wurde noch einmal in Abbildung 5.14 dargestellt. Die Energieverschiebung dieses
Diagramms 188t sich wieder wie folgt schreiben:

Bk A3k, Pk
) et @rel @)

AE,EGH) _ e4<n

1 .
oy ks ¥ Fa)? Fic. Tom "> ' (5.47)

Die herauslaufenden Impulse sind k; = (0,k;), 7 = 1,2,3. Das Feynmandiagramm D¢y
lautet im Energie-Impuls—Raum

% gilkathatks)r V(kl)V(kz)V(k3)02

n d4 d4q N
FF021 =Tr (_2%12@‘”_)24 Irg, (klv kg, k3, qu, q2)
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C21

Abbildung 5.14: Das Diagramm C21. Es erfordert keine innere Renormierung, sondern nur
eine dufere Renormierung, denn die beiden Unterdiagramme sind konvergent.

mit

Ir oy (b, By e )= o ( 1

Toa {1, %2, %3, 41,92) = &+ ie 7Oél+kl+k2—]-k3-—m+’iﬁ‘yo

X - ; " 1 K
é1+¢2+k3"m+i6’yaé1_éz“l‘%z’l‘kz,“m'*—ie Oél~éz+k3—m+i€ ’

1 1 )

y e ). 5.48
ﬁl_éz“m+z‘57 fiy —m + 1€ ( )

Die Anwendung der R—Operation auf den Integranden dieses Diagramms ergibt
Bron = Iro, — —t'%rg, : (5.49)
gufere Renormierung

Entsprechend gibt es also nur einen Gegenterm dieses Diagramms, und er lautet nach Ein-
setzen von (5.49) in (5.48):

dCh d‘b

d'qi d'q p
(271_)4 (27‘_)4'[: c21 IF(;21 (klp k27 k33 qi, qZ) (23]_)4 (2 )4 Ir021(0 O 0 NN q2)
GT1(C21)
— / d4QI 70 ( d4q2 1 ’ 1
(2m)* - + 26 él -m + i€ (2m)* g3 + ie’mél -, —m+ie
1
o e +i Va) TR (5.50)
f. —fdy—mtie g —fp—mtie’ S —m+ie .



176 5 Zwei—Photonen—Vakuumpolarisation

Der Term in Klammern 148t sich nun unter Verwendung der Beziehung (5.42) ebenfalls als ein
Ableitungsterm der unrenormierten Vertexkorrektur wie folgt umschreiben (¢1 = (E41,4q;))

( d4q2 1 1 1 a)
(2m)* g3 + e g — éz m+ e’ 141 —fh—m+ i gy~ g, —m+ ie |
_1 B

und so ergibt sich fiir den Gegenterm GT1 (C21) insgesa,mt
B dE, [ d’q,
GT1(C21) = / o

1 1 0 1
T unremn .
r[%ﬁl——m—l—ze gjl—m-i-ze(BEA (él’él))él—m—i—ie}

(5.52)

Da das Diagramm (C21) zweimal auftritt, d.h mit einem Faktor 2 multipliziert werden muss,
und aufgrund der Relation

0 ren 9 unren
SE M) = AT ) (5.53)

welche unmittelbar aus (5.36) folgt, ist somit klar, daf sich der Gegenterm 2 GT1 (C21)
exakt gegen den Term GTS"™™° aus Gleichung (5.45) weghebt. Mit den Relationen (5.45)
und (5.53) ist somit bewiesen worden, dafl die Summe aller Gegenterme der dufieren Renor-
mierung der regularisierten Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation verschwindet [172]. Somit
miissen nur die Gegenterme der inneren Renormierung betrachtet werden. Dieses Resultat

stellt eine wesentliche Vereinfachung in der numerischen Auswertung der Zwei-Photonen—
Vakuumpolarisation dar.

5.3.3 Die innere Renormierung

Aus den Ergebnissen des vorangegangenen Abschnitts folgt, daBl nur die Gegenterme der inne-
ren Renormierung betrachtet werden miissen und dafl demzufolge die in Abbildung 5.4 darge-
stellte Potentialentwicklung ausreichend ist, um alle Gegenterme zu erhalten. Selbstverstand-
lich beinhaltet eine innere Renormierung der Diagramme der Abbildung 5.4 bereits auch die
Gegenterme der inneren Renormierung der im vorhergehenden Abschnitt behandelten Dia-
gramme. Die Gegenterme der inneren Renormierung lasssen sich recht einfach deduzieren,
denn die Unterdiagramme der zu renormierenden Diagramme (Al),(A2),(A3),(B1),(B2) und
(C1) sind wieder die bereits bekannten divergenten Ein—Schleifen-Diagramme Selbstenergie

und Vertezkorrektur. Somit werden einfach alle divergenten Unterdiagramme nach folgendem
Schema ersetzt:

2(1) unren(é) — 2’3(1) unren(é) _ 2(1) _ 2(1)’ (é . m) ,

(1) unren(é, Zé) N Agl) ulrmen(é7 66) — 70 A(l) A (5.54)

Diese Renormierungsprozedur ist in der Abbildung 5.15 in diagrammatischer Form darge-
stellt. Die Killen-Sabry—Diagramme sind in der Korrektur héherer Ordnung nicht mehr
enthalten, und deshalb ist es nicht notwendig, diese Diagramme zu renormieren.
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5.3.4 Der renormierte Ausdruck der
Zwei—Photonen—Vakuumpolarisation

Die hergeleiteten Gegenterme der inneren Renormierung miissen in einer Form zusammen-
gefaBit werden, welche eine mdglichst einfache Auswertung zuldfit. Die Terme proportional
zu ()’ heben sich wegen der unrenormierten Wardidentitit £ = —A(®) exakt gegen die
Terme heraus, welche proportional zu A1) sind. Die verbleibenden Gegenterme proportio-
nal zu =) kdnnen zusammengefaBt werden, indem die Potentialentwicklung in diesen Ge-
gentermen umgekehrt, d.h. riickgidngig gemacht wird. Die so gefundenen Terme stellen den
gesuchten Ausdruck der Gegenterme fiir die Korrektur hoherer Ordnung der Zwei-Photonen~
Vakuumpolarisation dar. Somit konnte erstmalig ein mathematischer Ausdruck fiir die renor-
mierte Energieverschiebung des Diagramms der Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation herge-
leitet werden [172]. In Abbildung 5.16 ist der so gefundene Ausdruck in diagrammatischer
Form dargestellt. SchlieBlich seien zusammenfassend die mathematischen Ausdriicke notiert,
welche den Diagrammen der Abbildung 5.16 entsprechen. Der renormierte Ausdruck 1a8t

sich schreiben als

AEXPVP ren __ (nm—VPVP _o[JA0 _ 1B _ »(1) (Z—”]G'Tl - 20@1‘2) ln> )

(5.55)

Das Potential UYFY® wurde bereits in (5.20) angegeben. Die Potentiale der beiden Kallen—

Sabry—Diagramme lauten (mit o = 1):

A 7 7Td
UAO(’I"l) = 64/d37‘2 d3T3 Cl3’l'4 d31'5 / d—E—l —E'Z‘
E 2m . 2m

xD%®(ry — 7, O)D"‘ﬁ(r;; — 7y, B3)V(73)

XTr [S%(rg — 73, B1 ) e S (rs — 74, B1)Sp(ra — 75, By — E2)ap

XS%(Ts — Tz,El)] (5.56)
und
- 7 dB, T dE
BO 4 3 3 3 3 1 2
U (7’1) = € /d ) d T3 d T4 d ’1’5_/ ——27(' J Dy

XDOO(’P1 — T2, O)Daﬁ(’l‘3 — T4, Eg)‘"("‘;;)

XTI' [S%(Tg — T3, El)aaS%(m = Ty El - E:z)S%(?’s — Ty, AEI - Eg)aﬁ'

.,
(21
o
-1

XS%(T‘i ~— T2, E1)] B
und die mathematischen Ausdriicke der Potentiale der beiden Gegenterme lauten:

ﬁGTI Ty = 82 dg‘rg d37’3 @DGD T "'“?";;,0
J om

Les)

o’

pa
—o0
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xTr [S’F(rz,rg,E)fyg,S'F(r?,,rQ,E)] (5.58)
bzw.

. T dE
UGTZ(’Pl) - 62/d3‘r2 d3”'3 d3fr4 / —2—7;a0D00(T1—T2,0)V(7’3>

XTr [105%(r2 — 73, E)S3(rs — v4, B)Sh(ra — 73, E)] . (5.59)

Es sei bemerkt, daf der vielleicht etwas seltsam erscheinende Gegenterm GT2 in dem Gegen-
term GT1 ebenfalls enthalten ist. Dies wird nach einer Potentialentwicklung des Gegenterms
GT1 klar. Somit hebt sich insgesamt der Gegenterm GT2 heraus. Das ist anch vollkom-
men verstindlich, denn der Gegenterm GT?2 ist ein typischer Gegenterm der Kéllen-Sabry—
Diagramme A0 und B0, d.h. er sollte in dem renormierten Ausdruck der Energickorrektur
hoéherer Ordnung tatsachlich nicht auftreten.
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2 2 23" 25"

Al Al CT1 {Ad) CT2 (A1)
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A2 CT1 (A2) cT2 (A2)
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B1 B1 CT1 (B1)
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A
ci ci CT1 (C)

D
=
e

Abbildung 5.15: Die innere Renormierung kann durch Ersetzung der divergenten Unterdia-
gramme entsprechend der Gleichung (5.54) durchgefithrt werden. In den Gegentermen GT2
(A1), GT2 (A2) und GT2 (A3) konnten die Kreuze zusammen mit dem Faktor (§ — m)
weggelassen werden, denn die Diracstruktur (§ — m) kiirzt sich exakt mit dem Elektronen-

propagator 1/(§ — m).
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AEh.o. ren _ _ i

VPVP A0 BO

GT1 GT2

Abbildung 5.16: Der renormierte Ausdruck der Korrektur héherer Ordnung der Zwel—
Photonen—Vakuumpolarisation. Die Gegenterme der inneren Renormierung kénnen zu den
zwei Gegentermen GT1 und GT2 zusammengefait werden.
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5.4 Die Partialwellenentwicklung

In diesem Abschnitt soll die Partialwellenentwicklung der mathematischen Ausdriicke der re-
normierten Zwei—Photonen—Vakuumpolarisation durchgefiithrt werden. Da die Impulse k£ und
k' als Argumente in den sphirischen Besselfunktionen explizit angegeben werden miissen,
ist es sehr zweckmaBig, in diesem Abschuitt die einzelnen Ortkoordinaten in den Matrix-
elementen ebenfalls explizit mitzuschreiben. Dementsprechend lautet die Notation eines Ma-

trixelements

(s (r1)|e#CH(1) gz, (1) |e(r1)) = /437‘1 @t (r1)o* CP (01, ¢1)iL, (kri)pu(rs) . (5.60)

Neben der sphirischen Entwicklung der gebundenen und freien Elektronenpropagtoren wird
in der numerischen Auswertung auch der Photonenpropagator nach Partialwellen entwickelt.
Diese Entwicklung verlduft nach demselben Schema, welches in der Zwei-Photonen—Selbst-
energie angewendet wurde. D.h. es werden zunéchst die vollen Elektronenpropagatoren bzw.
freien Elektronenpropagatoren und der Photonenpropagtor in die Potentiale eingesetzt. Nach
Ausfithrung der Winkelintegration im Exponenten entsteht wieder die typische sin(kr)/r—
Struktur, welche nach Partialwellen entwickelt wird. Fiir das Potential der unrenormierten
Energieverschiebung entsteht so nach Ausfithrung der Spur:

64

@y

OVPVP(p,) =

0\8

dk [ K7k 3 1(Er, B, By )
4]

7,5,%
x 3 (2L 4+ 1)(2Ls + 1)CH (1) gz, (kri) e,
L1,L=0

% (ip4(r2) |0 C™ (2) 71, (kr2) s (72)) {100 (P3)|0aC? (8L, (K'rs) pe(73))

X (ps(14)|a* CP* (4) 1, (K'ra)|ps(r4)) - (5.61)

Die sphirischen Tensoren mit demselben Drehimpuls L sind dabei jeweils vektoriell multi-
pliziert. Da in der Summe iiber die Quantenzahlen 7, s, iiber alle Orientierungen m,, ms, m,
des gesamten Drehimpulses j summiert wird, kann gezeigt werden, dafl

p = 0, dh o = =1 (5.62)

gelten muss. Aus dieser Einschrinkung kann sofort eine weitere Vereinfachung gefolgeri
werden, denn aus der Energieverschiebung (5.55) folgen mit Einsetzen des Potentials (5.62)
nun mit einem beliebigen duBeren Zustand n immer Matrixelemente der Form:

{on(r1)|CP* (81, b1)dL, (kra)len(r2)) - (5.63)
Das Einsetzen der Wellenfunktion |i,,) ergibt unmittelbar die folgenden Winkelintegrale

2["1 + 1{*&@ v
4 U810 lmy Dy Ay

2w T
_/d¢1/d91 §in 01 Yoy ,m, (01, 91) Y1, a5, (01, é’l)Ygf,m;(é’iﬂfﬁ) =
0 0

{5.64)
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Die Clebsch~Gordan—Koeffizienten C sind aber nur dann von 0 verschieden, wenn die Rela-
tionen

=1 < Li<lhi+1s,

my + ma M,

i

L+Ly+ 1, muss geradzahlig sein (5.65)

erfiillt sind. Diese Beschrankungen bedeuten, dafl die Summe iiber die Partialwelle L; nach
endlich vielen Summanden abbricht, so daB es effektiv nur eine Summation iiber die Par-
tialwelle Ly gibt. Fiir den wichtigen Fall, daB der #auBere Zustand n der Grundzustand ist,
bedeuten diese Bedingungen z.B., daB nur der eine Summand L; = 0, M; = 0 beitrégt. Die-
selben Aussagen gelten selbstverstindlich auch fiir alle Gegenterme, denn das betrachtete
Matrixelement ist in allen Termen impliziert.

Die Partialwellenentwicklung der subtrahierten Kallen—-Sabry—Diagramme lautet (unter Be-
achtung von (5.62)):

4 [o,0] o
rAO _ € 12 191 3 3 3 3
089(ry) = ————(sz)zofdko/k dk/dplfdpzfdp3/dp4
XIZ(EPNEPz:EPs)EpukI) Z (2L1+1)(2L2+1)CL1(1)jL1(kT1)
L Lp=0

x(p4ICL1 (2)d1, (kra) 1) (P1|V(73)|P2)

X (ol C™ (4) ]z, (K'ra)ps) (Psle” C(5)71, (K'7s) |pa) (5.66)

bzw.

U%%(ry) = —Zz—:r%afdkfk’zdk’ / &ep, / &ep, f &Pps ] &p,
0 0

XI3(EP1 ) EP27 Epa) Ep47 k,) Z (2L1 + 1)(2L2 + ]‘)CLl (l)le (krl)
Ly,L=0

(P4l CP(2)1, (kr3) py) (P1lowC™ (3)ir, (K'rs)|pa)

x(pa|V(7s)lps) (Pl ctz (4)71, (kl""‘i) [P4) (5.67)

Dabei wurde mit |p) wieder wie im Fall der Zwei-Photonen—Selbstenergie die Wellenfunktion
eines freien Elektrons bezeichnet. SchlieBlich sei auch noch die Partialwellenentwicklung der
beiden Gegenterme GT1 und GT2 angegeben:

~ ‘ 2 oo oo
0 ry) = =50 [ a3 1B, E) Y 2Ly + 1)C% (1)jr, (kry)
w2
0

ryt I1=0

< {ipe(72)|CH1(2) i, (ra)len(r2)Hor (73) Irolioe(7s)) (5.68)
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und

2 (0]
UGTZ("'l) = 56/;52(1) / dk / d3P1d3P2d3P3
0

[e <]

XIs(Epy, Bpyy Bp) > (2Ly + 1)CP (1)5z, (k) (04 |V (rs) Ip,)

Li=0

X (ps|C™* (2)j1, (kr2)|P:1) (PslY0lP3) (5.69)

Dabei ist zu beachten, daff in den Termen mit freien Elektronenzustdnden selbstverstandlich
iiber die positiven und negativen Energiezustdnde zu summieren ist. Die Energieintegrale
I, Iy, Is, I, Is lassen sich analytisch l6sen und sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit im
Anhang angegeben. Der Gegenterm Y kann wie im Fall der Zwei-Photonen—Selbstenergie
unter Verwendung des Virialtheorems nach Partialwellen L, entwickelt werden (s. Abbildung

4.5).



6 Selbstenergie—Vakuumpolarisation

Um klar zu sehen, geniigt oft ein Wechsel der Blickrichtung.
Antoine de Saint-Exupéry (1900-1944)

6.1 Einleitung

Das Diagramm der Selbstenergie-Vakuumpolarisation S(VP)E ist in der Abbildung 6.1 dar-
gestellt. Dieses Diagramm ist deshalb von besonderer Bedeutung, da es ebenso wie die Zwei-

S(VP)E

Abbildung 6.1: Das Diagramm der Selbstenergie-Vakuumpolarisation S(VP)E.

Photonen—Vakuumpolarisation nur in Uehling—Nzherung berechnet und somit der Beitrag
dieses Diagramms zur Lamb—Verschiebung bisher fiir kein einziges Element betrachtet wor-
den ist. Die einzige iiber die Uehlingniherung hinausgehende Berechnung wurde fiir das
Wasserstoffatom in [173] von Pachucki (1993) durchgefiihrt, jedoch auch in dieser Berech-
nung wurde nicht der volle Beitrag S(VP)E ausgewertet. Interessanterweise stellte sich dabei
heraus, daff die von Pachucki berechnete Korrektur (—5.33 kHz) grofer war als der Beitrag
der Uehlingnéherung (—3.16 kHz). Fiir die hochgeladenen Ionen (Z > 50) werden etwa
30% Korrektur zur Uehlingnidherung erwartet. Da der Beitrag dieses Diagramms zur Lamb-
verschiebung fiir Uran (Z = 92) in Uehlingndherung nur —0.13 eV betrégt, scheint fiir
Lambshift~Berechnungen hochgeladener Ionen trotzdem der exakte Beitrag des vollen Dia~
gramms venachlissigbar gegeniiber dem Uehlingbeitrag. In den zukiinftigen Experimenten
sind jedoch experimentelle Fehlerschranken bis hinunter zu £0.1 eV zu erwarten. Das be-
deutet, dal dann durchaus der exakte Beitrag dieses Diagramms sogar fiir hochgeladene
Ionen in naher Zukunft relevant wird. Ziel dieses Kapitels ist es, fiir dieses Diagramm einen
renormierten Ausdruck herzuleiten. Es sollte zudem erwahnt werden, daf der in diesem Ka-
pitel hergeleitete renormierte Ausdruck auch giltig ist fiir die Delbrick-Strevung (dies ist
die Streuung von Photonen beliebiger Energie durch ein externes elektrisches Feld). Das
Diagramm der Delbriick—Streuung ist in Abbildung 6.2 dargestellt. Eine andere wichtige
Anwendungsmoglichkeit ist die Aufspaltung zweier Energieniveaus ¢ und b. Solch ein Dia-
gramm ist in der Abbildung 6.3 dargestellt. Allerdings wurde in den Arbeiten [168, 169] fiir
diese Diagramme bereits ein renormierter Ausdruck hergeleitet und dieser dort ebenfalls fiir
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N

reales Photon

Abbildung 6.2: Das Diagramm der Delbriick-Streung.

ExQ E=0

a b

Abbildung 6.3: Die Aufspaltung zweier Energieniveaus ¢ und b eines Atoms durch die Va-
kuumpolarisation.

den Fall £ # 0, F < 1 auf Eichinvarianz untersucht. Die Methoden der Untersuchung der
Eichinvarianz des renormierten Ausdrucks in diesen Arbeiten griinden sich auf die in [93] vor-
geschlagene Methode. Dennoch sollte erwahnt werden, daB der in diesen Arbeiten gewidhlte
Zugang zum Beweis der Eichinvarianz leider nicht geeignet und nicht verallgemeinerbar er-
scheint fiir das Diagramm der Selbstenergie-Vakuumpolarisation, denn im Diagamm S(VP)E
kénnen in die Elektronenschleife beliebig grofie Energien hineinfliefen. Gerade durch diese
Eigenschaft ist aber eine Wick-Rotation in der komplexen Energieebene nicht méglich, auf
welche sich aber die Untersuchungen in den gerade erwdhnten Arbeiten stiitzten. Deshalb
war es notwendig, einen etwas anderen Zugang zu wahlen, welcher in diesem Kapitel einge-
hender erlautert wird.
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6.2 Renormierung der Selbstenergie—Vakuumpolarisation

6.2.1 Potentialentwicklung

Zunichst ist wieder eine Potentialentwicklung des vollen Elektronenpropagators im Dia-
gramm notwendig, um eine Renormierung durchfithren zu kénnen. Der mathematische Aus-
druck der Energieverschiebung des Diagramms der Selbstenergie-Vakuumpolarisation ist

gegeben durch
TdE, T dE, [ &r d%« Brs [ Pr
S(VP)E _ 4 1 2 / 1 / 2 3 4
AE, ¢ / / @y ) @y

X@i(rl)aySF(En - El) T, rz)aﬁson('r2)Dlw(E17 T, r3)Daﬂ(E17 T4, ”‘2)

xTr [OZVSF(El -+ Eg, T3, T4)aaSF(E2, T4, 7’3)] . (61)
Die Potentialentwicklung dieses Diagramms ist in der Abbildung 6.4 dargestellt.

6.2.2 Renormierung

Das Diagramm (A1) muss nicht renormiert werden, denn es ist, unter Verwendung eines
effektiven Photonenpropagators, bereits berechnet wurden [101, 112]. Deshalb kann dieses
Diagramm vom gesamten Diagramm S(VP)E subtrahiert werden. Somit ergibt sich wie im
Fall der Zwei-Photonen—Vakuumpolarisation die Korrektur héherer Ordnung zu

A ETSL(VP)E ho. _ A ES(VP)E — A ES(VP)E Uehling ‘ (6.2)

Diese Gleichung wurde in der Abbildung 6.5 in diagrammatischer Weise dargestellt. Der ober-
flichliche Divergenzgrad w sowohl der Unterdiagramme « als auch des gesamten Diagramms
[ ist im Fall der Graphen (A3), (B2), (C2) und (D) negativ und somit sind diese Dia-
gramme konvergent. Deshalb brauchen nur die Diagramme (A2), (B1) und (C1) renormiert
zu werden und sollen Gegenstand der Untersuchungen dieses Abschnitts sein. Die Summe
der divergenten Diagramme ist in der Abbildung 6.6 dargestellt. Mit den in der Abbildung
6.6 angegebenen Konventionen folgt der mathematische Ausdruck der Energieverschiebung
dieser drei divergenten Diagramme zu:

/ dEl /' dEz (l37'1 (lg’l'z d3’1'3 d‘s?"»; f (]”Tr / (]%7‘;
2n J (2r)3J (2xpJ (2x)P ) (2w)3 ) (2m)?

A EB2)+(B1)+(C1)

Nn‘

x @} (r1) ey Sr( By — Ey, "‘177‘2)016%%(7‘2)1)””(51,Tlerz)D'iﬁ(Eh T4,72)
xTr [QVS%(El + B, 75— 74)0ia SP( By, Pa—16)V (76) Sp{ B, o175 )V (15 ) Sp( Ly, 75 3
40, S%( By + By, r3—16)V(76) Se(Er+ Eay 16— 14 )aa Se{ Ep Py =150V (05) SP{ Ky, 15— 73)

—{—a,,S?;-(E1 4 Ez, T3 "‘rB)‘P(TS)S?(EI -+ l.’;z, 7’5—“7'5;3 1'11':,}5‘?;{ PJ; R ll;., Ty—17 ;3(%»“ Lh Pa—P3 i] .
(6.3}
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W oy
ci c2 D

Abbildung 6.4: Die Potentialentwicklung des Diagramms der Selbstenergie—-
Vakuumpolarisation. Der volle Elektronenpropagator muss solange entwickelt werden,
bis alle Diagramme bzw. Unterdiagramme, welche einen vollen Elektronenpropagator
enthalten, konvergent sind. Die Diagramme A3, B2 und C2 und D sind konvergent, denn
sowohl fiir ihre Unterdiagramme als auch fiir das gesamte Diagramm ist der oberflachliche
Divergenzgrad negativ. Das Diagramm Al ist der Uehlinganteil und kann subtrahiert
werden, da es bereits berechnet worden ist. Die Diagramme A2, B1 und C1 sind Gegenstand
der Renormierung in diesem Kapitel.

h.o. -
A E n = n ijLL‘n n 1@1 n
Al

S(VP)E

Abbildung 6.5: Wird der bereits berechnete Uehlinganteil vom gesamten Diagramm der
Selbstenergie-Vakuumpolarisation subtrahiert, so stellt dies die Korrektur héherer Ordnung

dar.
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A E g\2+B1+C1) —

Abbildung 6.6: Die divergenten Diagramme A2, Bl und C1 der Energiekorrektur hoherer
Ordnung, welche renormiert werden miissen.

Um diese Energieverschiebung renormieren zu kénnen, muss eine Fouriertransformation in
den Energie-Impuls-Raum durchgefiihrt werden. Es ist dabei entscheidend, festzustellen,
welche Impulse als duBere Impulse anzusehen sind. Deshalb ist es sehr instruktiv und auch
fiir die weiteren Betrachtungen wesentlich, die genaue Struktur der Energieverschiebung
dieser zu renormierenden Diagramme im Energie-Impuls—Raum explizit zu notieren. Der

0,k
¥ a o’ks

EZ:'&
-\

ok,

AE '(..:\2+B1+C1) — B ki kork,

Abbildung 6.7: Die divergenten Diagramme (A2), (B1) und (C1) der Energiekorrektur héher-
er Ordnung in der Energie-Impulsdarstellung.

Ausdruck der Energieverschiebung der Diagramme A2, Bl und Cl1 lautet mit den in der
Abbildung 6.7 angegebenen Konventionen der Impulse:

dE 3k >k &k
(A2)+(B1)+(C1) _ 1 1 3 4
AE: / ay ] (27r)3v(k3)/ @y )
1 1
F? — ke +ic B2 — (kg — Fop — koa)? + i€

(n(P)]e €17 o (11)) {pm(ra)|ae Trthethmn o (1))
XZ E, — B, — ;(1 — {€)

X

X ua00( By, boy; Br, by + kg + Fg; 0, a3 0, kg m) {6.4)
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wobei der Operator 1 das eigentlich zu renormierende Feynmandiagramm darstellt und
gegeben ist zu

I T dB, [ &k
Wa00( B, k1j By, by + ks + k43 0,k3; 0, kgsm) = /—_2/ 7r)23

2 J (2
xT: [ ! ! 7
T —Ya .
T (E1+ Eo)vo — (k1 + k2)y —m + ie! Eyvo — (ky — ks — ky)y — m + i€ 0
1 1
X —Yo T
Eovo — (ks — k3)y —m +iec Esvg— kyy —m +ic
+ L !
B + Ba)vo — (ki + Ba)v —m 36 " (Bx + Ba)vo — (k1 + Kz + kg)y — m + ¢
1 1
X —Yo ;
Eyvo — (kz - k4)‘7 —m-+ie By — kz")’ —m + 1€
1 1

Y B T Bayyo — (ba t Foa)y — ot i€ °(By + Ba)vo — (kr + Koz + bia)y — m + e °

1 1 ]
X —Yo " .
(E]_ -+ Ez)")/o —_ (kl -+ kz -+ k3 + k4)“y —m + Z€‘Y Ez"}’o - kz’)/ —m + 1€

(6.5)

Dieser Operator ist wieder der unrenormierte Vakuumpolarisationstensor 4. Stufe. In dem
Abschnitt 5.2 wurde bereits festgehalten, dafi dieser Tensor konvergent ist. Jedoch ist er
nicht eichinvariant. Genau aus diesem Grund ist eine Renormierung, welche nédmlich im-
mer eichinvariante Resultate liefert, trotz dieser Konvergenz des Tensors unerléfilich. Die
Renormierung dieses Operators erfolgt nun entsprechend der im Abschnitt 5.2 diskutierten
Vorschrift, indem die duferen Impulse und Energien im Gegenterm auf Null, d.h. auf die
Massenschale des Photons gesetzt werden:

ﬁﬁ‘oo(Eh Ey; By Ry + ks 4 ky;0,k3;0, ky; m)

= T, 000( By, k1; By, by + ks + k43 0, ks; 0, ky; m) — ﬁ#a00(07 0;0,0;0,0;0,0;m) . (6.6)

Dieser Ausdruck erfiillt die Relationen (2.183) der Eichinvarianz. Mit der Gleichung (6.6)
wurde zudem auch festgelegt, welche Impulse in der Energieverschiebung (6.3) bzw. (6.4) zu
Null gesetzt werden und auf welche Art dies zu erfolgen hat. Das bedeutet insbesondere, dafi
in den anderen Termen der Energiverschiebung selbstverstdndlich keineswegs die Impulse
Null gesetzt werden, sondern nur in dem Ausdruck des Vakuumpolarisationstensor.

6.2.3 Verschwinden der Gegenterme und Eichinvarianz

Da der Vakuumpolarisationstensor und damit die gesamte Energiekorrektur héherer Ord-
nung konvergent ist, ist eine Regularisierung nicht erforderlich. Jedoch wiirde eine Pauli—~
Villars-Regularisierung die Eichinvarianz sichern. In einem nicht regularisierten Ausdruck
tibernimmt diese Aufgabe jedoch der Gegenterm in (6.6), welcher aus genau diesem Grund
nicht verschwinden sollte. Umsomehr ist es interessant, festzustellen, daB bei Verwendung
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der sphérischen Entwicklung des freien und vollen Elektronenpropagators nach der Quanten-
zahl k dieser Gegenterm verschwindet, wenn nur bis zu einem endlichen £max summiert wird.
Die Eichinvarianz wird davon nicht beeintrachtigt, wie bereits eingehenden im Abschnitt 2.5
dargelegt wurde. Diese Aussage ist deshalb von Belang, da in der numerischen Auswertung
solcher Vakuumpolarisations—Diagramme gerade solch eine sphérische Entwicklung, welche
zugleich eine Regularisierung darstellt, zumindest bis hinunter zu Kernladungszahlen Z > 20
taséchlich in den meisten Zugingen verwendet wird. Dieses Verschwinden des Gegenterms
der Selbstenergie-Vakuumpolarisation unter Verwendung der sphérischen Entwicklung der
Elektronenpropagatoren soll in diesem Abschnitt dargelegt werden.

Ausgangspunkt ist der Gegenterm aus Gleichung (6.6)

- T dEy [ &k,
H#a00(0707070;<m) = _/ —‘é? (2—%)3
T [ 1 1
XA /yﬂEz’Yo - kz"y — m+i€7aE2’Yo — kz’)’ —m + 1€
1 1
X - i
i Fyyo —kay —m+ 1670 Eyvg — kay — m + i€
+ ! 1
,Y#EZ’YO —kyy—m+ 7;670 By — kay — m + ¢
1 1
X Yo - i _
7 Ez’)’o - kz")’ —m+ 2670 Ez’)/o — kory — m + i€
1

U e — oy — it ie 0 Byve — kay —m F ic

1 1 ]
X . [o'4 . .
o Eyvo — kyy —m + ZﬁA/ Exvo — koy —m -+ ic
| (6.7)

Es sei noch einmal festgehalten, dal der Gegenterm einen rein imaginiren Ausdruck dar-
stellt, wie im Abschnitt iiber den Vakuumpolarisationstensor 4. Ranges genauer dargelegt
wurde, s.a. [66, 57]. Dieser Tensor wird nun wie folgt umgeformt. Zunéchst folgt durch eine
Fouriertransformation des freien Elektronenpropagators im Energie-Orts-Raum

PE 4 (K etk Ik e~k ra
th( )eFripl(k) (6.8)

Sy(E, Py — = ,
F( Li? 7’2) (2,,.()3 = E— Ek(l —ze)

in den Energie-Impuls—Raum fiir den freien Elektronenpropagator in (6.7) unmittelbar die
Darstellung

1 L wi(ka)pl(ks)
— = et (6.9
Egvo — kay —m + 1€ = By — B, 4(1 — ie) (6.9)

mit ky = |ks|. Die Funktionen ¢;(k) sind dabei die Losungen der freien Diracgleichung im
Impulsraum, d.h. sie erfiillen die Gleichung

(B—m)pi(k) = 0 {6.10)
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mit der Normierung
ol (R)pi(k) = G, - (6.11)

Es sei bemerkt, daf diese Normierungsrelation keine Integration oder Summation iiber die
Impulse impliziert, d.h. fiir beliebige Impulse k gilt. Die Indizes 4 unterscheiden die vier line-
ar unabhingigen Losungen der freien Diracgleichung, d.h. die positiven/negativen Energie-
zustinde und die Spin-auf/Spin-ab-Zusténde des Diracteilchens. Einsetzen der Gleichungen
(6.9) und (6.11) in den Gegenterm (6.7) fithrt unmittelbar auf

oo

- dE, | dks
Hp,aoo(O,O,O,O,m) = /—27]_% @—r—)g

I @3, (ko)) (Ka) i, (F2) o}, (K2)
| 3 oz (om et e e pet =)

11,42=1
(6.12)

An dieser Stelle soll die sphirische Entwicklung des freien Elektronenpropagators verwendet
werden. Jedoch ist die sphirische Entwicklung des Elektronenpropagators im Energie-Orts—
Raum wesentlich einfacher als im Energie-Impuls—Raum. Deshalb ist es sehr zweckméfig,
obige Gleichung mit dem freien Elektronenpropagator in die Energie-Orts-Darstellung zu
transformieren. Dazu wird in obige Gleichung zunéchst eine é~Funktion eingeschoben:

. T dBy [ Pky [ PRy 5
Hua00(07 07 07 07 m) - —/ o (27‘_)3 (27[_)3 (Zﬂ-) 5(k1 kz)
L9 i (k1)el, (k1) i, (ka)el, (Foz)
Tthzzz::l 8E§ (a# E, — Ekl,ﬁ(l - ie)aa By — Ekzﬂ'z(l - iﬁ) .
(6.13)
Wird diese §—-Funktion durch das Integral
3 -_— .
Sk —ks) = [T (le—‘")s”)e“"”"“”"“"’” (6.14)
T

ausgedriickt und in (6.13) eingesetzt, so folgt unmittelbar die Energie~Ortsdarstellung des
Gegenterms zu

1 1 T dE
Upa00(0,0,0,0,m) = 5 f —Z?Z/dB('ﬁ —73)
32

o83

wobei ebenfalls die Darstellung (6.8) des freien Elektronenpropagators eingesetzt wurde. Die
réumlichen Komponenten der Diracmatrizen in (6.15) geben keinen Beitag. Dies kann unter
gweimaliger Verwendung der Identitat

oy = (E—(]])irac__E) Ty — T3 (ﬁ(})}irac__E) » .7: 17273 (616)

XTI‘(i (Ol“S%(Ez, Ty — Tz)()[as%(Eg, To — 7’1)) ] 5 (615)
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und der Relation
(AP — ) S3(B,r1—72) = §(r1—m3) (6.17)

bzw. ihrer konjugierten Version gesehen werden. Dabei ist HDP¥*° der freie Diaracoperator
ohne Coulombpotential. Somit folgt nun insgesamt der Ausdruck des Gegenterms mit g = 1

za

A 1 7 dE 8?
Hﬂ=0a=000(0, 0,0,0,m) = *2- / 2—7]_2/d3(’l‘1 —_ T2)Tr[5_E—22 (S%(Ez,’l’l — Tz)S‘g-v(Ez,’f‘z — '1“1))}

= %4"2?_ [8E3 (SF(E?*’O))J

= % 77]3— [3E3 (S%(Ba, 71 — rl))] (6.18)

wobei im vorletzten Schritt nach Integration iiber d*(r; — r,) wieder die Normierung (6.11)
zur Anwendung kam. Der freie Elektronenpropagator im Energie-Impuls-Raum ist wegen
der Translationsinvarianz dieses Propagators nur eine Funktion der Energie und der Dif-
ferenz der Koordinaten zweier Orte. Dies wurde im letzten Schritt beriicksichtigt. Es sei
ebenso erwihnt, dal der freie Elektronenpropagator S%(Hs, 71 — 71) eine divergente Gréfle
darstellt, was unmittelbar aus der expliziten Form (2.53) folgt. Diese Eigenschaft des Aus-
drucks (6.18) impliziert deshalb die Notwendigkeit einer Regularisierung dieses Gegenterms
und steht damit in Ubereinstimmung mit den im Abschnitt 2.5 getroffenen Aussagen, nach-
dem der Gegenterm alleine eine unbestimmte Gréfie darstellt und regularisiert werden muss.
Es ist interessant festzustellen, dafl exakt derselbe Term in [93] ebenfalls im Zusammenhang
mit der Eichinvarianz der Vakuumpolarisation in einer etwas anderen Herleitung unter Ver-
wendung der Pauli-Villars—Regularisierung untersucht wurde. In [93] wurde demonstriert,
daf der Gegenterm (6.18) verschwindet, wenn die sphérische Entwicklung des freien Elektro-
nenpropagators, welche ja als eine Regularisierung aufgefasst werden kann, eingesetzt wird
und die Summation iiber die Quantenzahl £ nur bis zu einem endlichen K.y lduft. Diese
Aussage soll kurz verifiziert werden.

Wird zunéchst die spharische Entwicklung des freien Elektronenpropagators in (6.18) einge-
setzt, die Spur ausgefiithrt und iiber die Quantenzahl 1 (welche an dieser Stelle nicht mit dem
Index p des Vakuumpolarisationstensor verwechselt werden sollte) summiert, so entsteht

T dE, ©°
—0a=000(0,0,0,0,m) = EZ / ET.%E_E_S

rt1/2—p 2 kt1/24p 2
8 [G%’l”; (—*2;:_1— Viersfop-1/2-1/2(0,0)) + Toea1 Yier1/21-1/2,04172(0, 0)] |

k~1/24p K—1/2—~p N
““"é;uf/i_"l'— Yi/2-172,04172(0, U)} I

G22
TG0k - ( 2k —1 Y

(6.19)



194 6 Selbstenergie—Vakuumpolarisation

Unter Verwendung der Relationen

Z(/L +1/2) |Y|n+1/2|—~1/2,uﬂ:1/2|2 = 0,
I

S (u£1/2) Yeerjz-/zuzrel” = 0 (6.20)
©
folgt somit aus (6.19) unmittelbar
- 1 [dBy &
H#:OO{:OOD(O) 07 07 O) m) E / o TES’
11 K 2 K 2
. G"”‘z,; B 1 |t/ 2 + 5 [Yierr/ai-1/2,41/2(0,0)
22 K 2 2
+G0;ﬁ2#: (2,‘% —1 le—1/2]-1/2,p— + 9% — 1 Kﬁ—l/zl-—l/%#+1/2(070) )] .
(6.21)
Einsetzen der Relationen
= >y 0,0 =
2I€+1 m lﬁ+1/2|~1/2,/£:‘:1/2 ? A )
K ||
= — 6.2

in die Gleichung (6.21) liefert fiir den Gegenterm in sphérischer Entwicklung

. 1 K CZE 5
H“=0a=000(07 07 07 07 m) = E Z 1271! 27T2 8E3

—o0

|GEL (B, 71,m1) + Goa(Bay 1, r)] -

(6.23)

Jetzt wird das Energieintegral in (6.23) betrachtet. Nach einer Wick—Rotation F, — 1E,
lautet das Energieintegral

T dEs 8° 11 22
I = -é;r_aEg, I:GO,K.(E2) + G’o,ﬁ(E2)]

-0

dEz ok . . .
= | Sramte e (i |[GIL(iEs) + GRL(iE)]) - (6.24)
Dabei wurde beriicksichtigt, daB der Gegenterm rein imaginir ist, wie bereits im Abschnitt
2.5 bewiesen wurde. In der Arbeit [93] wurde festgestellt, daB dieses Integral verschwindet.
Um dies zu sehen, muss die explizite Form der radialen Komponenten des freien Elektronen-

propagators in (6 24) eingesetzt werden. Anwendung des Gauss’schen Satzes liefert

I = ~m [(zEz + 1)/ 1+ EZ 51(34/1 4 E3rq) h(l)(u/l + E2ry)

E2=oo

+(iB — D)y/1 + B ji(6y/1 + E3ri) B9 (6n/1 + E%rl)} . (6.25)

Ey=—00
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Die zweimalige Differentiation ist elementar ausfithrbar und liefert einen Ausdruck elemen-
tarer Funktionen, welcher fiir jeden einzelnen Summanden | im Unendlichen, d.h. an den
Integrationsgrenzen verschwindet. Dies wird klar, wenn beachtet wird, daf sich [ und { im-
mer um 1 unterscheiden und allgemein die Relation

i) i) + (o)l (ie) = ~5+0 () (6.26)
gilt. Somit verbessert eine Differentiation nach = das asymptotische Verhalten dleses Aus~
drucks um eine Ordnung (obwohl dies nicht fiir einzelne Besselfunktionen j(iz), hl (w;)
zutrifft) und der Term verschwindet im Unendlichen. Demnach ist der Realteil (als auch der
irrelevante Imaginarteil) obigen Integrals Null. Dieses Resultat bedeutet, daf§ der Gegenterm
unter Verwendung der sphérischen Entwicklung der Elektronenpropagatoren in praktischen
Berechnungen immer verschwindet, denn es kann nur bis zu einem endlichen fma, sum-
miert werden. Aus den vorangegangenen Bemerkungen, insbesondere denen im Abschnitt
2.5 ist ebenfalls klar, daB gleichzeitig die Eichinvarianz erfiillt ist. Diese Aussage stellt ei-
ne bemerkenswerte Vereinfachung bei der Berechnung des Diagramms der Selbstenergie—
Vakuumpolarisation S(VP)E dar [172]. Zudem ist sie auch als Verallgemeinerung der Un-
tersuchungen zur Eichinvarianz der Arbeiten [93] und [168, 169] anzusehen, da die in diesen
Arbeiten diesbeziiglichen Untersuchungen der Nichtexistenz eines spuriosen Terms Spezi-
alfslle des Diagramms der Selbstenergie~Vakuumpolarisation darstellen.

6.2.4 Der renormierte Ausdruck und Partialwellenentwicklung

Das Verschwinden des Gegenterms der Energiekorrektur hoherer Ordnung hat zur Folge,
daB sich der Ausdruck der renormierten Energieverschiebung vereinfacht, d.h. fiir die Ener-
giekorrektur exisitieren keine Gegenterme. Werden also die Diagramme in Abbildung 6.4
zusammengefaBt, dann entsteht der in der Abbildung 6.8 dargestellt renormierte Ausdruck
der Korrektur hoherer Ordnung. Fiir eine spitere numerische Auswertung sei an dieser Stel-

AEho ren ﬁ ‘j@_,

S(VPE

Abbildung 6.8: Werden alle Diagramme zusammengefafit, so folgt der renormierte Ausdruck
der Energiekorrektur der Selbstenergie-Vakuumpolarisation in hoherer Ordnung. Es ist al-
so nur notwendig, den bekannten Uehling—Beitrag zu subtrahieren. Mit der sphirischen
Entwicklung der Elektronenpropagatoren in der Elektronenschleife erfiillt dieser Ausdruck
gleichzeitig die Fichinvarianz der Theorie.

le die Partialwellenentwicklung der Selbstenergie-Vakuumpolarisation S(VP)E angegeben.
Die unrenormierte Energieverschiebung der Selbstenergie~Vertexkorrektur S(VP)E wurde in
Gleichung (6.1) angegeben. Um diesen Ausdruck in eine Partialwellenentwicklung umschrei-
ben zu koénnen, muss wieder die explizite Form des vollen Elektronenpropagators und des
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Photonenpropagators eingesetzt werden. Somit folgt zunéchst

AES(VP)Eumren  _ e4761—751 / dE, [ dPrq / d3r2/d3r3 dry

@2r)3J (2m)3J (2n)® ) (2m)®
/ d3k1 d3k2 1 1 efikl(rl—r,g) e’ikz(m—rz)
(2r)3J (27)3 E? — ky® +ie Ef — ko +ie

_ 1
X Zgo (r1)eper(ri)e 1(7‘2)0‘!39%("“2)En — E; — E,(1—i€)

T [0 (ra)epl(ra) o pu(ra) ol (rs)]
x sz,t [E) + Ey — E,(1 —ie)] [By — Ey(1 —id€)] (6.27)

Nun kann wieder die Winkelintegration im Impulsraum k; ausgefithrt werden, d.h.

d kl zk1(7’1—7‘3) — ————/dk LZ Sln(klrm)

(271')3 ks (6.28)

und analog erfolgt die Winkelintegration fiir den Impulsraum k,. Einsetzten der Partialwel-
lenentwicklung und die Ausfithrung der Spur liefert schliefilich die Partialwellenentwicklung
der unrenormierten Energieverschiebung

A ES(VP)Eumren (2ﬂ2)2 Z Z (2L; +1)(2Ly + 1) /dkl k2 /dkz k2

Ly1=0 Ly=0
<3>3 S I(E,, B, E2)

,8,t Bs=1 Kt

% (n|eg, CF (1)45, (kar)|r) (rlopC(2) 5L, (kara)|n)

x{(s, |t G (3)gr, (Fars)t, &e) (1, fat\aﬂCLz (4) 7L, (kara)|r, Kr) . (6.29)

Das Energieintegral ist dabei gegeben zu

dE, ¥ dE, 1 1
I(E,,E. E [ :
( Be) = 2 E? — ky® +ie B2 — ko® + ic

1
B~ Er— Eo(1 — i0)|[Br + By — Bo(1 — i0)|| B — Ea(1 —ie)] ’

(6.30)

und kann analytisch geldst werden (s. Anhang).

Aus den vorangegangene Untersuchungen ist klar, dafi die Elektronenpropagatoren in der
Elektronenschleife nach sphirischen Wellen entwickelt werden miissen, um die Eichinvarianz
der berechneten Energieverschiebung zu sichern. Dies bedeutet, dafl die gebundenen Elek-
tronenzustinde s,% in (6.29) in spharischen Koordinaten (s. Abschnitt iber die Losungen
der Diarcgleichung in sph#rischen Koordinaten) dargestellt werden [126, 141], d.h. von der



6.2 Renormierung der Selbstenergie-Vakuumpolarisation 197

Quantenzahl &,, x; abhingen. Dies wurde noch einmal durch die explizite Darstellung der
Quantenzahlen &, #; in der Elektronenschleife unterstrichen. Ebenso sei bemerkt, daff diese
beiden Quantenzahlen nicht unabhingig voneinander sind, sondern wieder die Dreieckbezie-

hung
les £ 1/2] — |w: £1/2|| < Ly < |gs £1/2] + |se £1/2] — 1 (6.31)

erfiillen. Eine entsprechende Relation gilt fiir die Partialwelle L, des zweiten Photons. Somit
gibt es nur zwei unabhiingige Summationen iiber Ly und x,. Die Partialwellenentwicklung
des Gegenterms ergibt sich aus dem Ausdruck (6.29) durch den Limes Z — 0, d.h. die
Zustinde s,¢ und ihre Energien E,, E; miissen durch die freien Elektronenzustinde p1, pa

und ihre entsprechenden Energien E,,, E,, ersetzt werden.



7  Zusammenfassung und Ausblick

Was endet, beginnt.
Janwillem van de Wetering (geb. 1931)

In dieser Arbeit wurde der Beitrag der Zwei-Photonen—Selbstenergie (SESE) zur Lambver-
schiebung in hochgeladenen wasserstoffartigen Ionen betrachtet. Die unrenormierte Energie-
verschiebung des reduziblen Anteils der Zwei~Photonen—Selbstenergie wurden unter Verwen-
dung der Methode der Zwei—Zeiten—Greenfunktion hergeleitet. Um den bekannten renormier-
ten Ausdruck fiir die SESE-Diagramme zu iiberpriifen, kam die BPHZ-Renormierung zur
Anwendung, welche sich als ein hervorragendes und elegantes Verfahren der Renormierungs-
theorie erwies. Soweit dem Autor dieser Arbeit bekannt ist, wurde die BPHZ-Renormierung
bisher nur fiir die skalare ®3-bzw. ®*-Theorie verwendet, obwohl sie als ganz allgemeine Re-
normierungsprozedur prinzipiell fiir alle Quantenfeldtheorien geeignet ist. Desweiteren wurde
die Infrarotkonvergenz des renormierten Ausdrucks der Selbstenergie SESE fiir den wichti-
gen Fall des 1s—Grundzustandes in allgemeiner kovarianter Form dargestellt. Obwohl der
irreduzible Anteil der Zwei—-Photonen—Selbstenergie SESE a) irred) bereits in der Arbeit [96]
(1995) berechnet werden konnte, stellten die verbleibenden Diagramme der SESE, namlich
SESE a red), b) und c) bisher die gréfite Unsicherheit in den Vorraussagen der Energie-
verschiebung dar. In Ref. [99] (1998) wurde bereits ein numerisches Resultat des Beitrags
dieser Diagramme angegeben. Jedoch wurde in jener Arbeit nur ein spezieller Anteil der
Diagramme SESE a red), b), c) betrachtet und es ist unklar, ob der berechnete Anteil iiber-
haupt den dominierenden Anteil darstellt. Somit blieb die oben erwdhnte Unsicherheit in den
Vorraussagen der Lambverschiebung bestehen. In der vorliegenden Arbeit wurde erstmalig
der Versuch einer vollstindigen Berechnung der Zwei~Photonen—Selbstenergie zur Lambver-
schiebung des 1s—Grundzustandes in den wichtigsten Systemen Uran und Blei unternommen
[156, 159]. Die Energieverschiebung der Zwei—Photonen—Selbstenergie wurde mit der Metho-
de der Partialwellen-Renormierung (PWR) berechnet. In dieser Arbeit wurde ausfithrlich
auf die Anwendbarkeit dieser Methode im Falle hochgeladener Systeme eingegangen. Die
erzielten numerischen Resultate fiir die Diagramme SESE a red), b) und c¢) lauten:

AETSE2reR): ) (7 — 99) = 12840.15 eV,

AEISSESEa.red)1b),C)(Z =82) = 0.7340.09¢eV. (7.1)

Diese Ergebnisse sind konsistent mit den Resultaten der Sign-Approzimation [155]. Jedoch
erscheint es sehr wiinschenswert, diese Resultate wegen der Komplexitit der verwendeten
Berechnungsmethoden durch eine unabhéngige Berechnung zu bestitigen. Zudem konnten
auf Grund des enormen numerischen Rechenaufwandes, welcher bei ca. 30.000 single pro-
cessor CPU-Stunden lag, nur die ersten vier Partialwellen sowohl fiir Uran als auch fir
Blei berticksichtigt werden. Deshalb ist eine EinschlieBung der nichsten wenigen Partial-
wellen notwendig. Zum einen kann dabei die Ungenauigkeit weiter reduziert als auch das
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Konvergenzverhalten der Partialwellensumme besser kontrolliert werden. Eine nachfolgende
Computergeneration sollte dies durchaus erméglichen.

SchlieBlich wurden in dieser Arbeit auch renormierte Ausdriicke fiir die Energiekorrekturen
héherer Ordnung der Zwei—~Photonen—Vakuumpolarisation VPVP als auch fiir das Diagramm
der Selbstenergie-Vakuumpolarisation S(VP)E mit Hilfe der BPHZ-Methode abgeleitet. Die-
se Diagramme sind schon deshalb von Bedeutung, da sie bisher nur in Uehling-N&herung
berechnet worden sind und somit ihr exakter Beitrag fiir kein einziges Element bekannt ist.
Zudem liefert zumindest das Diagramm der Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation einen rele-
vanten Beitrag zur Lambverschiebung in hochgeladenen Ionen. Jedoch wurde in der Arbeit
darauf verwiesen, daf auch die Energieverschiebung S(VP)E durchaus nicht vernachlissigt
werden sollte. Es erscheint deshalb notwendig, den Beitrag dieser Diagramme ebenfalls zu
berechnen. Es konnte in der vorliegenden Arbeit gezeigt werden, dafi das Diagramm der
Zwei—Photonen—Vakuumpolarisation keine #uBere Renormierung erfordert, da sich die ent-
sprechenden Gegenterme gegenseitig wegheben. Da das gegenseitige Wegheben aller Gegen-
terme der dufleren Renormierung der VPVP in jeder beliebigen Regularisierung galt, wurde
gleichzeitig die Eichinvarianz des renormierten Ausdrucks bewahrt. Diese Aussage stellt eine
betrichtliche Vereinfachung in einer spéter zu erfolgenden numerischen Auswertung dar. Eine
ebensolche Vereinfachung konnte im Diagramm S(VP)E erzielt werden, da die Gegenterme
ebenfalls in jeder Regularisierung verschwinden. Dies konnte explizit mit der sehr wichtigen
Methode der sphirischen Entwicklung der Elektronenpropagatoren in der Elekironenschlei-
fe demonstriert werden. Somit ist die Eichinvarianz auch im Fall der Energieverschiebung
des Diagramms S(VP)E gesichert. Diese Untersuchungen im Fall des Diagramms S(VP)E
bedeuten insbesondere, daf ein sogenannter nichteichinvarianter spurioser Term fiir die ge-
samte Klasse der Ein-Schleifen-Vakuumpolarisations-Diagramme, in denen Photonen mit
beliebiger Energie hineinlaufen, nicht auftritt. Vorraussetzung dafiir ist die Anwendung der
sphirischen Entwicklung des freien und gebundenen Elektronen-Propagators im renormier-
ten Ausdruck, in welchem die Summation iiber die Quantenzahl « als letzte Summation bis
zu einem endlichen Maximalwert £max auszufithren ist. Als renormierter Ausdruck ist dabei
die jeweils betrachtete unrenormierte Energieverschiebung zu verstehen, von welcher nur der
Uehlingbeitrag subtrahiert wird.




Anhang A Umformung der
Energieintegrale der Zwei—
Photonen—Selbstenergie

Betrachtet sei das Energieintegral der Selbstenergie der Ordnung a. Es lautet

[ ®° dE] eiIEll"'lz
V) B (l—i—E.+ B
[ dE g~iFi 13 7 dE; B
- J 2rm E.— E,+ By — ie sign(E,) +0/ 2r E, — E, + Ey —iesign(E,)

(A1)

Es soll nur der Fall n = 1s;/s, d.h. der Grundzustand betrachtet werden. Der Kontur der
Energieintegration in der komplexen E-Ebene ist durch die ée-Vorschrift im Nenner des
obigen Energieintegrals eindeutig festgelegt. Deshalb konnte die 2e~Vorschrift im Exponen-
ten fallengelassen werden. Dieses Integral kann nun in die zwei Félle £, < 0 und E, > 0
unterschieden werden, welche nacheinander betrachtet werden sollen:

o 1. Fall: E. <0
In diesem Fall liegt der Pol in der komplexen Ebene bei = Ey po = E,, — E, — ie. Das

obige Energieintegral wird durch Hinzuaddieren und Subtrahieren umgeschrieben zu

0 5 B A T dE, gz
L = S W BB T Bvie J o BBt Bitie
0 dEl eiEl T2
bi*oo 2w B, — E, + Ey +ic
VB, Firo _g-iBira T g e (A.2)

| 2 B —B,—Bivic ' on BB, ¥ By tic

Das zweite Integral wird aufgrund des Exponenten {iber die obere Halbebene der kom-
plexen E-Ebene gefithrt. Jedoch befindet sich der Pol in der unteren Halbebene, so
daf diese Integral verschwindet. Damit folgt

L o= % j B, _sin(Byry) (A.3)
L]

2 E,FEﬂdEl ’
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wobei die ie-Vorschrift fallengelassen wurde, da keine Pole auftreten (solange n der
Grundzustand ist).

@2 Fall: E. >0
In diesem Fall liegt der Pol in der komplexen Ebene bei — Ejpa = En — Br + tc.

Das obige Energieintegral wird auch in diesem Fall wieder durch Hinzuaddieren und
Subtrahieren umgeschrieben zu

x dE, e~ tE1T12 < dE, e~ i1z

L = — ”
! 21 B, —Bn+Ei—ic ) 21 B, —E,+ B —ic

-0

o0

dEy etfire
./ 27 BE.— B, + B — ¢

0

o —iFy r1o o0 By ri2 . —iB) 2
_ dE, e . dE, € e - (A4)
o B, — E, — B —i¢ J 2r E.— E,+ E, — ¢

—ca

Das erste Integral wird aufgrund des Exponenten iiber die untere Halbebene der kom-
plexen E-Ebene gefiihrt. Jedoch befindet sich jetzt der Pol in der oberen Halbebene,
so dafB dieses Integral verschwinde$. Somit folgt

Il _ 22/'dE1 sm(E1 7"12) (A.5)
4]

2w Er—‘Eﬂ-l-El’

wobei die 1e~Vorschrift fallengelassen wurde, da abermals keine Pole auftreten (wenn
n der Grundzustand ist).

Werden nun beide Fille zusammengefaft, so folgt fiir das betrachtete Integral insgesamt:

R oodE]_ sin(El ?’12)
L = 2 f ,
' ") 2r E, - B, + Esign(E,)

(A.6)

0

Die Energieintegrale im Zwei—Schleifen—Fall konnen auf das soeben betrachtete Grundin-
tegral durch eine Partialbruchzerlegung reduziert und dann mit denselben Umformungen
behandelt werden. Zu bemerken sei noch, dafl das Integral I, nicht durch eine Partialbruch-
zerlegung, sondern durch eine Differentiation auf das Grundintegral reduziert werden muss.
Es folgen mit dieser Methode die in der Arbeit angegeben umgeformten Integrale. Die zusétz-
lichen Terme in den Intgeralen I3, [; und I5 lauten:

E. — E, + E, sign(E,)
E; — E, — E, sign(E;)

E; — E, + By sign(E:)
E, — E; — E, sign(FE,)

S8, B) = (52 [sen(E) ~ sign(F)]

By

“F—F [ sign(E;) — sign(E;)]

(A7)
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bzw.
sign(Es) — sign(E,) sign(F;) — sign(F;)
cr — E
ST, Ba) [El Fo— B, + By sign(E,) | ' E, — B, + Bx[sign(E,) — sign(Ey)]
sign(F,) —sign(EB;) [ sign(E;) — sign(E,) + sign(F;) — sign(E;) — sign(E,)
B, — B — B, + By, \B, — E, 1 B, sign(By) | Es— By + By (sign(E,) — sign(Ey))

—sign(E)[E, — E, + E, sign(B,)] ) J

+E B,

sign(E,) — sign(E;) ([

i E,— E,— E, + E, \[E; — E: + Ei[sign(E;) — sign(E)]] [E; — E, + E, sign(E;)]
(A.8)
und
sign(E,) — sign(E;) . (A.9)

Sac(El)‘ = El E _E



Anhang B  Energieintegrale der
Zwei—Photonen—
Vakuumpolarisation

In diesem Anhang seien die Energieintegrale der Zwei-Photonen—Selbstenergie und ihre
analytischen Losungen, welche durch Partialbruchzerlegung des Integranden und anschlie-
fende Anwendung des Residuensatzes gelost werden kénnen, angegeben (dabei gilt wieder

K = |k')).
I(E., E,, Es, &) / a8 dE2
y 1 1
Ey? —k? 4 ie[E1 — B, (1 — i€)|[Ey — B2 — Es(1 — i€)][Br — Ey(1 — ic)]
111 _ : L
T 2R E - E <(Slgn(E’) —sien ) g T E v sign(Es)>
11 1 . . 1
SHE —F ((sagn(Et) — sign(F;)) A A sign(ES)) : (B.1)

Es ist klar, daf§ dieser Ausdruck keine Pole aufweist. Auch der Fall k' — 0 ist nicht proble-
matisch (es wird fiber dk'k'? integriert.) Diese Eigenschaft der infraroten Konvergenz ist in
den anderen Energieintegralen ebenfalls in dhnlicher Weise erfiillt, ohne im folgendem weiter
darauf zu verweisen.

dE dE
Iz(EPu EP27 Eps ) EP4> kl) / — —=
1 1 1
~ k" 4 ie[By — By — Epy (1 — 16)] [w — Ep, (1 — i€)][w — Ep, (1 — i€)]fw — Ep‘i(i'-— 2€)]
— __l‘ ( 7 17 sign(EBy, ) — sign(&p,) )
2k Epa —k Sign(Eps) - Em (Em - Em)(Em - E?4)
s ( 1 sign(Ep,) — sign(Ep,) )
2K’ Eps — K Sigﬂ(Eps) - Epz (Ezﬁz p«;)(pr - pz)
__i_ ( 1 sign(Ey, ) — sign(Ep,) ) (B.2)
2k \Ep, — K/ sign(Epa) ~ By, (Ep, ~ Ep4)(Epa - Em) ) ‘
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T dB, T dE
I3(EP17Epz)Ep3,Ep4,kl) = /__1 / ___2

2 2T
y 1 1
E2® _ | 4 ie[Br — By, (1 — 16)|[Ey — Ep, (1 — ic)]
g 1
[y — Ba— By, (1 — i€)] (B — By — By (1 — i6)]
1 1 1

B ~§];7EP2 - Eps Epl - EM

o | (_sien(Bp,) —sien(Bp,) _ _sign(Ep,) — sign(Ep)
E, — E,, — K'sign (By,) Ey — E,, — K sign(Ep,)

+ sign(Ey,) — sign(Fy,) _ sign(Ey, ) — sign(Ey,)
E,, — B, — K sign(E,,)  Ep, — By, — k' sign(Fp,) ) |’

T dE 1
L(Br, Br) = Joom w—E(1- i€)]lw — Ey(1 — ie)]
.1 . .
= Cig T [sign(E,) — sign(Ey)] ,
T dE
[5(Ep17Ep2’EP3) = / —571.—1
% 1
[ — By (1 —3[B = Byl = i)l = B3 — 9]
1 1
= —1 i —sign(E,
ZEpg . Ep3 Ep1 _ Epz (Slgn(Epl) Slgl’l( PZ))
. 1 1 . .
+i (sign(Ep, ) — sign(Ep)) -

Epz - Eps Epl - Epa

(B.3)

(B.4)

(B.5)
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Das Energieintegral der Selbstenergie~Vakuumpolarisation kann ebenfalls analytisch geldst
werden und lautet
T 1 1
2k [By— Es — E. + B, K — k2

I(E,,E,,E) =

. 1 1 .
8 ( ien(E) — 1) tp =5 enBym T ) U 7T = Sign(EQkﬂ)

T 1 1
2k, [E; — E; — E, + E,] E} — k2

+

- 1 1 1
8 OSlgn(Et) BTy g s R SR [y e Sign(Es)kzi) '
(C.1)

Diese Integral besitzt keine Pole. Auch der Fall by — k&, ist nicht problematisch, denn
in diesem Limes wiirden sich beide Terme gegenseitig so wegheben, daB keine Divergenz
entsteht.
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