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Kurzfassung 

Die genaue Messung der Lamb-Verschiebung stark gebundener Elektronen in Zusammen- 
hang mit Tests der Quantenelektrodynamik (QED) in starken Feldern in hochgeladenen 
Ionen ist eines der Hauptthemen der heutigen Atomphysik. Die gegenwärtig durchgeführten 
Hochpräzisionsmessungen erfordern eine hohe Genauigkeit in den theoretischen Berechnun- 
gen der Lamb-Verschiebung. Diese Genauigkeit impliziert eine Berücksichtigung aller QED- 
Korrekturen der Ordnung a und (r2, aber exakt in allen Ordnungen in Za. In den zurücklie- 
genden Jahren sind die meisten dieser QED-Korrekturen sowohl in 1. Ordnung als auch in 2. 
Ordnung Störungstheorie berechnet worden. Der Beitrag der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
konnte jedoch bisher nicht ausgewertet werden und stellte somit die gröBte Ungenauigkeit 
in der Vorhersage der Lamb-Verschiebung für wasserstoffartige Systeme dar. In dieser Ar- 
beit wird der Beitrag dieser Prozesse zur Lamb-Verschiebung untersucht. Darüber hinaus 
werden erstmals renormierte Ausdrücke der Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation und der 
Selbstenergie-Vakuumpolarisation hergeleitet. Bisher konnten diese Beträge nur in Uehling- 
Näherung ausgewertet werden. 
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Einleitung 

Der heutige Tag ist ein Resultat des gestrigen. Was dieser gewollt hat, müssen 
wir erforschen, wenn wir zu wissen wünschen, was jener will. 

Heinrich Heine (1797-1856) 

1.1 Allgemeines zur Quantenelektrodynamik 

Die Quantenelektrodynamik (QED) beschreibt die fundamentale Wechselwirkung zwischen 
elektrisch geladenen Teilchen. Die Kraft zwischen den elektrisch geladenen Materiefeldern 
wird dabei durch den Austausch virtueller Vektor-Eichbosonen, d.h. den Photonen als Quan- 
ten des elektromagnetischen Feldes vermittelt. Die QED stellt gleichzeitig die erste abel- 
sche und renormierbare Eichfeldtheorie der Physik dar und ist somit als der Prototyp aller 
Quantenfeldtheorien anzusehen und auch deshalb von zentraler Bedeutung. Ihre Entstehung 
beginnt um 1928 mit der Aufstellung der Dirac-Gleichung [I] und der Quantisierung des 
elektromagnetischen Feldes [2, 3, 41, einschließlich der Lösung der Eichproblematik in einer 
abelschen Quantenfeldtheorie [SI. Durch die kleine Größe der elektromagnetischen Kopp- 
lungskonstanten a! N 11137, welche ein Maß für die Stärke der elektromagnetischen Kraft 
ist, läßt sich die Wechselwirkung zwischen den Materiefeldern und den Eichfeldern störungs- 
theoretisch beschreiben. Jedoch wurde frühzeitig erkannt, daß die höheren Ordnungen solch 
einer Störungsreihe divergente Resultate erzeugen. Dieses Problem der Divergenz stellte sich 
über 20 Jahre als Haupthindernis der weiteren Entwicklung dieser Theorie entgegen. Den- 
noch gelang Uehling bereits 1935, d.h. zu einem Zeitpunkt, als noch keine Renormierungs- 
theorie existierte, die Berechnung der Vakuumpolarisation [6]. Und obwohl diese äußerst 
bemerkenswerte Leistung eine Aufspaltung der in der Dirac-Theorie energetisch entarte- 
ten Niveaus 2s1i2 und 2pliz im Wasserstoff vorraussagte, gab es keine eindeutigen experi- 
mentellen Hinweise für solch eine Energie-Verschiebung, welche die Entwicklung der QBED 
hätte weiter befördern können. Dies änderte sich jedoch mit der Entdeckung der klassi- 
schen Lumb-Verschiebung, also eben jener von Uehling vorrausgesagten Aufspaltung des 
2sIj2 und des 2pllz-Energieniveaus im Wafserstoffatom, s. Abbildung 1.1. Diese Abweichixng 
des Experiments von der Dirac-Theorie war der Wegweiser für die Entwicklung der Quanten- 
elektrodynamik und wohl selten hat ein einzelnes Experiment deratig tiefen EinfluB auf die 
weitere Entwicklung der Physik genommen. Allerdings stimmten die Vorraussagen von Ueh- 
ling in Größe und Vorzeichen nicht mit den Messungen von Lumb und Retherford [T]  Piberein, 
welche eine energetische Aufspaltung beider Energieniveaus um ungefähr 1000 MHz (heute 
gemessener Wert ungefähr 1057.844(3) z t  0.02 MHz [l]) ergaben. Die Lamb-Verschiebung 
im Wasserstoffatom wird im Wesentlichen von der Selbstenergie des gebundenen Elektrons 
bestimmt, so daß der von Uehling berechnete Beitrag der Vakuumpolarisation von der Selbst- 
energie überlagert wird. Dennoch schien es nun klar, da6 die VakuumAuktua%ionen des Di- 
racfeldes und des elektromagnetischen Feldes, d.h. quantenelektrodynamische Korrekturen 
für diese Verschiebung verantwortlich waren. Eine Berechnung der Lamb-Verschiebung von 
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SchrOdinger Djrac QED 

2s, 2p 

Abbildung 1.1: Die Aufspaltung des 2slI2 und des 2pll2 Niveaus im Wasserstoff (1057 MHz) 
wird als die klassische Lamb-Verschiebung bezeichnet. 

Bethe 1131 unter Einbeziehung der Selbstenergie des im Atom gebundenen Elektrons ergab 
einen ungefähren Wert von 1400 MHz und betätigte somit diese Vermutungen. Das Pro- 
blem der Unendlichkeiten in der Störungsentwicklung der QED konnte ebenfalls kurz darauf 
durch Feynman, Schwinger, Dyson und Tomonaga in den Jahren 1948 bis 1949 gelöst werden 
(mehr zu diesem wesentlichen Teilaspekt der QED s. Abschnitt 2.4 Renormierungstheorie 
der QED). In den darauffolgenden Jahren wurde eine grandiose und spektakuläre Überein- 
stimmung zwischen Theorie und verschiedensten Experimenten festgestellt und die QED 
wird deshalb bis heute als die am besten getestete Theorie angesehen. Als Beispiel sei der 
g-Faktor eines freien Elektrons genannt, welcher den Spin und das magnetische Moment des 
Elektrons verknüpft. Nach der Dirac-Theorie ist dieser Wert gh, = 2. Die Wechselwirkung 
des freien Elektrons mit dem elektromagnetischen Strahlungsfeld des Vakuums verändert 
jedoch diesen Wert: 

g h  = 2 + 2 X 1 159 652 216.0(1.2)(67,8) X 10-l2 (Theorie [9]) (1.1) 

(Die angegebene Ungenauigkeit in der 2. Klammer resultiert aus der Ungenauigkeit der in 
[9f verwendeten Kopplungskonstanten cr [lO].) Die in (1.1) dargelegten Werte des g-Faktors 
stellen eine exzellente Übereinstimmung der QED mit dem Experiment dar, und sie gelten 
derzeit als eine der genauesten Überprüfungen in der Physik überhaupt. 
Als eine weitere Größe sei die klassische Lamb-Verschiebung in Wasserstoff genannt: 

A@I/, - 2 ~ 1 ~ 2 )  = 1057.844(3) MHz (Experiment [ii]) 

A(2s1/2 - 2pIi2) = 1057.839(4)(4) MHz (Theorie [12]) (1.2) 

Auch hier bann eine sehr gute ~bereinstimmung zwischen Theorie und Experiment festge- 
stellt werden. 
Jedoch betrafen diese und andere Untersuchungen der QED zunächst nur atomare Syste- 
me mit kleiner Kernladungszahl (Z  5 10). Ungeachtet dieser großartigen Erfolge der QED 
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in Systemen mit schwachen externen elektromagnetischen Feldern muss festgestellt werden, 
daß die Vorraussagen der Theorie viel weniger im Grenzfall extrem starker Felder unter- 
sucht wurden (siehe dazu auch die Übersichtsartikel[14, 15, 161 und den exzellenten Review 
[24]). Jedoch ist die Untersuchung der Bereiche starker Felder in mehrfacher Hinsicht sehr 
wesentlich. So demonstrierte z.B. eine Untersuchung in [17], daß mögliche nichtlineare Er- 
weiterungen der Lagrangedichte der QED besonders deutlich durch Präzisionsme~sun~en 
der Übergangsenergien in sehr schweren atomaren Systemen (Z  2 50) sichtbar werden. 
Insbesondere Ein-Elektronen-Systeme eignen sich offensichtlich besonders für solche Un- 
tersuchungen, denn dann ist es nicht notwendig, die komplizierten Wechselwirkungen der 
einzelnen Elektronen untereinander zu berücksichtigen. Solche einfachen atomaren Systeme 
mit starken elektromagnetischen Feldern können erhalten werden, indem mit Ausnahme ei- 
nes einzigen Elektrons alle anderen Elektronen eines Elements mit hoher Kernladungszahl Z 
entfernt werden (für experimentelle Details s. z.B. [19]). Man bekommt somit ein sogenann- 
tes Ein-Elektronen-System, an dem nun die Übergangsenergien der einzelnen Energieniveaus 
gemessen und mit den Vorraussagen der Theorie verglichen werden. Heute werden in diesem 
Zusammenang alle Abweichungen von den Energieniveaus der Dirac-Theorie allgemein als 
Lumb- Verschiebung bezeichnet. 
Ein anderer Beweggrund zur Untersuchung hoch geladener Ionen liegt in den enormen 
Feldstärken dieser Systeme. In wasserstoffartigem Uran z.B. beträgt die Stärke des elek- 
tromagnetischen Feldes, welches ein 1s-Elektron spürt, ungefähr ]E( N 2 X 1016 V/cm. 
Diese Feldstärke liegt um sechs Größenordnungen über der elektrischen Feldstärke eines 
Wasserstoffatoms. Es ist deshalb klar, dafl in extrem starken elektromagnetischen Feldern 
die Gültigkeit der "normalen" Atomphysik, welche für atomare Systeme mit kleiner Kernla- 
dungszahl ihre Vorhersagekraft überzeugend demonstrierte, hinterfragt werden muss. Da zu- 
dem die QED die fundamentale Wechselwirkung zwischen allen elektrisch geladenen Teilchen 
beschreibt, ist sie als ein Eckpfeiler der heutigen Physik anzusehen und die Untersuchung 
ihres allgemeinen Gültigkeitsbereiches einschließlich der Renormierungstheorie ist deshalb 
von grundlegender Bedeutung. 
Es sollte jedoch darauf verwiesen werden, daß sich bei weitem nicht alle atomaren Systeme 
für Messungen der Lamb-Verschiebung in starken Feldern besonders eignen. Eine Bedingung 
ist zunächst an die Kernladungszahl Z zu stellen, welche möglichst große Werte annehmen 
sollte. Demnach wäre vom Standpunkt des experimentellen Aufwandes das Uransystem als 
geeignetster Kandidat anzusehen, da alle Trans-Urane zwar höhere Kernladungszahlen Z 
besitzen, jedoch künstlich erzeugt werden müssten und zudem eine hohere Zerfallswahr- 
scheinlichkeit aufweisen. Eine weitere Einschränkung ergibt sich aus den Unsicherheiten der 
nuklearen Freiheitsgrade. Der Atomkern stellt ein kompliziertes Vielteilchen-System dar, 
welches aus vielen Nukleonen aufgebaut ist. Die Beschreibung der Dynamik dieser Nukleo- 
nen führt über die Theorie der QED hinaus und kann nur modellrnäßig erfaf3t werden, da 
Vielteilchensysteme nicht exakt gelöst werden können. Diese Unsicherheiten setzen demnach 
eine Grenze für Tests der QED. Für das Uransystem 2.B. liegt diese Grenze bei f 0.1 eV für 
den 1s-Zustand, d.h. ab dieser Genauigkeit in der Bestimmung der 1s-lamb-Verschiebung 
wird der Bereich reiner QED-Tests verlassen, und man beginnt, die intrinsische Kerndynamik 
und Kernstruktur zu erkunden [20]. Deshalb wird man bestrebt sein, mtiglichst Atomkerne 
mit einfacher Struktur für Messungen der Lamb-Verschiebung auszuwählen, in denen die 
Ungenauigkeiten der Kernmodelle am geringsten sind. Dies trifft insbesondere für Kerne 
mit gerader Nukleonenzahl zu [18]. Desweiteren sollten die betrachteten Atomkerne keine 
energetisch tief liegenden Anregungen (z.K Rotations- oder Vibrat;ionszustände) besitzen, 
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da die Beschreibung dieser Kernanregung selbstverständlich im Rahmen der Kernmodelle 
erfolgt und somit wieder die Genauigkeit der theoretischen Vorhersagen der reinen QED ne- 
gativ beeinflussen. Solch ein System mit nur schwer anzuregenden Kernzuständen stellt der 
Bleikern dar, welches somit neben dem Uransystem als ein weiteres sehr geeignetes atomares 
System für reine QED-Effekte erscheint. Beide Systeme sind deshalb ein zentrales Untersu- 
chungsobjekt der heutigen Atomphysik und werden in der vorliegenden Arbeit betrachtet. 

1.2 Einordnung und Ziele der Arbeit 

Vom theoretischen Standpunkt aus ergibt sich in Untersuchungen im Limes hoher Kern- 
ladungszahl Z unmittelbar folgende Problematik. In schweren Atomen mit hoher Kernla- 
dungszahl Z stellt die Kopplungskonstante Z a  + 1 offenbar keine kleine Größe mehr dar 
(für das Uransystem gilt beispielsweise Z a  x 0.6), und deshalb sind die bisherigen störungs- 
theoretischen Methoden nicht unmittelbar anwendbar. Die adäquate Beschreibung solcher 
Systeme erfolgt durch das sogenannte Furry-Bild der QED. In diesem Bild werden die freien 
Elektronenpropagatoren durch volle Elektronenpropagatoren ausgedrückt, welche die Wech- 
selwirkung virtueller Elektronen und Positronen mit dem starken Kernfeld bereits exakt, 
d.h. in allen Ordnungen in Z a  nichtstörungstheoretisch berücksichtigen. Dies verkompli- 
ziert jedoch beträchtlich die Berechnungsmethoden, und darin ist auch der Hauptgrund zu 
suchen, warum die QED im Limes starker Felder sich eigentlich bis in die achziger Jah- 
re hinein einer theoretischen Untersuchung entzog. Durch den Fortschritt der theoretischen 
und numerischen Methoden sind die Strahlungskorrekturen der QED zu den Energieniveaus 
der Dirac-Theorie für hochgeladene Ionen heute Gegenstand zahlreicher Untersuchungen. In 
dem Abschnitt über die Strahlungskorrekturen wird darauf im Detail eingegangen. An dieser 
Stelle sei nur soviel erwähnt, daß die Berechnung der Diagramme in 1. Ordnung Störungs- 
theorie zumindest bei dem heutigen Stand der experimentellen Genauigkeit der Messung der 
Lamb-Verschiebung (f 13 eV für l~~ /~ -Zus t and  in wasserstoffartigem Uran) als abgeschlos- 
sen betrachtet werden kann. Der Fortschritt im experimentellen Bereich läßt jedoch in sehr 
naher Zukunkt schon Genauigkeiten bis hin zu f 1 eV oder gar f 0.1 eV erwarten. Deshalb 
ist es notwendig, QED-Korrekturen bis zur Ordnung a2 zu berücksichtigen. Bisher konnten 
jedoch nicht alle Beiträge exakt in Zcr und in 2. Ordnung Störungstheorie berechnet werden. 
Insbesondere die Unkenntniss des Beitrags der Zwei-Photonen-Selbstenergie stellte sich da- 
bei als die größte Ungenauigkeit in der Berechnung der Lamb-Verschiebung heraus. In dieser 
Arbeit wurde deshalb erstmalig der vollständige Beitrag der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
zur Lamb-Verschiebung in den wichtigsten wasserstoffartigen Systemen Uran und Blei un- 
tersucht. Die Arbeit untergliedert sich folgendermaßen: 
Nach einer Bereitstellung der theoretischen Grundlagen folgt die Herleitung des renormierten 
Ausdrucks der Zwei-Photonen-Selbstenergie. In einem anschließendem Teil wird auf die nu- 
merische Auswertung einschließlich einem Vergleich der erhaltenen theoretischen Ergebnisse 
mit experimentellen Resultaten eingegangen. Schließlich werden in zwei anschließenden Tei- 
len auch renormierte Ausdrücke der bisher nur in Uehlingnäherung berechneten Diagramme 
der Zwei-Photorien-Vak~um~olarisation und der Selbstenergie-Vakuumpolarisation erstma- 
lig hergeleitet. Die Schwerpunkte dieser Arbeit sind: 

1. Anwendung der BPHZ-Renormierung auf die Zwei-Photonen-Selbstenergie und Un- 
eersuchung des Infrarotverhaltens des renormierten Ausdrucks 
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2. Auswertung des Beitrags der Zwei-Photonen-Selbstenergie zur Lamb-Verschiebung 
des lsl12-Grundzustandes für wasserstoffartiges Uran und Blei. 

3. Herleitung eines renormierten Ausdrucks der Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation 

4. Renormierung der Selbstenergie-Vakuumpolarisation und Betrachtung der Eichinvari- 
anz 

Einheitensystem: 
In dieser Arbeit werden die natürlichen Einheiten 7i = m, = c = 1 und eo = po = 1 
(Heaviside-Lorentz-System) verwendet. In diesen Einheiten gilt für die elektromagnetische 

e2 e2 1 Kopplungskonstante a = + m -. 

Eine Ausnahme bildet der Abschnitt 2.4.1 Einleitung zur Renormierungstheorie, in welchem 
zur besseren Klarheit alle Konstanten und ihre physikalischen Werte explizit notiert werden. 

Desweiteren werden die atomaren Einheiten (a.u.) t5 = me = e = 1 und €0 = po = 1 
(Heaviside-Lorentz-System) im Abschnitt 4.5 Die numerischen Resultate zur Zwei-Photonen- 
Selbstenergie verwendet. In diesen Einheiten gilt dann 47rc = 137.036. - 



Theoretisch- Physikalische 
Grundlagen 

Wir haben keinen Grund zu der Annahme, daß die 
Naturgesetze menschliche Erfindungen sind. Was sie 
aber genau sind, wissen wir nicht. 

Henning Genz (geh. 1938) 

2.1 Quantenelektrodynamik im Furry-Bild 

Die Wechselwirkung zwischen dem quantisierten elektromagnetischen Feld A(z) und dem 
quantisierten Dirac-Feld $(X) wird durch die spinorielle Quantenelektrodynamik (QED) 
beschrieben. Eines der wesentlichen Ziele der QED ist es, Systeme zu betrachten, in de- 
nen sich die Dirac-Teilchen im Hintergrund eines klassischen externen elektromagnetischen 
Feldes AFt(x) bewegen, dessen Ursache beliebige äußere Quellströme j,m(z) sind. Hier wer- 
den zunächst in voller Allgemeinheit die externen Ströme noch nicht als klassische Ströme, 
und die externen Felder dementsprechend noch nicht als klassische Felder angenommen. Die 
relativistische Theorie ist dann definiert über die Lagrangedichte 

wobei aus Gründen der Übersichtlichkeit auf die explizite Notation der Diracindizes in den 
Dirac-Feldoperatoren $(X) und in den Dirac-Matrizen .y, verzichtet sei. 

h 

In die obige Lagragedichte wurde der Normalordnungs-Operator N von Beginn an eingefügt, 
welcher immer im weiter unten dargelegten S-Matrix-Formalismus zu verstehen ist. Er ord- 
net alle Operatoren so an, daß die Verni~htun~soperatoren rechts von den Erzeugungsope- 
ratoren stehen. 
Der Feldstärkeoperator ist definiert als h ( z )  = %A,(o) -d,&(z). 33s soll nicht; unerwähnt 
bleiben, da$ der für die Quantisierung notwendige Eichfixierungsterrn ;~(a+i,(~))~ seinen 
Ursprung bereits bei E. Fermi [Ei] findet. 
In der Dichte L sind in Verallgemeinerung zur freien QED zusätzIiche äußere quantisierte 
elektromagnetische Qellströme k(x) aufgenommen wurden, und dieses Fall wird auch d s  
Bound-Siaie-QED bezeichnet. Diese Quellströme können zunächst ganz allgemeine Struktur 
haben. 
Man könnte nun geneigt sein, aus (2.1) die Hamilton-Operatoren in Mkchselwirkungsdarstel- 
lung abzuleiten und mit Hilfe des Wick'schen Theorems zur Feynmanschen Diwrammtechnik 
zu gelangen. Solch ein direkter störungstheoretischer Zugang ist jedoch nicht gangbar, wenn 
das äuBere Feld, hervorgerufen durch die äuf3eren Queilströme, keine kleine Störung darstellt, 
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und insbesondere, wenn es für die Quantenteilchen gebundene Zustände in diesem äußeren 
Hintergrundfeld A?(x) gibt. Deshalb ist es notwendig, ein nichtstörungstheoretisches Ver- 
fahren bereitzustellen, welches diese Wechselwirkung mit dem Hintergrundfeld von Anfang 
an berücksichtigt. Die theoretische Grundlage dazu liefert das Furry-Bild der QED [21], 
welches direkt aus (2.1) hergeleitet werden kann. Das Furry-Bild der QED umfasst die fol- 
genden Problemkreise: 

1. externe Feldnäherung 

2. Lösung der Dirac-Gleichung mit Coulomb-Potential 

3. Konstruktion des gebundenen Elektronenpropagators 

4. Konstruktion des Photonenpropagators 

In diesem Kapitel sollen diese theoretischen Grundlagen bereitgestellt und im einzelnen 
erläutert werden. 

2 .11  Externe Feldnäherung 

Wir betrachten hier den Fall eines äußeren Quellstromes, dessen Ursache der Atomkern 
ist. Die quantenmechanischen Fluktuationen sind umgekehrt proportional zur Masse der 
Quantenfelder. Deshalb ist im Falle eines Atomkerns, dessen Masse um Größenordnungen 
schwerer als die Masse der Dirac-Teilchen ist, die externe Feldnäherung anwendbar. In der 
externen Feldnäherung wird die Quantennatur des Quellstromes ;?(X) vernachlässigt, d.h. 
als C-Zahl betrachtet. Das äußere elektromagnetische Feld wird deshalb ebenfalls ein C-Zahl- 
Feld A;*(x) und das gesamte elektromagnetische Feld spaltet sich dann in diesen C-Zahl- 
Anteil und einen zweitquantisierten, sogenannten Strahlungsanteil auf: 

Es ist klar, daB eine Quelle des elektromagnetischen Feldes natürlich auch das zweitquanti- 
sierte Dirac-Feld ist, so da8 dieser zweitquantisierte Strahlungsanteil in (2.2) auftritt. 
Der klassische Quellstrorn-Vierervektor j$(x) = (peXt(x),j,(x)) vereinfacht sich irn Ru- 
hesystem des Atomkerns zu einer zeitunabhängigen externen Ladungsdichte pext(~).  Die 
Ladungsdichte eines Atomkerns erzeugt entsprechend ein Coulomb-Potential V(T), in des- 
sen Feld sich nun die Elektronen bewegen und der Vierervektor des klassischen Anteils vorn 
elektromagnetischen Feld lautet damit 

Zusammen mit der externen Feldnäherung (2.2) gewinnt man also aus der obigen Lagrange- 
dichte jetzt den Namilton-Operator zu (mit X = (t, T ) )  
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Diese Hamilton-Operatoren stellen die QED in der externen Feldnäherung dar. Die Auf- 
spaltung des Feldes &(X) (2.2) in einen klassischen C-Zahl-Anteil und einem zweitquanti- 
sierten Anteil muss prinzipiell auch im Feldstärkeoperator $'(X) der Lagragedichte (2.1) 
vorgenommen werden. Die sich daraus ergebende Wechselwirkung ewischem dem exter- 
nen Hintergrundfeld A?(x) und dem quantisierten Strahlungsfeld wurde nicht in 
den Wechselwirkungs-Hamilton-Operator Hint in (2.4) aufgenommen, da die Änderung der 
Lamb-Verschiebung durch den Einfluss des Strahlungsfeldes auf das Hintergrundfeld ak ver- 
nachläßigbar klein vorrausgesetzt werden kann. 
Die Lösungen der entsprechenden Eigenwert-Gleichungen sind Hilbertzustände im Schrödin- 
ger-Bild und werden als IXPSchrödinger) bezeichnet. Es erweist sich jedoch als sehr zweckmäßig, 
in das sogenannte Furry-Bild zu transformieren. Im Furry-Bild werden neue Zustandsraum- 
vektoren eingeführt, welche mit den Zuständen des Schrödinger-Bildes durch die Transfor- 
mation 

zusammenhängen. Da die Erwartungswerte der Operatoren bildunabhängig sein müssen, 
folgt daraus, d d  die (zeitunabhängigen) Operatoren ~ ( r )  des Schrödinger-Bildes, insbe- 
sondere also auch die Hamilton-Operatoren und Feldoperatoren, sich folgendermaßen trans- 
formieren: 

d.h. alle Zustände und Operatoren (mit Ausnahme natürlich von .&F + o werden 
zeitabhängig. Somit ist das Furry-Bild ein spezielles Wechselwirkungs-Bild der QED, Ein 
beliebiges Quantensystem wird also im Furry-Bild durch die Zustände (2.5) beschrieben, 
welche der Bewegungsgleichung 

unterliegen. Die verbleibende Wechselwirkung der Diracfelder mit dem zweitguantisiertcn 
StrahlungsfeId F ( x )  wird störungstheoretisch behandelt. Im Folgenden wird ab jetzt im- 
mer A'pd(z) r A,(z) gesetzt. Ebenso wird in dieser Arbeit, mit Ausnahme des Abschnitts 
der Zwei-Zeiten-Greenfunktions-Methode (in welchem jedoch explizit auf die veswendetcn 
Bilder hingewiesen wird), immer das Furry-Bild verwendet, so daB es sinnvoll erscheint, fiir 
alle Operatoren OFW(t, T )  r 6(t, P) zu setzen. 

2.1.2 Lösung der Dirac-Gleichung im Caulctrnb-Potential 

Ein wichtiger Punkt irn hrry-Biid der QED stellt die Lösung der Dirat-Gleiclning in ei- 
nem sphärisch symmetrischen Potential Vgrf = V(rj dar, welches iim 3;01genden immer als 
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Coulomb-Potential bezeichnet werden soll. Die Ein-Teilchen-Dirac-Gleichung für die Wel- 
lenfunktion 

lautet entsprechend (2.4) : 

Das Energiespektrum dieses Hamilton-Operators besteht aus einem diskreten Spektrum, 
welches die gebundenen Zustände, und einem kontinuierlichen Spektrum, welches die un- 
gebundenen Zustände beschreibt (s. Abbildung 2.1). Die mit dem Hamilton-Operator (2.9) 

kontinuierliches 
Spektrum 
für positive Energien 

Spektrum mit 
unendlich vielen 
gebundenen Zuständen 

kontinuierliches 
Spektrum 
für negative Energien 

Abbildung 2.1: Das Spektrum der Diracgleichung der gebundenen und ungebundenen 
Zustände 

vertauschbaren Operatoren sind (neben dem Paritäts-Operator P, welcher ebenfalls mit dem 
Hamilton-Operator vertauscht) gegeben durch [22] 

1 
J = L + -U Gesamtdrehimpuls-Operator , 

2 
K = ß(XL + 1) Dirac-Operator . 

Die Operatoren H, K, J2, J, vertauschen untereinander und man kann deshalb Wellenfunk- 
tionen konstruieren, welche alle gleichzeitig Eigenfunktionen dieser Operatoren mit den Ei- 
genwerten E, -6, j ( j  + l )  und p sind. Die Lösungen von (2.9) in sphärischen Koordinaten 
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lauten in expliziter Darstellung [23] sowohl für die Zustände des diskreten als auch für die 
Zustände des kontinuierlichen Spektrums 

Durch Herausziehen der imaginäre Einheit i wird erreicht, da8 die radiale Komponente G(r) 
eine reelle Funktion ist. x;(B,q5) ist die zweikomponentige Spinwinkelfunktion 

1 0,+) die Kugelfunktionen sind. Der Ausdruck der Spinwinkelfunktion wobei $+tl-t,p*r( 
x$(B, q5) kann aus (2.12) in einfacher Weise durch Umkehrung des Vorzeichens in jedem K 

erhalten werden. 
Nicht unerwähnt bleiben soll die folgende wichtige Beziehung [22] zwischen der sogenannten 
relativistischen Quantenzahl rr., der Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses j und der Bahn- 
drehimpulsquantenzahl E (vergl. mit (2.48)): 

Das bedeutet, daß die Quantenzahlen 6 und j nicht unabhängig voneinander sind. Zudem 
erlauben diese Beziehungen, von der relativistischen Klassifikation n, 6, p zur sogenannten 
spektroskopischen Notation n, E, p zu wechseln. 
Die radialen Komponenten F(r)  und G(r) erfüllen die gekoppelte Differentialgleichung 

Im Weiteren wird nur der spezielle Fall eines punktförmigen Coulomb-Potentials relevant 
sein, da in der vorliegenden Arbeit ausschließlich nur dieser Spezialfall benötigt wird (für 
kugelsymmetrische, ausgedehnte Atomkerne sei auf [24] und die darin enthaltenen Referenzen 
verwiesen). Die radialen Komponenten für die Zustände des diskreten Spektrums lauten 

Dabei wurden die folgenden Abkürzungen verwendet 
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Der Energieeigenwert läßt sich schreiben als 

E „ , = J c 2 > 0 ,  d.h. E, ,=Eo , . . .  ,1 ,  

wobei der gebundene Zustand mit der niedrigsten Energie als E,-, = bezeichnet wurde. 
Der Normierungsfaktor N folgt aus der Normierungsbedingung der radialen Komponenten 

Die Koeffizienten cjrn) lassen sich rekursiv über die Beziehung 

bestimmen. 
Schließlich soll auch kurz auf das kontinuierliche Spektrum der Dirac-Gleichung eingegan- 
gen werden, welches die Streuzustände im Coulomb-Potential beschreibt. Entsprechend der 
Abbildung 2.1 gilt für die Energien der Zustände des kontinuierlichen Spektrums 

Die Energie eines Zustandes des kontinuierlichen Spektrums ist demnach einfach eine Va- 
riable E und hängt nicht mehr von den Quantenzahlen n, K ,  p ab. Die Winkelabhängigkeit 
der Zustände des kontinuierlichen Spektrums ist wieder durch die Spinwinkelfunktion (2.12) 
gegeben. Die radialen Komponenten F, G sind Finnktionen von K und der kontinuierlich ver- 
teilten Energie E,  d.h. FE,,, GE,is Eine übersichtliche und explizite Darstellung der radialen 
Komponenten des kontinuierlichen Spektrums findet sich z.B. in [22, 32, 661. E s  ist in die- 
sem Zusammenhang interessant festzustellen, da@ es vom theoretischen Standpunkt aus nicht 
notwendig ist, die radialen Komponenten des kontinuierlichen Spektrums neu zu berechnen, 
denn sie können prinzipiell, unter Verwendung der Normierung der Wellenfunktion 

und einem entsprechenden Phasenfaktor, aus den radialen Komponenten (2.15) des diskreten 
Spektrums durch die Substitutionen 

E„, -+ E ,  

gewonnen werden [32]. Dazu ist es zweckmäßig, die radialen Lösungen (2.15) vor dieser 
Substitution durch die konRuenten hypergeometrischen Funktionen F ( a ,  P, z )  auszudrücken. 
Es sei jedoch erwähnt, daß sich solch eine Substitution in numerischen Rechnungen als nicht 
praktikabel erweist. 
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2.1.3 Der gebundene Elektronenpropagator in sphärischen 
Koordinaten 

Ein zentraler Punkt im Furry-Bild der QED stellt die Kerleitung des gebundenen Elek- 
tronenpropagators dar [21]. Der gebundene Elektronenpropagator beschreibt ein virtuelles 
Elektron/Positron,,welches sich im Coulomb-Potential des Atomkerns bewegt. Er ist für 
die Untersuchung der Eigenschaften von gebundenen Zuständen erforderlich, speziell für 
die Berechnung der Energieniveaus dieser gebundenen Zustände unter Berücksichtigung der 
QED-Strahlungskorrekturen. Im Furry-Bild werden die fermionischen Feldoperatoren nach 
dem vollständigen Funktionensystem (2.11) entwickelt 

wobei s für alle drei Quantenzahlen n, K ,  p steht. Die Operatoren aS bzw. vernichten bzw. 
erzeugen Elektronen, und die Operatoren & bzw. 8; vernichten bzw. erzeugen Positronen. 
Sie gehorchen den fermionischen Vertauschungsrelationen 

wobei (, } den Antikommutator bezeichnet, Das Vakuum ist definiert als 

d.h. das Vakuum im Furry-Bild enthält keine Elektronen bzw. Positronen des kontinuierli- 
chen oder des diskreten Spektrums. Die Zeitentwicklung der Feldoperatoren in (2.24) wird 
durch den Hamilton-Operator gkac aus (2.4) bestimmt. Dieser Hamilton-Operator enthält 
nur einen Anteil (nämlich den C-Zahl-Anteil) der vollen Wechselwirkung und deshalb kann 
das Furry-Bild als eine spezielle Variante des Wechselwirkungs-Bildes der QED angesehen 
werden. 
Jetzt soll der gebundene Elektronenpropagator hergeleitet werden. Da das statische iiußere 
Feld des Atomkerns die Homogenität des Raumes zerstört, wird der volle Elektronenpmpa- 
gator nicht mehr von der Differenz der Ortskoordinaten sondern explizit von beiden Ortska- 
ordinaten abhängen. Er ist zunächst in gewohnter Weise definiert als Vakuumerwastungswert 
des zeitgeordneten Produkts 

mit dem Wick'schen Zeitordnungsoperator 
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Das direkte Einsetzen von (2.24) in (2.27) unter Verwendung der Vertauschungsrelationen 
(2.25) ergibt 

~ mit der Schrittfunktion 

1 für X > 0 
112 für x = O  
0 für X < 0 

~ Dieser Ausdruck für den vollen Elektronenpropagator läßt sich schreiben als 

~ wobei der bezüglich der Zeit fouriertransformierte gebundene Elektronenpropagator lautet 

Die Summe geht dabei über das gesamte kontinuierliche und diskrete Diracspektrum, Es ist 
nicht schwierig zu zeigen, daß die direkte Integration in der komplexen E-Ebene unmittelbar 
zurück auf (2.29) führt. 
In der Bound-State-QED gibt es jedoch eine weitere Besonderheit. Im Gegensatz zur frei- 
en QED ist es nämlich notwendig, den speziellen Fall eines Vakuumerwartungswertes, in 
welchem die Feldoperatoren des Dirac-Feldes zum selben Raum-Zeit-Argument gehören, 
zu untersuchen. Dieser Fall tritt nur bei der Vakuumpolarisation in der Bound-State-QED 
auf. In der freien QED verschwindet der entsprechende Term aufgrund des Furry-Theorems, 
und es ist deshalb nicht notwendig ihn dort zu untersuchen. Dieser sogenannte Gleichzeit- 
Elektronenpropagator lautet 

~ Für diesen speziellen Fall gleicher Zeiten ist die Wick'sche Zeitordnung (2.28) definiert als 

~ Dieser spezielle Fall der Wick'schen Zeitordnung liefert anstelle von (2.29) 

und in Analogie zu (2.32), wobei die obige Fouriertransformation dabei als Limes tl + t2 
zu verstehen ist, erhält man für diesen speziellen Fall des Elektronenpropagators in Orts- 
Energie-Darstellung, 
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Schließlich sei noch auf eine andere wichtige explizite Darstellung des vollen Elektr~nenpro~a- 

gators in sphärischen Koordinaten verwiesen. Der volle Elektronenpropagator SF(E,  T T ~ )  
ist gerade die Greensche Funktion, welche der Differentialgleichung 

mit dem Dirac-Hamilton-Operator (2,4) genügt. Durch die Gleichungen (2.32) und (2.11) 
kann der folgende Ansatz für den vollen Elektronenpropagator gemacht werden: 

G 1  ( E ,  1 n 1  GL2(E, T I ,  r2)  7rA2 

SF(& T l ,  3-2) = C 
21 

( E ,  1 , )  G;'(E, T I ,  r2) nK2 
. . 

wobei die Funktionen 7 r z  als Summe über die weiter oben eingeführten Spinwinkelfunktionen 
(2.12) folgendermaßen definiert sind: 

Einsetzen des Ansatzes (2.38) liefert unmittelbar die Bestimmungsgleichung für die radialen 
Komponenten, welche in Matrixform wie folgt geschrieben werden kann: 

1 d 
l + V ( r l ) - E  rl drl r1 + k ]  [ Gkl ( E ,  rl, rz) GP(E,  rl,  T Z )  

r l + -  - 1 + V ( r l ) - E  Gz1(E,rl,r2) GF(E,rl ,r2) 

(2.40) 

wobei 1 die Einheitsmatrix ist. Die Lösungen dieser Gleichung lauten explizit für den Fall 
rl < r2: 

GF(E,rl,r2> = (1 + E)Q[(X - v)Mv-(i/z),x(2~ri) - ( K  - ( T I c ) ) M ~ + ( ~ / ~ ) , x ( ~ c ~ ~ ) ]  

X K ' G  + (3/Ic))Wv-(1/2),~(2~2) + Wv+(1/2) ,~(2~2)]  , 

G?(E, rl, rz) = C Q [ ( X  - ~)Mv-(l /q,~(2cr1) - ( K  - ( r l ~ ) ) M ~ ( l ~ 2 ) ~ ~ ( 2 c r l ) ]  

X[(" + ( ~ l c ) ) w v - ( l / 2 ) , x ( 2 ~ ~ ~ )  - Wv+(1/2),~(2~2)] , 

Gt1(E, rl, r2) = C Q [ ( X  - ~)Mv-( i /a ) , x (2~1)  + ( K  - ( Y / C ) ) M ~ + ( I / ~ ) , X ( ~ C T ~ ) ]  

X L(" + (714) ~ v - ( i / z ) , x  ( 2 ~ 7 - 2 )  + Wv+(1/2),~(2~r2)] > 

G?(E,rl,rz> = (1 - E)QI(X - ~)M,-(iiz),x(2cri) + ( K  - ( ~ / c ) ) M ~ + ~ 1 ~ , ~ ( 2 c r x ) ]  

X [ ( &  $. ( T / C ) ) ~ - ( ~ / Z ) , X ( S ~ ~ )  - W V + ( I / S ) , X ( ~ C ~ ~ ) ]  , (2.41) 
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wobei K p ( x )  und Wff,p(x) die Whittakerfunktionen sind [26]. Die Abkürzungen bedeuten 

und Q = 
1 r(x - V) 

m ( 4 c 2 r l r 2 )  r(l+ 2X) ' 

Die Größen X und 7 wurden schon oben in (2.16) definiert. Der andere Fall rl > r2 läßt sich 
aus den Symmetrierelationen 

erhalten. Eine genauere Beschreibung und weitere grundlegende Eigenschaften dieser radia- 
len Green'schen Funktionen findet man z.B. in dem klassischen Paper [27]. SchlieBlich sei 
noch auf die Polstruktur und die Schnitte des vollen Elektronenpropagators SF(E, T I ,  r2) in 
der komplexen E-Ebene eingegangen. Sie ist in der Abbildung 2.2 ersichtlich. 

Abbildung 2.2: Der volle Elektronenpropagator hat in der komplexen E-Ebene von f 1 aus- 
gehend entlang der x-Achse bis f W einen Schnitt. Die Pole sind die Energieeigenwerte der 
Dirac-Gleichung, s. dazu auch die Abbildung 2.1. Die Energieintegration ist immer entlang 
dem dargestellten Kontur zu verstehen. 

Der freie Elektronenpropagator S:(E, T 1 - T 2) folgt formal aus dem vollen Elektronenpro- 
pagator im Limes Z a  + 0. Dieser Limes ist aber nicht trivial. Im übernächsten Abschnitt 
soll deshalb der freie Elektronenpropagator besprochen werden, nachdem die Zustände der 
freien Dirac-Gleichung diskutiert wurden. 

~ 2.1.4 Lösung der freien Dirac-Gleichung in sphärischen Koordinaten 

Die Betrachtung der Lösungen der freien Dirac-Gleichung in sphärischen Koordinaten (T = 
(T,  8 ,4) )  ist deshalb von Bedeutung, da der später aus ihnen zu konstruierende freie Elek- 
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tronenpropagator ebenso in einer sphärischen Darstellung benötigt wird. Die freie Dirac- 
Gleichung lautet 

Ihre Lösungen beschreiben die Bewegung eines freien Elektrons mit Impuls p und in Kugel- 
koordinaten sind sie gegeben durch 1231 

Fs,Apr) x m  4) 
(2.45) 

iGSjK (pr) X!S(~, 4) 

Dabei wurde p Ipl definiert und der Index s unterscheidet wieder die Zustände mit posi- 
tiven und negativen Energien, welche gegeben sind durch 

+ I / ~  für s = l  

EsIP = (2.46) 

Die Spinwinkelfunktionen wurden bereits in (2.12) definiert, und die radialen Komponenten 
ergeben sich zu 

Der Zusammenhang zwischen 1,1 mit der Quantenzahl n ist dabei definiert zu (vergl. mit 

(2.13)) 

1 = In+ 1/21 - 112, 

Mit diesen Lösungen kann nun der freie Elektronenpropagator hergeleitet werden. 

2.1.5 Der freie Elektronenpropagator in sphärischen Koordinaten 

In dieser Arbeit wird der freie Elektronenpropagtor in sphärischen Koordinaten in dex Orts- 
Energie-Darstellung benötigt. Der freie Elektronenpropagator in sphärischen Koordinaten 
wurde unter Verwendung der Methode der Greenschen Funktionen in [28] angegeben. Jedoch 
soll hier eine direkte Herleitung aus den Lösungen der freien Dirac-Gleichung erfolgen, 
Dieselben Überlegungen, welche im Abschnitt 2.1.3. zum vollen Elektronenpropagator in 
Orts-Energie-Darstellung führten (s. (2.32)), liefern zunächst für den freien Elektronenpro- 
pagator 
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wobei in der 2. Zeile bereits die Lösungen der freien Dirac-Gleichung (2.45) eingesetzt wur- 
den. Die Matrixelemente ergeben sich somit zu 

Interessant ist nun, daß sich das Integral über p direkt analytisch auswerten 1äBt. Nach 
Integration über p ergibt sich demnach die Darstellung des freien Elektronenpropagators in 
sphärischen Koordinaten für (rl  > r2)  ZU: 

mit den radialen Komponenten 

Go: = - i ( E  - 1 ) d -  j i ( - r l d m )  h p ) ( - r 2 . \ / m )  . (2.51) 

Die Spinwinkelfunktionen in (2.50) waren durch (2.39) definiert. Der Fall r l  < r2 ergibt sich 
aus den obigen Lösungen wieder durch die Relationen (2.43). Die analytische Fortsetzung 
der sphärischen Besselfunktionen und sphärischen Hankelfunktionen erster Art sind gegeben 
durch [26] 

jl(zeiTm) = einmz jl (z )  , m = 0 , 1 , 2 ,  . . . , 

Schließlich sei noch folgende Bemerkung angefügt. Der freie Elektronenpropagator ist wegen 
der Translationsinvarianz nur eine Funktion der Differenz der Koordinaten T I  - und 
der Energie E. Das gilt offensichtlich nicht für die einzelnen Summanden in (2.50),  jedoch 
muss diese Forderung selbstverständlich für die gesamte Summe erfüllt sein. Das ist auch 
tatsächlich der Fall. Die Summe über n in (2.50) ist analytisch ausführbar und lautet [28]: 
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2.1.6 Der Photonenpropagator 

Der Photonenpropagator im Furry-Bild unterscheidet sich nicht vom Photonenpropagator 
der freien QED. Der Grund liegt darin, daß der Photonenfeldoperator &(X) mit dem 
dritten Summanden im Dirac-Hamilton-Operator H F ~ ~ ~  in (2.4), welcher ja zusammen 
mit dem Photon-Hamilton-Operator die Zeitentwicklung der Feldoperatoren ent- 
sprechend (2.6) bestimmt, vertauscht. Deshalb stimmt der Photonenfeldoperator &(I) im 
Wechselwirkungs-Bild mit dem Photonenfeldoperator im Furry-Bild überein. Er ist in fol- 
gender Weise als zeitgeordnetes Produkt eines Vakuumerwartungswertes definiert: 

mit dem Zeitordnungsoperator (für Bosonen stimmt der Wick'sche mit dem Dyson'schen 
Zeitordnungsoperator überein): 

Die Quantisierung der Maxwell-Gleichungen ist ein äußerst nichtriviales Problem, jedoch 
wurde die Quantisierung in vielen Standardlehrbüchern ausführlich erläutert. An dieser Stelle 
sei deshalb gleich der Photonenfeldoperator in Feynman-Eichung (d.h. C = 1) angegeben: 

eingegangen. Die Dispersionsrelation für Photonen ist Eh = Ikl, und $(k) ist der Polarisati- 
onsvektor. Die transversalen Photonen werden durch die Polarisationsquantenzahl s = 1,2, 
die skalaren Photonen durch den Fall s = 0 und die longitudinalen Photonen durch die Quan- 
tenzahl s = 3 beschrieben. Die Vernichtungsoperatoren ES(k) und Erzeugungsoperatoren 

t(k) der transversalen, skalaren und longitudinalen Photonen gehorchen der Bosestatistik 
und genügen den folgenden axiomatischen Vertauschungsrelationen: 

[Cs(-), Es' t(k')] = Q J,,„ Jklk, ; 

[Z  (k) , Cs' (k')] = O ; [e *(k), E"' t(k')] = O , 
wobei [,] den Kommutator bezeichnt. Hierbei ist 5, = 1 für s = 1,2,3 und 5, = -1, wenn 
s = 0. Das Vakuum ist definiert als 

d.h. es enthält keine Photonen. Einsetzen des Photonenfeldoperators in die Definition (2.54) 
führt direkt auf den Photonenpropagator in Feynmaneichung: 

Entsprechend dieser Gleichung kann der Photonenpropagator in Energie-Orts-Darskdlung 
direkt abgelesen werden zu 
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Abbildung 2.3: Die Verzweigungspunkte und Schnitte des Photonenpropagators in des kom- 
plexen E-Ebene. Die Energieintegration wird entlang dem dargestellten Kontur geführt. 

Legt man den Vektor ri - T Z  in z-Richtung, so kann dieses Integral im k-Raum mit Hilfe 
der Dirac-Identität 

(P bezeichnet hier den Cauchy'schen Hauptwert des Integrals) nach Einführung von sghäri- 
schen Koordinaten analytisch ausgeführt werden und liefert 

In der komplexen E-Ebene hat dieser Photonenpropagator wegen der beiden Riemannschen 
Blätter der Wurzelfunktion zwei Verzweigungspunkte und zwei Schnitte entsprechend der 
Abbildung 2.3. Legt man entsprechend diesen Verzweigungspunkten und Schnitten die Kon- 
turen der Energieintegration fest, so kann die ievorschrift fallen gelassen werden und der 
Photonenpropagator (2.62) vereinfacht sich zu 

Die in der Abbildung 2.3 dargestellte Energiekontur ist gleichzeitig in Übereinstimmung mit 
dem geforderten Umlaufen der Pole des gebundenen und freien Elektronenpropagators (s.a. 
Abbildung 2.2). 
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2.2 Lamb-Verschiebung 

Alle Korrekturen zu den Energieniveaus der Dirac-Theorie mit punktförmigen, unendlich 
schweren Atomkern werden allgemein als Lamb-Verschiebung betrachtet. Dieser Definition 
der Larnb-Verschiebung wird auch in dieser Arbeit gefolgt. Manchmal werden jedoch nur die 
reinen Strahlungskorrekturen, d.h. QED-Effekte, in die Definition der  Lamb-Verschiebung 
einbezogen. Die Korrekturen, welche allein aus der endlichen Kernausdehnung und endlichen 
Kernmasse folgen, werden in diesem Fall nicht als Lamb-Verschiebung angesehen. 
Mit der S-Matrix lassen sich Streuprobleme berechnen. Sie ist aber zunächst ungeeignet, um 
die Lamb-Verschiebung in gebundenen Quantensystemen zu berechnen. Die entsprechenden 
mathematischen Ausdrücke der Energieverschiebungen exakt herzuleiten ist in der Bound- 
State-QED ein höchst nichttriviales Problem. Aus diesem Grund sollen in diesem Abschnitt 
zwei Methoden für die Herleitung der mathematischen Ausdrücke für die Lamb-Verschiebung 
näher betrachtet werden. Eine Methode ist die GelbMann-Low-Sucher-Formel, welche auf 
der Methode des adiabatischen Ein- und Ausschaltens der Wechselwirkung beruht. Gerade 
durch diesen Mechanismus ist diese Formel jedoch für reduzible Diagramme und insbeson- 
dere für Mehrelektronensysteme mathematisch schwieriger zu handhaben. Eine wesentlich 
elegantere Methode beruht auf der Zwei-Zeiten-Green-Funktion, welche diesen Mechanis- 
mus nicht verwendet. 

2.2.1 Gell-Mann-Low-Theorem 

In diesem Abschnitt soll die Gell-Mann-Low-Sucher-Formel betrachtet werden. Eine ge- 
nauere Beschreibung ist in vielen Standard-Lehrbüchern enthalten ([31, 32, 331, s.a. [24]). 
Sie ist in engem Zusammenhang mit dem Existenzbeweis des adiabatischen Limes (2.73) 
zentraler Bestandteil des Gell-Mann-Low-Theorems [34] und gestattet ebenso wie die Me- 
thode der Zwei-Zeiten-Green-Funktion die Herleitung der mathematischen Ausdrücke für 
die Energieverschiebungen [35]. Ihre Herleitung scheint vom physikalischen Standpunkt her 
einfacher, jedoch ihre Anwendung ist, zumindest für reduzible Diagramme, viel schwieriger 
als die Methode der Zwei-Zeiten-Green-Funktion. 
Die Formel zur Berechnung der Lamb-Verschiebungen gebundener Systeme bedient sich 
des adiabatischen Einschaltens und Auschaltens der Wechselwirkung. Darunter versteht 
man das Ersetzen des Wechselwirkungs-HamiIton-Operators (im Furry-Bild) durch einen 
Wechselwirkungs-Hamilton-Operator mit einem zusätzlichen exponentiellen Faktor in der 
folgenden Weise 

und der das Quantensystem beschreibende Gesamt-Hamilton-Operator ist deshalb jetzt; 
gegeben durch (vergl. mit (2.4)): 

wobei die HilfsgrÖBe h als eine Art Kopplungskonstante (neben der in $,i,(t) stecken- 
den elektrischen Ladung e)  anzusehen ist. Sie ist bei der Herleitung des Ausdruckes für die 
Energieverschiebung notwendig, und am Ende der Berechnungen wird der Limes X -+ 1 
volbogen. Mit dieser Ersetzung wird der Störoperator fiht(t, T )  für  arymptotische Zeiten 
t -, f W exponentiell gedämpft und für endliche Seiten gelingt ein allmähliches Einschal- 
ten und Ausschalten der Wechselwirkung. Es ist dadurch möglich, divergente Zeitintegrale 
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der S-Matrix zunächst endlich zu halten. Nach Umsortieren dieser zunächst endlich gehal- 
tenen Divergenzen heben sie sich durch geeignetes Zusammenfassen gegenseitig weg. Es sei 
an dieser Stelle angemerkt, daß diese Prozedur des Weghebens der Divergenzen nicht in Zu- 
sammenhang steht mit der später zu behandelnden Renormierungprozedur der QED. Erst 
nach Ausführen aller Rechnungen kann der Limes C -+ 0 vollzogen werden. Prablematisch 
ist neben der Nichtkovarianz der Ersetzung (2.64) gerade dieser Limes e 4 0, da er sich als 
äußerst nichtrivial erweist. 
Die Energieverschiebung ist definiert als die Differenz zwischen den Energieeigenwerten E, 
des ungestörten Hamilton-Operators Ho und den Energieeigenwerten des Gesamt-Hamilton- 
Operators &(t, T )  aus (2.65), d.h. die Energieverschiebung eines Zustandes In) ist mit ent- 
sprechender Normierung gegeben durch 

In dieser Definitionsgleichung für die Lamb-Verschiebung erscheint der adiabatische Zeitent- 
wicklungsoperator 

welcher die Zeitentwicklung eines Zustandes beschreibt. Entsprechend (2.7) gctlitgt dieser 
Operator der Differentialgleichung 

mit der Randbedingung U(&, to) = 1. Durch Umformen dieser Differentialgleichung in eine 
Integralgleichung, welche durch Iteration lösbar ist, kann schließlich die explizite 'E"orrn des 
Zeitentwicklungsoperators 

gewonnen werden. ist wieder der Wick7sche Zeitordnungsoperator . Wegen der Erhaltung 
der Norm eines beliebigen quantenmechanischen Zustandes für beliebige Zeiten folgt direkt 
aus der Definition (2.67) die Unitarität des Zeitentwicklungsoperators. 
Den Limes zu unendlichen Zeiten bezeichnet man als die adiabatische Sc, x-Matrix 

Unter Anwendung der wichtigen Beziehung [34, 351 
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ergibt sich unmittelbar die Gell-Mann-Low-Sucher-Formel 134, 351 

id &(nlS,,xln) A E, = lim - 
2 (nIS&) X + l  

Beim Beweis der Gleichung (2.71) wird die Vorraussetzung gemacht, daß der sogenannte 
adiabatische Limes 

I*) = lim I W ) )  
2-0 (@I*&)) 

existiert, wobei IQLi,(t)) ein Eigenzustand des adiabatischen Hamilton-Operators (2.65), I@) 
ein Eigenzustand des ungestörten Systems und I@) ein Eigenzustand des nichtadiabati- 
schen, wechselwirkenden Gesamtsystems k ( t ,  T )  = + &„(t, T )  ist. 
Schließlich soll noch die explizite Störungsentwicklung (unter Verwendung von (2.70)) der 
Gell-Mann-Low-Sucher-Gleichung bis zur Ordnung e4 betrachtet werden: 

lim A&(nIse,~ln) - (nl~$)ln) + 2(nls$)ln) + 3(nlS$)ln) + ... 
~ - + 1  (nlS.,xln) i + (nls!,:)ln) + (nls$)ln) + (nls!3ln) + ... 

Es gibt zwei Typen von Matrixelementen, welche unterschieden werden müssen: reduzible 
und irreduzible. Ein reduzibles Matrixelernent ist definiert als Matrixelement, welches ge- 
schrieben werden kann als Produkt von mehreren Matrixelementen niedrigerer Ordnung 
der Störungstheorie. Bei einem irreduziblen Matrixelement ist dies nicht mö lich. Deshalb (1, sind die Produktterme in (2.74), also z.B. die Tenne (nl~!fln))' und (nlSc,l [n)(nl~$)/)ln) 
offensichtlich immer reduzible Matrixelemente und die reinen Terme, also 2.B. die Terme 
(nl~$)ln) und (nl~$ln) sind die irreduziblen Matrixelemente. Jedoch auch diese irredu- 
ziblen Matrixelemente können Teile enthalten, welche reduzibel sind. Ein solches Beispiel 
wird gerade im Fall der Zwei-Photonen-Selbstenergie auftreten. In diesem Fall der irre- 
duziblen Matrixelemente folgt deshalb unmittelbar aus der Gell-Mann-LowSucher-Formel 
(2.72) und der Entwicklung (2.74) 

2 E  A E$_ = lim - 1 (n[s!;i ]n)iW. 
„o 2 

(2.75) 
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wobei 1 die Ordnung der Entwicklung nach der Kopplungskonstante e angibt. An dieser Stelle 
soll auf einen wichtigen Spezialfall der Gell-Mann-LOW-Sucher-Formel (2.72) hingewiesen 
werden. Im Falle von irreduziblen Matrixelementen (oder irreduziblen Teilen eines reduziblen 
Matrixelements) kann nämlich der Limes 6 + 0 sofort vollzogen werden, da für kleine Werte 
von E. die folgende Entwicklung gilt [33] 

mit 

Auf der linken Seite der letzten Gleichung steht die nichtadiabatische S-Matrix und nicht 
die adiabatische Sc-Matrix. Einsetzen der Beziehung (2.76) in die Gell-Mann-Low-Sucher- 
Gleichung für irreduzible Diagramme (2.75) ergibt unmittelbar 

Ein Beweis dieser wichtigen Beziehung findet man auch in [33]. Somit ist es nicht schwie- 
rig, die mathematischen Ausdrücke für die Energieverschiebungen mit der Gell-Mann-Low- 
Sucher-Formel für irreduzible Matrixelemente zu finden. Allerdings bereitet dieser Zugang 
für die reduziblen Beiträge Schwierigkeiten, wie bereits Eingangs erwähnt wurde. 
Die Sc, x-Matrix ist unitär, da sie aus dem unitären Zeitentwicklungsoperators durch den Li- 
mes zu unendlichen Zeiten hervorging. Da die einzelnen Summanden der Störungsreihe (2.70) 
direkt in engem Zusammenhang mit physikalischen Observablen stehen, sind sie einzeln eich- 
invariant. Im folgendem Abschnitt wird auf die Auswertung der adiabatischen S„ x-Matrix 
(2.70) eingegangen. 

2.2.2 Feynman'sche Diagramm-Technik 

Um nun die zeitgeordneten Produkte in diesen einzelnen Summanden der Störungsreihe 
berechnen zu können, benutzt man das Wick'schen Theorem [36, 371, dessen Beweis u.a. 
auch in [31, 381 zu finden ist. Das Wick-Theorem stellt einen Zusammenhang her zwischen 
der Wick'schen Zeitordnung f von Operatoren und der Normalordnung fi dieser Operatoren. 
Für zwei beliebige Operatoren A und B kann das Wick'sche Theorem wie folgt dargestellt 
werden: 

Der dabei verwendete Vakuumerwartungswert (0l5?(A(ri) B(x2)) 10) wird sehr häufig auch 
als Kontraktion der Operatoren A und B bezeichnet, und es ist üblich, ihn symbolisch zu 
schreiben als 

Als Vakuumerwartungswert wird er offensichtlich genau dann verschwinden, wenn keiner 
der beiden Operatoren A, B Teilchen erzeugt, die der andere vernichtet. Insbesondere ver- 
schwinden also diejenigen Vakuumerwartungswerte mit Operatoren, die zu verschiedenen 
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Quantenfeldern gehören. Die nichtverschwindenden Kontraktionen sind bis auf einen Kon- 
ventionsfaktor i gerade die Feynman-Propagatoren. Sind also A, B Feldoperatoren des quan- 
tisierten Elektron-Positron-Feldes, so ist (2.80) der Feynmansche Elektronenpropagator und 
sind A, B die Feldoperatoren des quantisierten Maxwell-Feldes, so ist (2.80) der Feynman- 
sche Photonenpropagator. Die Verallgemeinerung des Wick'schen Theorems für beliebig viele 
Operatoren bosonischer und fermionischer Natur lautet 

Nach diesem Theorem läßt sich also ein zeitgeordnetes Produkt einer beliebigen Anzahl von 
Operatoren in eine Summe von Normalprodukten entwickeln, deren einzelne Summanden 
alle möglichen Kontraktionen von je zwei Operatoren enthalten. Eine weitere Verallgemeine- 
rung des Wick'schen Theorems besteht in dem Fall, daß einige Operatoren &ZI) . . .&Xi) 
im zeitgeordneten Produkt (2.81) bereits normalgeordnet sind. Dieser Fall wird offensicht- 
lich mit der Lagrangedichte (2.1) relevant. In diesem Fall müssen alle Normalordnungen, 
welche Kontraktionen von Operatoren enthalten, die bereits im zeitgeordneten Produkt nor- 
malgeordet waren, wieder subtrahiert werden. Es ist klar, da8 die entstandenen Terme sehr 
schnell unübersichtlich werden. Von Feynman u.a. wurde deshalb eine sehr kraftvolle und 
auch sehr anschauliche Diagramm-Technik entwickelt [39,40]. Jedem Summanden in (2.81) 
entspricht demnach ein sogenanntes Feynman-Diagramm, Mit diesen Feynman-Diagrammen 
kann dann zusammen mit den sogenannten Feynman-Regeln in einfacher Weise die mathe- 
matische Struktur der Matrixelemente der adiabatischen Se, x-Matrix bestimmt werden. An 
zwei grundlegenden Beispielen soll diese Diagramm-Technik im folgenden genauer erläutert 
werden. 
Dazu betrachten wir die SE, x-Matrix in 2. Ordnung Störungstheorie, wobei wir nun wegen 
(2.74) X = 1 setzen können. Aus (2.70) folgt zunächst 

Einsetzen der expliziten Form der Wechselwirkung im Fursy-Bild fs.a. (2.4)) 
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wobei wieder aus Gründen der Übersichtlichkeit die Diracindizes der Feldoperatoren \ir (t , T) 
und der 7-Matrizen nicht explizit notiert wurden, führt unter Berücksichtigung des adiaba- 
tischen Faktors (2.64) auf 

Entsprechend dem Wick7schen Theorem (2.81) kann jetzt das zeitgeordnete Produkt als 
Summe von normalgeordneten Produkten mit allen möglichen Kontraktionen geschrieben 
werden. Es wird nun die Einschränkung auf Ein-Elektronensysteme getroffen werden, d.h. 
die in den Matrixelementen 

auftretenden Zustände In) beschreiben Zustände mit nur einem Elektron. Somit sollen auch 
keine äußeren Photonen zugelassen sein. Diese Einschränkung bedeutet, daß die Photonen- 
feldoperatoren &(t, T) und immer zwei der insgesamt vier Diracfeldoperatoren %(t, T) kon- 
trahiert werden müssen. Die unkontrahierten Operatoren nennt man auch freie Operatoren. 
Desweiteren sei an dieser Stelle bemerkt, daß die voll kontrahierten Beiträge zur S„ x-Matrix 
sogenannte unverbundene Graphen darstellen. Diese unverbundenen Graphen tragen jedoch 
entsprechend dem Linked-Cluster-Theorem [41] nur einen Phasenfaktor zur Gesamtamplitu- 
de der Sc, x-Matrix bei. Deshalb können sie bei der Auswertung der Gell-Mann-Low-Sucher- 
Formel unberücksichtigt bleiben, denn die Quantentheorie ist nur bis auf einen beliebigen 
Phasenfaktor bestimmt, so daß dieser Phasenfaktor immer in den Zustand In) absorbiert 
werden kann. 
Nach diesen beiden Einschränkungen (Ein-Elektron-Zustände und Ausschluß der vollkon- 
trahierten Beiträge) verbleiben nur vier mögliche Kontraktionen nach Anwendung des Wick- 
Theorems auf (2.84), von denen zwei explizit angegeben werden: 

und 
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Abbildung 2.4: Die den expliziten Ausdrücken der ~ $ ~ a t r i x  entsprechenden Feynmandia- 
gramme der Selbstenergie SE und der Vakuumpolarisation VP 

Mit der Definition des gebundenen Elektronenpropagators (2.27), (2.33) und der Definition 
des Photonenpropagators (2.54) lassen sich diese beiden Ausdrücke graphisch darstellen (s. 
Abbildung 2.4). Die anderen beiden Möglichkeiten der Kontraktion ergeben dieselben Terme 
(2.86),(2.87) noch einmal, nur mit vertauschten Koordinaten. Da jedoch über den gesamten 
Raum tl, T I ,  t2, ~2 integriert wird, liefern sie denselben Beitrag wie die obigen beiden. Der 
Faktor verschwindet also im Endergebnis. 
Es ist nun nicht schwierig, aus den angegebenen expliziten Ausdrücken die folgenden, soge- 
nannten Feynmanregeln zur Bildung aller Sc, 1-Matrixelemente (cpn,,,miSE, lJ<pn,,l,) abzule- 
sen: 

1. ein Faktor (-i)n für ein Diagramm n-ter Ordnung Störungstheorie 

2. ein Faktor e cr" e-"ltl für jeden Vertex 

3. für jede innere Elektronenlinie: iSF(tl - tz, TI,  T ~ )  

4. für jede innere Photonenlinie: iD„(tl - t2, r1 - ~ 2 )  

5. ein Faktor -1 und die Spur für jede geschlossene Elektronens~hleife 

6 .  Integration über die Koordinaten t, T in allen Vertizes 

7. für jedes einlaufende Elektron yn,6,p(t, T) 

8. für jedes auslaufende Elektron yi,s,p(t, T) 

Der Fall einlaufender bzw. auslaufender Photonen wird in dieser Arbeit nicht beniitigt und 
wurde deshalb nicht aufgenommen. Allerdings sallen noch folgende Anmerkungen gemacht 
werden: 

a) In der ScZi-Matrix (2.70) erscheint der Faktor 5. Jedoch entsprechend dem Wi&- 
Theorem (2.81) führt die Entwicklung des F-~roduktes zu genau n! Summanden glei- 
cher Struktur, die sich lediglich durch Permutation der Koordinaten unterscheiden. 
Da über diese Koordinaten integriert wird, beschreiben diese topologisch äquivalenten 
Graphen denselben physikalischen Prozess, d.h. sie liefern denselben mä'thema;tischen 
Ausdruck. Somit werden sie unter Weglassen des Faktors n! nur einmal ~;ez%h'it. Der 
oben explizit behandelte Fall in 2. Ordnung mit dem Wegfallen des Faktors & ist also 
ein Spezialfall dieser allgemeinen Aincsage, 
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b) Der zusätzliche Faktor -1 in der 5. Regel findet seine Ursache in der Antikommutation 
der fermionischen Feldoperatoren $(t , r ) . Dies wird klar am obigen Beispiel (2.87). Die 
Kontraktion führt zwar auf den Elektronenpropagator, jedoch mit einem negativen 
Vorzeichen, d.h.: &(tl, cl)%(tl, TI) = - iS~( t ,  T ) .  

C) Unter der Spur in der 5. Regel ist die Spur in den Diracindizes zu verstehen. Auch dies 
' wird verständlich, wenn man im Beispiel (2.87) die explizite Notation in den Diracindi- 

zes betrachtet: $t(tl, rl)ap*(tl, T i )  @ßt(ti, ~ i ) ( a p ) ~ i & ~ ( t i ,  Ti) = ---iTr[qJ'~(t, T)] 

d) Schließlich sei noch auf folgende Problematik hingewiesen, welche aus der Methode 
des adiabatischen Ein- und Ausschaltens der Wechselwirkung folgt, Eine wesentliche 
Verkomplizierung dieser Feynman-Regeln steckt nämlich in der 2. Regel, da bei den 
Zeitintegrationen in den Feynman-Diagrammen keine einfachen &Funktionen crschei- 
nen. Vielmehr wird statt der &Funktion die veränderte Darstellung Ac($) 'benötigt: 

mit der Eigenschaft 

Da der Limes E. -+ 0 erst nach Abschluß aller Rechnungen, d-h. insbesondere nach einer 
weiteren Integration mit &(X) als Integrand, durchgeführt wird, sind nun die einfachen 
Integrationen über &-Funktionen nicht mehr möglich. Darin besteht die wesentliche 
Schwierigkeit des Zugangs von Gell-Mann, Low und Sucher. 

Die Vorteile der Diagramm-Technik sind offensichtlich. AUS den sehr unanschaulichen al- 
gebraischen Ausdrücken der SE, l-Matrix-Elemente werden physikalisch verständliche, ele- 
mentare Prozesse mit sehr anschaulich-graphischen Charakter. Der zweite Vorteil ist sogar 
von noch entscheidenderer Bedeutung. Der Ausgangspunkt für theoretische Berechnungen 
ist oftmals nicht mehr die unzählige Fülle algebraischer Ausdrücke, welche sich ja nach dem 
Wick-Theorem ergeben. Vielmehr lautet die Aufgabe für störungstheoretische Berechnun- 
gen nunmehr: Finde alle topologisch äquivalenten Diagramme. Es ist klar, daß diese Aufgabe 
viel einfacher und übersichtlicher, vor allem für höhere Ordnungen der Störungstheorie, ist, 
als die doch etwas umständliche Anwendung des Wick-Theorems. Aus diesen Gründen ist 
die Feynmansche Diagramm-Technik von herausragender Bedeutung und nicht mehr weg- 
zudenken, nicht nur aus der QED sondern aus allen Quantenfeldtheorien. 

2.2.3 Methode der Zwei-Zeiten-Green-Funktion 

Nachdem auf die Vor- und Nachteile des Zugangs von Gell-Mann-Low-Sucher eingegangen 
wurde, soll nun eine moderne Methode erläutert werden, welche in der Lage ist, die beschrie- 
benen Nachteile von Gell-Mann-Low-Sucher zu umgehen. 
Die Methode der Zwei-Zeiten-Green-Funktion wurde von Shabaev für die QED entwickelt 
und erstmalig veröffentlicht in [42]. 
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Der entscheidende Vorteil dieser Methode gegenüber der Gell-Mann-Low-Sucher-Formel be- 
steht darin, daß die Methode des adiabatischen Ein-und Ausschaltens der Wechselwirkung 
hier nicht zur Anwendung kommt. Dadurch wird eine wesentliche Vereinfachung erzielt, wie 
insbesondere später explizit bei der Herleitung der QED-Korrekturterme in 2. Ordnung 
Störungstheorie ersichtlich wird. 
Die hier vorgestellte Methode soll zunächst allgemein für beliebig viele Elektronen entwickelt 
und erst später auf den Fall eines einzigen Elektrons spezifiziert werden. Diese allgemeinere 
Herangehensweise bringt keine wesentliche Verkomplizierung mit sich, sondern erlaubt sogar 
ein besseres Verständnis dieser Methode. 
Ausgangspunkt ist die Green-Funktion für N Elektronen in Heisenberg-Darstellung (das 
Heisenberg-Bild wird nur in diesem Abschnitt von (2.90) bis (2.107) verwendet, so daß keine 
Verwechslung mit dem Furry-Bild auftreten kann): 

Diese Green-Funktion enthält sämtliche Informationen über die Energiezustände des be- 
trachteten ~hysikalischen Quantensystems. Jedoch ist es sehr schwierig, diese physikalischen 
Größen direkt aus dieser komplizierten Funktion zu gewinnen. Zudem enthält sie vom phy- 
sikalischen Blickpunkt aus zu viele Informationen, welche nur mathematischer und nicht 
physikalischer Natur sind. Deshalb wird die sogenannte Zwei-Zeiten-Green-Funktion defi- 
niert: 

Die Zwei-Zeiten-Green-Funktionen wurden in der Vergangenheit in verschiedensten Gebie- 
ten der Physik untersucht [43, 441 und angewandt. Im später zu behandelnden Fall eines 
einzigen Elektrons ist es natürlich nicht notwendig, zu dieser Zwei-Zeiten-Green-Funktion 
überzugehen, da in diesem Fall nur zwei Diracoperatoren in (2.91) beitragen, d.h. sowieso 
nur zwei Zeiten auftreten. 
Die Zwei-Zeiten-Green-Funktion (2.91) hat zunächst keinen direkten physikalischen Sinn. 
Jedoch sind die Verz~eigun~spnkte  (bzw. die Pole) der Greenschen Funktion (2.91) die ex- 
akten Energieniveaus des betrachteten Quantensysterns. Das wird klar an der Spektraldar- 
stellung. Dazu wird von (2.91) die Fouriertransformierte bezüglich der Zeit betrachtet: 

1 1  
CO 03 - I G(E,rll ,..., TN;TI  ,..., rN) 6(E-E ' )  = -- dt' J dtexp(-iEt+iE'ti) 

27i2 N! 
-CO -03 
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Die Spektraldarstellung von G(E) lautet (ein Beweis ist z.B. im Anhang A von [46] zu finden) 
- 
G ( E ,  rll, ..., TN'; TI ,  ..., TN) 6(E - E') 

mit 
1 

.--, TN) = z ( ~ I * ( ~ ,  Tl) ,  ..., ib(~,'PN)(n) , 

wobei E, = C,') + C?) + . . . + ehN) die Summe über die einzelnen exakten Einteil~henener~ien der 
N Elektronen ist, und die Zustände In) sind die dazugehörigen exakten Elektronenzustände. 
D.h., insbesondere in nullter Ordnung gilt E?) = €P)(') + C?)(') + ... + ekN)('), wobei die C:)(') 

("((OdJp sindo die Energieeigenwerte der Diracgleichung (ap + ß + v)dJ!;) = ck  

In der Spektraldarstellung (2.93) ist die Summe zu verstehen als Integral über das konti- 
nuierliche Spektrum und als Summe über alle n diskreten Zustände des Systems Atom + 
Feld. Jedoch sollen dazu noch folgende Bemerkungen (s.a. 1461) zur Polstruktur des diskreten 
Spektrums von G(E) gemacht werden (es soll hier nur das diskrete Spektrum für positive 
Energien betrachtet werden, da für die Lamb-Verschiebung nur der Grundzustand und die 
angeregten Zustände von Interesse sind): 
In der Diractheorie mit klassischem Coulomb-Potential (d.h. ohne irgendeine Wechselwir- 
kung mit einem quantisierten elektromagnetischen Feld) sind die Zustände stabil und können 
nicht ineinander übergehen bzw. zerfallen. Somit besitzen die Energiezustände in der Dirac- 
theorie keinen Imaginärteil, und es gibt nur isolierte Pole auf der reellen E-Achse. Die QED 
ändert dieses Bild, da, mit Ausnahme des Grundzustandes, keine stabilen Zustände existie- 
ren und somit alle Pole (mit Ausnahme des Grundzustandes) einen Imaginärteil besitzen. 
Hinzu kommt, daß das Photon keine Masse hat, und somit können die Elektronen in einem 
beliebigen Energiezustand E, beliebig kleine Energien absorbieren. In der komplexen E- 
Ebene würde das bedeuten, daB jeder isolierte Pol der Diractheorie in der QED zu jeweils 
einem Verzweigungspunkt entartet ist, von dem aus ein Schnitt parallel zur positiven reel- 
len E-Achse verläuft. Da man an den isolierten Energiezuständen des Systems, d.h. an den 
isolierten Polen der Zwei-Zeiten-Green-Funktion G(E) interessiert ist, bedient man sich in 
der QED des folgenden Tricks. Es wird eine künstliche Photonenmasse p eingeführt, so daf3 
der Photonenpropagator einem massivem Vektorteilchen entspricht. Den Elektronen in den 
Zuständen E, ist es nun nicht mehr möglich, beliebig kleine Energien zu emittieren. Vielmehr 
ist die kleinste mögliche Energie, welche emittiert werden kann, genau die Photonenmasse 
p. Damit spalten die Pole von dem Schnitt um genau p nach links ab, und man erhält iso- 
lierte Pole. Die Polstruktur der Zwei-Zeiten-Green-Funktion sieht nunmehr entsprechend 
Abbildung 2.5 aus. Die Schnitte parallel zur positiven E-Achse wurden dabei parallel zur 
imaginären E-Achse gezogen und um die isolierten Pole wurde bereits eine Integrationskur- 
ve I' gezogen. Erst jetzt kann (im diskreten Spektrum) wirklich von einer Summe in (2.93) 
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Abbildung 2.5: Die Polstruktur und die Schnitte der Zwei-Zeiten-Green-Funktion. Eine 
kleine Photonenmasse p bewirkt in der komplexen Energieebene eine Isolierung der Energie- 
zustände. Das Kreuz stellt den jeweiligen, isolierten Energiezustand dar. Die Linien parallel 
zur imaginären Achse stellen die Schnitte der Zwei-Zeiten-Green-Funktion dar. 

gesprochen werden. 
Das nächste Ziel ist nun, die isolierten Energiezustände E, aus der Zwei-Zeiten-Green- 
Funktion zu ,gewinnen. Dazu ist es notwendig, eine neue Funktion g(E) zu definieren. In den 
Funktionen F, und E, von (2.93) lassen sich jeweils N yO-Matrizen rechts herausziehen, da 
gilt 5 = @+yO (diese N Matrizen 7% ...Y: vertauschen, da sie zu verschiedenen Elektronen 
gehören). Aufgrund der Relation yOyO = P ist die folgende Definition sehr zweckmäßig: 

wobei /U,) den ungestörten Elektronen-Zustand bezeichnet. Mit der Definition der beiden 
Konstanten (C-Zahlen): 

folgt schließlich 

Nun wird eine Kurve I" in der komplexen E-Ebene so gwählt: da13 T" immer in der N5he des 
betrachteten Pols E, liegt und dabei diesen Energiezustand umrundet, (s. obige Abbildung). 
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Die Anwendung des Residuensatzes ergibt für die beiden Konturintegrale 

und aus diesen beiden Gleichungen folgt unmittelbar die zentrale Formel zur Berechnung 
der Energieverschiebungen mit der Methode der Zwei-Zeiten-Green-Funktion nach Shabaev 
[42, 45, 461: 

Diese Gleichung gestattet es, die exakten Energiezustände zu berechnen. Jedoch ist es 
zweckmäßiger, eine Formel abzuleiten, welche es ermöglicht, direkt die Lamb-Verschiebung 
zu berechnen. Dazu wird die Größe 

definiert, wobei gs die 0. Ordnung Störungstheorie bedeutet, d.h. wenn bei des Berechnung 
der Funktion gnn entsprechend (2.94) nur die Diractheorie mit Coulombpotential benutzt 
wird. Einsetzen dieser Funktion (2.99) in (2.98) liefert 

wobei A E, = E, - E?) und A E = E - E?) definiert wurde. Mit Hilfe dieser Gleichung kann 
man nun direkt die Energieverschiebungen berechnen. Allerdings ist es doch zweckmäfiig, sie 
noch auf die beiden wichtigen Fälle der 1. und 2. Ordnung Störungstheorie zu spezifizieren. 
Dazu wird die Entwicklung der Funktion Agnn(E)  nach der Kopplungskonstanten 

in die obige Gleichung (2.100) eingesetzt, und dies ergibt schließlich für die 1. Ordnung 
Störungstheorie 

und für die 2. Ordnung Störungstheorie 

Um nun in konkreten Rechnungen diese beiden Formeln (2.102) und 2.103) tatsächlich an- 
wenden zu können, muss noch die Gleichung zur Berechnung der zentralen Funktion gnn 



2.2 Lamb-Verschiebung 39 

(d.h. (2.94) zusammen mit (2.92)) in eine praktischere Form gegossen werden. Diese Form 
wird durch die folgenden beiden Gleichungen erreicht: 

mit 

Natürlich muss diese zuletzt angegebene Form mit der Form in den Gleichungen (2.94) und 
(2.92) übereinstimmen. Dies kann man aber zeigen, indem man (2.105) in (2.104) einsetzt 
und die Integrationen über die S-Funktionen ausführt. Nun soll noch (2.104) auf den in 
dieser Arbeit relevanten Fall eines einzelnen Elektrons spezifiziert werden. Die Formel zur 
Berechnung der Funktion gnn(E) laute% dann 

und nach Integration über die beiden S-Funktionen folgt unmittelbar 

Die Gleichung (2.107) zusammen mit (2.105) bildet das Grundgerüst für die Herleitung der 
mathematischen Ausdrücke für die Lamb-Verschiebung eines Atoms mit einem Elektron. Es 
ist klar, daß die komplizierte Gleichung C2.105) zur Berechnung von nur in Storungstheorie 
ausgewertet werden kann. Um zu diesen Feynmanregeln zu gelangen, ist es notwendig (s. 
Kapitel 2.1), vom Heisenbergbild (2.105) in das Furry-Bild überzugehen und anschließend 
das Wicktheorem anzuwenden. Der Übergang in das Furry-Bild ist durch folgende Gleichung 
gegeben: 

Einen Beweis dieser Formel findet man für den Übergang vom Heisenberg-Bild in das 
Wechselwirkungs-Bild z.B. in [47]. Der dort explizit gezeigte Übergang ist aber direkt Gber- 
tragbar für den hier benötigten Fall zwischen Heisenberg- und Furry-Bild. Nun kann das 
Wick-Theorem wie im vorherigen Abschnitt direkt angewendet werden und man bekommt 
die folgenden Feynmanregeln in der Ene-ie-Orts-Darste11ung zur Berechnung der finktiori - 
G(iq .-- , Eh; E1 , .. . , BN): 
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1. für eine äuaere Elektronenlinie einen Faktor i(i/2n)SF(E, TI ,  rz)yo 

03 

2. für jede innere Elektronenlinie ein Integral (212~) J dE SF (E, T T 2)70 
-03 

3. für jede Elektronenlinie, welche nicht verbunden ist mit anderen Elektronenlinien oder 
Photonenlinien einen Faktor ( ~ / ~ T ) S F ( E ,  r r2)y0 S(E - E') 

03 

4. für jede innere Photonenlinie ein Integral ( i / 2 ~ )  J dE D„ (E, - Tz) 
-00 

5. für jeden Elektron-Photon-Vertex ein Integral - i e&2~  J d3r &(Ei - Ez - E3) 

6. ein Faktor (-I)", wobei m die Zahl der geschlossenen Elektronenschleifen angibt 

7. ein Symmetrie-Faktor wobei P die Parität der Permutationen der Koordinaten 
der auslaufenden Elektronen bezüglich der einlaufenden Elektronen ist 

Dabei ist SF(E, T I ,  T ~ )  wieder der gebundene Elektronenpropagator und D„(E, T - Ta) der 
Photonenpropagator (s. Kap. Furry-Bild der QED). Die direkte Anwendung der hier vor- 
gestellten Methode der Zwei-Zeiten-Green-Funktion, insbesondere auch im Fall der Lamb- 
Verschiebung der Zwei-Photonen-Selbstenergie, bringt große Vereinfachungen gegenüber der 
Gell-Mann-Low-Sucher-Formel mit sich. Sie stellt somit einen wesentlichen Fortschritt bei 
der Herleitung der mathematischen Ausdrücke für die Energieverschiebungen dar. Dieser 
sehr moderne und elegante Zugang sollte bei der Herleitung der Energieverschiebungen zu- 
mindest in den reduziblen Diagrammen und in Mehrelektronen-Systemen immer angewendet 
werden. 
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2.3 Potentialentwicklung, Regularisierung und 
Ward-Identität 

Im Abschnitt 2.1.3 wurde der gebundene Elektronenpropagator in G1. (2.32) definiert, wel- 
cher in der Feynman'schen Diagrammtechnik durch eine doppelte Linie dargestellt wird. 
Die später zu behandelnde Renormierungstheorie der QED ist jedoch zunächst nur für die 
QED ohne 2uBere Quellströme, d.h. nur für die freie QED, definiert. Somit ist es notwendig, 
einen Zusmmenhang zwischen dem gebundenen Elektronenpropagator und dem Elektronen- 
propagator der freien Theorie herzustellen. Dieser Zusammenhang ist durch die sogenannte 
Potentialentwicklung gegeben. Dabei benutzt man die folgende Darstellung des gebundenen 
Elektronenpropagators durch die Resolvente des Hamiltonoperators H:"" (2.4): 

Zur Vereinfachung der Schreibweise wurde dabei der Hamiltonian Hfirae als abgekürzt. 
Diese etwas ungewöhnliche Darstellung des Elektronenpropagators soll kurz bewiesen wer- 
den: 
Die Lösungen des l3amilton-Operators H sind in der Dirac7schen Schreibweise die abstrakten 
bra-Vektoren /!Pn), d.h. es gilt 

Die Projektion der bra-Vektoren auf die Basis ] T )  ergibt die Wellenfunktion 3m Ortsraum 
~481 

wobei mit n wieder der vollständige Satz Quantenzahlen gemeint ist. Aus dieser Gleichung 
folgt mit der Vollständigkeitsrelation G IQn) (Qn I = il unmittelbar 

n 

Einsetzen dieser beiden Beziehungen in (2.109) liefert 
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wobei in der 2. Zeile die Beziehung (2.110) verwendet wurde. Jetzt kann die Potentialent- 
wicklung definiert werden. Dabei benutzt man die Operatoridentität 

welche durch Multiplikation mit dem Nenner E - f i o ( 1 -  ic) auf beiden Seiten der Gleichung 
bewiesen werden kann und setzt diese in (2.109) ein. Die Potentialentwicklung (2.114) läßt 
sich auch graphisch veranschaulichen, s. Abbildung 2.6. Solch eine Potentialentwicklun~; kann 

Abbildung 2.6: Die Potentialentwicklung des gebundenen Elektronenpropagators. 

solange durchgeführt werden, bis die Diagramme bzw. Unterdiagramme, welche gebundene 
Elektr~nenpropa~atoren enthalten, konvergent sind. Die divergenten Diagramme bzw. ihre 
divergenten Unterdiagramme enthalten nach der Potentialentwicklung nur freie Elektronen- 
propagatoren und können mit der Renormierungstheorie der freien &EI> renormiert werden. 
Die grundlegenden divergenten Diagramme der feien QED sind in Abbildung 2,7 dargestellt. 
Im Impulsraurn lauten die mathematischen Ausdrücke dieser Diagramme: 

Abbildung 2.7: Die Ein-Schleifen-Selbstenergie SE, die Ein-Schleifen-Vertexkorrektur VK 
und die Ein-Schleifen-Vakuumpolarisation VP als die typischen divergenten Ein-Schleifen- 
Diagramme der freien QED. 
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mit 

Eine explizite Lösung der Ein-Schleifen-Selbstenergie und der Ein-Schleifen-Vertexkorrektur 
kann z.B. in [49] gefunden werden, und für die Ein-Schleifen-Vakuumpolarisation sei auf 
[I701 verwiesen. 
An dieser Stelle sei auf die sehr wichtige Identität von Ward hingewiesen. Die unrenormierte 
Selbstenergie 9 und die unrenormierte Vertexkorrektur sind nämlich nicht unabhängig 
voneinander, sondern genügen der sogenannten Ward-Identität [50]: 

Diese Identität ist in jeder Ordnung Störungstheorie erfüllt. Es ist interessant, da8 Ward in 
[51] diese Identität zuerst in der Photon-Photon-Streuung bemerkte. Für den obigen Ein- 
Schleifen-Fall kann sie leicht nachgerechnet werden. Die Ward-Identität ist in den ersten 
beiden Ordnungen der Störungstheorie in Abbildung 2.8 dargestellt. Im Abschnitt 3.3 Re- 
normierung der Zwei-Photonen-Selbstenergie wird sie eine wichtige Rolle einnehmen. Auf 

Abbildung 2.8: Die unrenormierte Ward-Identität (2.119) der Ordnung a: und a2. 

die allgemeinere Ward-Takahashi-Identitüt sei auf die Literatur verwiesen [52, 681, denn 
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auf diese Identität wird in dieser Arbeit nicht zurückgegriffen. Für einen guten historischen 
Überblick dieser auch für die Renormierungstheorie wichtigen Identitäten sei auf [53] ver- 
wiesen. 
Eine analoge Beziehung gilt auch zwischen der renormierten Selbstenergie und der renor- 
mierten Vertexkorrektur. Sie lautet: 

Auch diese Identität gilt in beliebiger Ordnung Störungstheorie. 
Kommen wir zurück zu den Integralen in (2.118). Durch einfaches Abzählen der Potenzen 
der Impulse ist klar, daß diese Integrale für große Schleifen-Impulse divergieren. Da, die- 
se Diagramme divergent sind, sind sie zunächst mathematisch nicht definiert. Durch einen 
cut-off müssen sie endlich gehalten, d.h. regularisiert werden. Ein direkter Impuls-cut-off 
als obere Integrationsgrenze wäre aber weder eichinvariant noch lorenteinvariant, Ein eich- 
und lorentzinvariantes Verfahren zur Regularisierung solcher Diagramme stellt die Methode 
von Pauli und Villars (1949) [54] dar. In dieser Methode, welche eine wesentliche Weiterent- 
wicklung der Arbeit von Rayski [56] darstellt, werden massive ferrnionische und hssonische 
Hilfsfelder eingeführt. Es soll jedoch nicht unerwähnt bleiben, daß diese Methode nur in 
abelschen Theorien praktikabel ist, denn in nichtabelschen Theorien i s t  die Pauli-Villars- 
Regularisierung nicht eichinvariant. Hier muss die dimensionale Regularisiesung von 'i Nooft 
und Veltman [55] benutzt werden 1681. 
Die Grundidee von Pauli und Villars besteht darin, vom Integranden eine Funktion mit glei- 
chem asymptotischen Verhalten zu subtrahieren. Dadurch wird das Verhaltcn des gesamten 
Integranden in Limes großer Impulse verbessert. Mit der Regularisierung des Diagramme SE 
und VK auf der einen Seite und VP auf der anderen Seite sind zwei etwas verschiedene Vari- 
anten der Pauli-Villars-Regularisierung verbunden. In dem Diagramm der Selbstenergie SE 
und der Vertexkorrektur VK erfolgt die Regularisierung der Integrale durch die Einführung 
eines massiven bosonischen Hilfsfeldes der Masse A, d.h. durch eine Ersetzung des Photo- 
nenpropagator in der folgenden Weise: 

Es ist klar, daß für große Schleifen-Impulse die obigen Integrale SE und VK dann endlich 
sind. 
Im Diagramm der Vakuumpolarisation VP gibt es in der Schleife keinen Phot~nenpropa~ator.  
Deshalb muss hier eine Ersetzung der freien Elektronenpropagatoren vorgenommen werden. 
Dies geschieht durch Einführung massiver fermionischer Hilfsfelder der Masse M,: 
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Dlie Konstanten Cs und die Massen Ms werden so gewählt, das die divergenten Anteile des 
betrachteten Diagramms vollständig absorbiert werden. Eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ist gegeben durch 

Im Fall der Ein-Schleifen-Vakuumpolarisation VP genügt es z.B., nur zwei schwere Elek- 
tronenmassen, Mi und Mz, einzuführen. Nach Abschluss aller Rechnungen, insbesondere 
also auch der Renormierung, wird der Limes A -+ co, M, -+ co vollzogen. Diese Vorgehens- 
weise ist natürlich nur dann sinnvoll, wenn die physikalischen Größen nicht von A und M, 
abhängen. Dies wird eingehender im Abschnitt Renormierung diskutiert. Für eine genauere 
Betrachtung der Problematik Regularisierung der freien QED sei auf [57, 681 verwiesen, 
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2.4 Renormierungstheorie der QED 

2.4.1 Einleitung 

Im vorhergehenden Abschnitt wurde erläutert, dai3 die S-Matrixelemente der freien QED 
und damit auch der QED mit äuf3eren Quellströmen divergent sind. Durch eine eichinvari- 
ante Reg~larisierun~ konnten sie zunächst endlich gehalten werden. Dabei treten typische 
Terme der Form ln(A2/m2) auf. Im Limes A + ca treten die Divergenzen wieder hervor. 
Deshalb ist es notwendig, ein eindeutiges mathematisches Schema zu entwickeln, nach dem 
diese divergierenden Terme in den S-Matrixelementen eliminiert werden können, um so die 
physikalisch relevanten Anteile in den berechneten S-Matrixelementen zu erhalten. Dies ist 
Aufgabe der Renormierungstheorie. In der Renormierungsprozedur werden dabei unendlich 
große, aber endlich viele Gegenterme in einem wohldefinierten und eindeutigen mathema- 
tischen Schema in die Lagrangedichte der betrachteten Theorie eingefügt. Dieses komplexe 
Teilgebiet der Quantenfeldtheorie bildete sich in einem sehr langwierigen und mühseligen Er- 
kenntnisprozeß heraus und ist selbst heute Gegenstand intensiver physikalischer Forschung. 
Einen exzellenten historischen Überblick findet man z.B. in [58]. Hier seien dabei nur folgen- 
de Punkte erwähnt: 
Bereits in der klassischen Elektrodynamik von Maxwell begegnet man Divergenzen. Be- 
trachtet man ein Elektron ohne sein eigenes elektromagnetisches Feld, so spricht man von 
einer rein mechanischen Masse mo des Elekkrons. Nach Lorentz [59] setzt sich entsprechend 
dieser Überlegung die experimentelle Masse m des Elektrons aus der mechanischen Masse 
mo plus der trägen Masse Sm des elektromagnetischen Eigenfeldes des Elektrons zusam- 
men, d.h. m = mo -I- bm. Jedoch die Energie dieses Eigenfeldes (klassische Selbstenergie) 
des punktförmigen Elektrons, welcher einer rein elektromagnetischen Masse des Elektrons 
entsprechen würde, divergiert in der Maxwell-Theorie. Das Ergebnis in 4-dimensionalen 
sphärischen Koordinaten X = (T, 8 ,  cp, ct) lautet nämlich 

wobei die Zeit-Zeit-Komponente des Energie-Impulstensors einer Punktladung gegeben ist 
durch 

und gpy  ist der metrische Tensor des Minkowski-Raumes. Die Frage nach der Natur oder 
Endlichkeit einer rein mechanischen Masse des Elektrons hat in der Maxwell-Theorie keinen 
Sinn, denn es existiert kein entsprechender mathematischer Ausdruck in der Theorie. Da aber 
auch der Ausdruck (2.124) bei kleinen Raum-Zeitabständen divergiert, ist auch der Begriff 
einer rein elektromagnetischen Masse des Elektrons nicht sinnvoll. Es sei jedoch bemerkt, 
da3 ein passend gewähltes Abschneiden des Integrals (2.124) bei einer kleinen radialen Ko- 
ordinate r = r~ den sogenannten klassischen Elektronenradius r o  = 2.8 - 10-l3 cm ergibt, 
wenn man die Maxwell-~elbstener~ie Smc2 in (2.124) gleich der experimentellen Ruheenergie 
des Elektrons setzt. Ebenso sei an dieser Stelle festgehalten, da3 kleine Raum-Zeitabst ände, 
entsprechend einer Fouriertransformation in den Impulsraum, großen Impulsen entsprechen. 

ivergenzen. Deshalb bezeichnet man die auftretenden Divergenzen als ultraviolette (UV) D' 
In diesem Sinn kann man ro auch als klassischen UV-cut-off bezeichnen. Es wird, obwohl es 
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sich bei (2.124) um eine nichtstörungstheoretische Berechnung handelt, oft argumentiert, daß 
in dieser Unendlichkeit der klassischen Maxwell-Theorie eine Ursache der UV-Divergenzen 
zu suchen sei, welche in der Störungstheorie der quantisierten Elektrodynamik auftreten. 
Allerdings sollte man dabei nicht die Aussagen der Störungstheorie der QED, sondern viel- 
mehr eine nichtstörungstheoretische Berechnung der Selbstenergie des Elektrons in der QED 
mit dem klassichen Resultat vergleichen. Jedoch gerade dieser Punkt ist nicht genügend er- 
forscht. Es ist unklar, ob die QED in ihrer exakten, d.h. nichtstörungstheoretischen Lösung 
des Problems der rein elektromagnetischen Masse des Elektrons endlich ist oder divergiert. 
Es sei in diesem Zusammenhang auf die grunglegenden Artikel in der Literatur verwiesen 
[60]. Dennoch gibt es einen wesentlichen Zusamenhang zwischen den UV-Divergenzen der 
klassischen Theorie und den UV-Divergenzen in der Störungstheorie der QED. Sowohl in 
der klassischen Elektrodynamik als auch in der QED ist die rein elektromagnetische Masse 
Sm ebenso wie die rein mechanische Masse mo des Elektrons eine physikalisch nicht messbare 
Größe. Einzig die experimentelle Masse m des Elektrons hat physikalische Bedeutung. Eben- 
so verhält es sich mit der nicht beobachtbaren, sogenannten nackten Ladung e~ des Elektrons. 
Die nackte Ladung eo entspricht einer Ladung, welche das Elektron hätte, wenn das elek- 
tromagnetische Feld des Elektrons abgeschaltet würde. Die grundlegende Feststellung der 
Nichtbeobachtbarkeit dieser unendlichen Größen erlaubt es, eine unendliche Skalentransfor- 
mation der Masse mo und der Ladung eo vorzunehmen und so die QED zu renormieren. Im 
Ergebniss dieser Prozedur erhält man endliche, physikalisch beobachtbare Größen e und m. 
Die Renormierungstheorie der QED wurde von Feynman [61], Schwinger [62], Tomonaga [63] 
und Dyson [64] ausgearbeitet und in sehr erfolgreicher Weise auf die Strahlungskorrekturen 
der QED angewandt. Insbesondere in den Arbeiten von Dyson [64, 651 findet sich erstmalig 
eine vollständige Zusammenfassung der Renormierungsproblematik der QED. Eine moder- 
nere Darstellung der Renormier~n~stheorie speziell der QED, einschließlich der Problematik 
der Renormierungsgruppengleichung der QED, findet man 2.B. in [66, 671, wovon insbe- 
sondere das Buch von Schwinger hervorzuheben ist. Eine weitere sehr gute Darstellung der 
Renormierungstheorie für Quantenfeldtheorien findet man in 168, 691. 
Ganz allgemein ist festzustellen, daß die Ultraviolett-Divergenzen der QFT eine Konse- 
quenz des verwendeten Konzepts lokaler Wechselwirkungen punktförmiger Teilchen sind [47]. 
Es wird aber allgemein angenommen, daß die den Theorien zugrunde liegende Minkowski- 
Raum-Zeit im Bereich der Planck-Länge lpi N 10-32 Cm ihre Gültigkeit verliert und Ein- 
flüsse der Quantengravitation wesentlich werden. Die Divergenzen könnten dann irrelevant 
werden. In diesem Zusammenhang ist es auch bemerkenswert, daß eine Berücksichtigung der 
klassischen Gravitationstheorie von Einstein in der klassischen Maxwell-Theorie bereits eine 
endliche Selbstenergie des Elektrons ergibt. Das elektrische Eigenfeld krümmt den Minkow- 
skiraum zu einer Reissner-Nordström-Raum-Zeit. Das Ergebnis einer solchen Überlegung 
lautet in 4-dimensionalen sphärischen Koordinaten X = (T, 0, cp, ct)  

2 Smc = 

wobei der einzige zeitartige Killingvektor der Reissner-Nordström-Raum-Zeit gegeben ist 
durch C; = (0,0,0,1). Die Zeit-Zeit-Komponente des Energie-impulstensors einer Punktla- 
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dung berechnet sich wieder zu 

und gpu ist der metrische Tensor der Reissner-Nordström-Raum-Zeit. Das Integral (2.126) 
divergiert offensichtlich keineswegs, sondern liefert eine endliche Selbstenergie des klassischen 
Elektrons. Deshalb ist in diesem Zugang auch die rein mechanische Masse rno eine endliche 
Größe. 

Einen etwas anderen Aspekt der Renormierungsproblematik stellt die unendliche Ladung Q 
und Energie E (Masse) des Vakuums der QED dar. Ebenso wie im Fall der Selbstenergie und 
der nackten Ladung des Elektrons sind diese Größen physikalisch nicht beobachtbar. Deshalb 
kann hier ähnlich verfahren werden. Es sei jedoch erwähnt, dai3 der Begriff der Vakuumener- 
gie im allgemeinen Fall ein sehr komplizierter Begriff ist, insbesondere hängt der Wert der 
Vakuumenergie auch von externen Bedingungen (2.B. in Kavitäten) ab. Hier soll jedoch nur 
der Fall des unendlichen Minkowskiraumes betrachtet werden. Von der unendlichen Ladung 
und Energie des Vakuums des Dirac- und des Photonenfeldes wird eine unendliche Ladung 
und Energie subtrahiert. Das Resultat solch einer Umskalierung (Renormierung) ist, daß das 
Vakuum die physikalisch sinnvollen Werte E = 0 und Q = 0 erhält [48, 661. Mathematisch 
findet diese Art der Renormierung seine Umsetzung in der sogenannten Normalordnung. Bin- 
det man den Normalordnungsoperator bereits zu Beginn in die Lagrangedichte der Theorie 
ein, dann ergeben sich keine unendlichen Werte des Vakuumzustandes. Deshalb soll hier 
dieser Teil der Renormierungstheorie nicht weiter verfolgt werden. 
Im Folgenden wird die Renormierung der freien QED dargestellt. Die Renormierung der 
QED mit äußeren Quellströmen kann auf den Fall der Renormierung der freien QED zurück- 
geführt werden. Dieser Aspekt wurde schon im Abschnitt 2.3 erwähnt und soll in späteren 
Abschnitten ausführlicher besprochen werden. 

2.4.2 Multi~likative Renormierung 

Die QED beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem quantisierten Diracfeld und dem 
quantisierten Photonenfeld. Das bedeutet, daß bereits alle möglichen Wechselwirkungen, 
einschließlich der Selbstwechselwirkung dieser Felder, in der Theorie inbegriffen sind und 
durch sie beschrieben wird. Somit ist klar, da% die in der Theorie auftretenden Parameter und 
Felder die reinen, d.h. unrenormierten Parameter und Felder sind. Diese sollen durch einen 
Index 0 gekennzeichnet werden. Betrachten wir also die Lagrangedichte der freien QED, d.h. 
die Lagrangedichte (2.1) ohne äußere Quellströme als eine Lagrangedichte unrenormierter 
GröBen: 

Entsprechend der grundlegenden Beobachtung, daß die divergenten Anteile der Feynman- 
diagramme der S-Matrix zu physikalisch, d.h. experimentell nicht beobachtbaren Größen 
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gehören, spaltet man die experimentell beobachtbare Masse m des Elektrons in einen rei- 
nen Massenanteil ohne elektromagnetisches Eigenfeld des Elektrons m~ und einen reinen 
Strahlungsanteil Sm auf. 

Der Massenanteil mo entspricht also einer fiktiven, rein mechanischen Masse, welche das 
Elektron besitzen würde, wenn es sein elektromagnetisches Eigenfeld nicht hätte. Der reine 
Strahlungsanteil entspricht dann genau der trägen Masse des Strahlungsfeldes des Elektrons. 
Entsprechend kann man mit derselben Überlegung die experimentell beobachtbare Ladung 
e des Elektrons aufspalten in eine reine Ladung eo, welche das Elektron ohne elektromape- 
tisches Eigenfeld hätte, und einen reinen Strahlungsanteil Se: 

Die reine Ladung eo würde das Elektron in Wechselwirkungen zeigen, wenn es nicht von 
seinem elektromagnetischen Eigenfeld umgeben wäre. Die Ladung Se ist entsprechend dieser 
Überlegung dann genau die Differenz zwischen eo und der experimentell beobachteten elek- 
trischen Ladung e. 
Die oben definierten Zusammenhänge zwischen den unrenormierten und experimentell messba- 
ren, d.h. renormierten Größen, lassen sich auch folgendermaßen umschreiben: 

Die Erwartungswerte der Diracfelder 6 stehen in engem Zusammenhang mit physikalisch 
messbaren Größen, und die Erwartungswerte der Photonenfelder A, sind physikalisch messba- 
re Größen. In Hinblick auf die genaue Definition ihrer Messbarkeit sei auf Bohr, Rosenfeld 
[70] verwiesen. Somit muss ein ebensolcher multiplikativer Zusammenhang zwischen den in 
der Lagrangedichte auftretenden unrenormierten Feldern @o, Ao und den physikalischen 
Feldern &, 4 existieren. Er lautet für das Diracfeld 

und für das Photonenfeld 

Die Wurzeldarstellung wurde dabei aus Zweckmäßigkeitsgründen gewählt, denn in des Defi- 
nition der Elektronen- und Photonenpropagatoren treten die Felder immer paarweise auf. ln 
der QED bleibt der eichfixierende Term in der Lagrangedichte ;{0(@'A, von der Renor- 
mierung unbeeinflußt. Diese spezielle Eigenschaft der QED [68] folgt aus der JVasd-Iclentit.ä;t 
und kann berücksichtigt werden durch eine formale Renormierung des Eichparameters 6, 
obwohl er natürlich keine physikalisch messbare Größe darstellt: 
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Der Begriff multiplilative Renormierung findet seine Entlehnung in dem in Gleichungen 
(2.131) bis (2.135) formulierten multiplikativen Zusammenhang zwischen unrenormierten 
und renormierten Größen. Die darin auftretenden (unendlichen) Konstanten Z; werden als 
Renormierungskonstanten bezeichnet. 
Es soll jedoch darauf verwiesen werden, daß in der Renormierungstheorie der QED oft eine 
etwas abweichende Notation der Renormierungskonstanten Ze Verwendung findet, indem 
eine Renormierungskonstante Zl eingeführt und zweckmäßigerweise der Zusammenhang mit 
Ze durch 

definiert wird. Durch die Ward-Identität folgt in beliebiger Ordnung Störungstheorie Zi = 
Z2, SO daß in der QED tatsächlich nur drei voneinander unabhängige Renormierungskonstan- 
ten (2, , Z2, Z3) existieren. Im Folgenden wird aber anstelle von Zm immer Sm benutzt, d.h. 
es wird immer der Satz (6m, Z2, Z3) Verwendung finden. Mit den obigen unendlichen Skalen- 
transformationen (2.131) bis (2.135) kann die Lagrangedichte (2.128) umgeschrieben werden, 
so daß nun in der Lagrangedichte der QED nur renormierte Größen, d.h, physikalische Felder 
und physikalische Parameter, auftreten: 

Die Lagrangedichte ,CQED stellt die bekannte Lagrangedichte der QED dar, allerdings mit 
den renormierten physikalischen Feldern und Parametern. Der Normalordnungs-Operator I$ 
ist wieder im Sinne der S-Matrix-Entwicklung zu verstehen. Entsprechend der Renormie- 
rungsphilosophie stellen die Terme der Lagrangedichte ,Ccmnt, die sogenannten Counterter- 
me (Gegenterme) der Lagrangedichte .CQED dar und werden als zusätzliche Wechselwirkun- 
gen interpretiert. Ihre Aufgabe ist es, die unendlichen Anteile in den S-Matrixelementen 
von ,CQED so zu absorbieren, daß die endlichen, physikalisch messbaren Anteile in den S- 
Matrixelementen in Erscheinung treten. 
In vollkommener Analogie zu Kapitel 2.2.2 lassen sich ebenso Feynman-Regeln aus ,Ccount, 
ableiten und diesen Feynmanregeln lassen sich auch Feynman-Diagramme für diese Gegen- 
terme zuordnen. Die Feynman-Regeln werden gleich im Impulsraum angegeben (s. Abbildun- 
gen 2.9,2.10,2.11). Die Renormierungskonstanten setzen sich aus einem endlichen und einem 
unendlichen Anteil zusammen, welcher durch die Regularisierung endlich gehalten wird. Der 
unendliche Anteil ist eindeutig festgelegt. Jedoch aus der Renormierungsgruppengleichung 
der QED [67] folgt eine Beliebigkeit in der Festlegung der Renormierungsbedingungen. Die 
Unabhängigkeit des physikalischen Gehalts der renormierten Größen von der Wahl der Re- 
normierungspunkte ,ul, ,u2 ist die zentrale Aussage der Renormierungsgruppengleichung der 
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Abbildung 2.9: Die Feynmanregel dieses Gegenterms lautet: Z2Sm $ ( Z z  - I)($ - m). 

Abbildung 2.10: Die Feynmanregel dieses Gegenterms lautet: -i(Z2 - l)eyp. 

Abbildung 2.11: Die F'eynmanregel dieses Gegenterms lautet: (Z3 - l)lgpVk2 - k,kv). 

QED. Man spricht in diesem Zusammenhang von sogenannten Renormierungsschemata. All- 
gemein lauten die Renormierungsbedingungen in Störungstheorie der Ordnung n = 1,2,3, ... : 

- C ~ I  (n) = o ,  

Diese Nichteindeutigkeit der Renormierungsbedingungen überträgt sich auf den endlichen 
Anteil der Renormierungskonstanten. Erst mit der Wahl eines bestimmten Renormierungs- 
schemas sind die endlichen Anteile eindeutig festgelegt. In der vorliegenden Arbeit wird das 
on-shell-Renormierungsschema benutzt. Im on-shell-Renormierungssche~a werd:n die Re- 
normierungspunkte pl und p2 auf die Masssenschale der Quantenfelder !# und A, gesetzt, 
also 

Man spricht von der sogenannten intermediären Renormierung, wenn alle %normierungs- 
punkte 0 gesetzt werden, d.h. p1 = O,pz = 0. 
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Mit der Festlegung des Ren~rmierun~sschemas können die Renormierungskonstanten expli- 
zit aufgeschrieben werden. Man muss jedoch noch beachten, daß die explizite Form der Re- 
normierungskonstanten der QED neben dem verwendeten Renormierungsschema natürlich 
auch von der verwendeten Regularisierung als auch von der verwendeten Eichung 5 abhängt. 
Die Renormierungskonstanten seien jetzt für das on-shell-Renormierungsschema, der Pauli- 
Villars-Regularisierung und der Feynmaneichung (5  = 1) in Ein-Schleifen-Näherung auf- 
geführt [68] : 

Es ist interessant und wesentlich, daß in der Ein-Schleifen-Näherung 

gilt, so daß in 1. Ordnung Störungstheorie prinzipiell nicht zwischen diesen beiden Gegenter- 
men &rn(l) und ~P)drn(') unterschieden werden kann [68]. Setzt man also diese explizite Form 
der Ren~rmierun~skonstanten in die Lagrangedichte (2.137) ein, so ist die Theorie in der 
Ein-Schleifen-Näherung bereits endlich. Für die grundlegenden divergenten Ein-Schleifen- 
Diagramme der QED folgen die renormierten Ausdrücke damit zu: 

C(1) ren = $(')($) + Zi1)6m(') + (24') - 1) ($ - m) , 

In der Sprache der Feynman'schen Diagrammtechnik sind die renormierten Ausdrücke in 
multiplikativer Renormierung in Abbildung 2.12 dargestellt. Dieses Verfahren der multipli- 
kativen Renormierung ist in der QED bis zu einer beliebigen Ordnung der Störungstheorie 
durchführbar. Will man z.B. die Gegenterme in 2. Ordnung Störungstheorie finden, so muss 
man mit der S-Matrix alle Diagramme der Ordnung e4 unter Anwendung des Wick'schen 
Theorems, einschließlich also auch aller Gegenterme, aufschreiben. Die Diagramme als auch 
die Gegenterme lassen sich jeweils zu eichinvarianten Untergruppen zusammenfassen. D.h., es 
ist möglich, bestimmte Diagramme der Ordnung e4 zu einer eichinvarianten Gruppe zusam- 
menzufassen und ihnen eine eichinvariante Gruppe entsprechender Gegenterme zuzuordnen. 
Die Feynman'sche Diagrammtechnik erlaubt es zwar, in rein graphischer Darstellung die ent- 
sprechenden Counterterme eines bestimmten eichinvarianten Satzes zu finden, jedoch ist es 
dabei sehr leicht möglich, einen Gegenterm zu übersehen. Hierin besteht gerade der entschei- 
dende Nachteil der multiplikativen Renormierung. Es ist nämlich in der multiplikativen Re- 
norrnierung nicht möglich, einem Diagramm der Ordnung e4 oder allgemein einem Diagramm 
in der höheren Ordnung Störungstheorie genau seine entsprechenden Gegenterme zuzuord- 
nen. Man kann nur einzelne Diagramme zu eichinvarianten Gruppen zusammenfassen und 
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Abbildung 2.12: Die renormierten Ausdrücke der Selbstenergie, Vakuumpolarisation und Ver- 
texkorrektur in Ein-schleifen-Näherung entsprechend den Gleichungen (2.147) bis (2.149) 

diesen Gruppen ihre Gegenterme zuordnen. Ein illustratives und explizit in diagrammati- 
scher Weise vorgeführtes Beispiel für die Zwei-Photonen Selbstenergie der freien QED findet 
man z.B. im Kapitel 7.2 von [69]. Wünschenswert wäre aus diesem Grunde ein übersichtli- 
cheres Verfahren zum Auffinden aller Gegenterme. Die im folgenden Abschnitt vorgestellte 
Methode der Bogoljubow7schen R-Operation schafft hier einen wesentlich eleganteren Zu- 
gang zur Ren~rmierun~s~roblematik. Diese Methode gestattet es, einzelnen Diagrammen die 
entsprechenden Gegenterme zuzuordnen. Darin liegt ihre Stärke. 

Wie bereits erwähnt, stellt die von Bogoljubov, Parasiuk (1957) [71], Hepp (1966) 1723 und 
Zimmermann (1970-1973) [73] entwickelte BPHZ-Renormierung eine wesentliche Weiter- 
entwicklung der Renormierungstheorie dar. Eine zusammenfassende Darstellung dieser sehr 
eleganten Renormierungstechnik ist in [74] enthalten. Eine didaktische Darstellung findet 
man auch in [68, 691. Leider ist diese Renormierungsmethode in diesen Büchern und auch 
in der physikalischen Literatur nur für den einfacheren Fall der skalaren @-Theorie bzw. 
skalaren q53-Theorie beschrieben. In diesem Abschnitt soll diese Methode jedoch auf den 
Fall der QED angewendet und durch grundlegende Beispiele erläutert werden. 
Es war ein langer und beschwerlicher Weg, die Äquivalenz zwischen der BPHZ-Renormierung 
und der multiplikativen Renormierung zu beweisen. In den oben aufgeführten Arbeiten von 
Bogoljubov und Parasiuk ist dieser schwierige Beweis in jeder Ordnung Störungstheorie für 
eine große Klasse von Diagrammen gezeigt wurden. Jedoch erst Hepp konnte 1966 demon- 
strieren, daß dies auch für Diagramme mit überlappenden Divergenzen gilt, und Zimmer- 
mann bewies die Gleichheit beider Renormierungen schließlich auch für zusammengesetzte 
Operatoren. Es soll ebenfalls erwähnt werden, da3 mit Hilfe der BPHZ-Renorrnierung auch 
Theorien formal renormiert werden können, welche als nichtrenormierbar gelten, wie z .3 ,  die 
quantisierte Gravitationstheorie. Der Grund liegt darin, da8 durch die BPHS-Renormierung 
unendlich viele Gegenterme erzeugt werden können. Die Übereinstimmung zwischen multi- 
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plikativer und BPHZ-Renorrnierung gilt deshalb selbstverständlich nur für renormierbare 
Theorien, d.h. Theorien mit endlich vielen Gegentermen. 
In der BPHZ-Renormierung werden die Gegenterme durch Differentiation nach äußeren Im- 
pulsen erzeugt. In der Lagrangedichte stehen deshalb keine Gegenterme. Ausgangspunkt der 
BPHZ-Renormierung ist also die Lagrangedichte .CQED aus (2.137). Aus dieser Lagrange- 
dichte kann wieder mit der S-Matrixentwicklung und dem Wick'schen Theorem die Feyn- 
man'sche Diagrammtechnik entwickelt werden. Wird solch ein beliebiges Feynmandiagramm 
I' betrachtet, so fließen in dieses Diagramm N äußere fermionische Impulse PI.. .PIV und M 
äußere bosonische Impulse kl. ..JGM hinein (s. Abbildung 2.13). Im Diagramm selbst wird 
über T Schleifen-Impulse ql . . . q, integriert. D er mathematische Ausdruck Fr des Diagramms 

Abbildung 2.13: Ein beliebiges Feynmandiagramm I'. Es fließen N fermionische Impulse pi 
und M bosonische Impulse kj in den Graphen. Die Vorzeichenwahl der Impulse ist aber 
beliebig. 

I' kann immer in der folgenden Weise aufgeschrieben werden: 

Fr = Jd4ql.-.d4qr &(q~ '~ i ,k j )  (2.150) 

Mit der Bogoljubov'schen X-Operation wird der Integrand fr zu einem neuen Integranden 
~r transformiert: 

Der mathematische Ausdruck F; ist also der renormierte Ausdruck des Diagramms I'. An 
einem Beispiel soll dies verdeutlicht werden, jedoch muss zunächst die Bogoljubov'sche 
72.-Operation, welche fr zu Rr transformiert, definiert werden. Die Bogoljubov'sche R- 
Operation ist definiert als 

(I -tr)f& für ~ ( r )  2 o 
& für w(r) < o 

Die Grö%e w(r) bezeichnet man als den oberflächlichen Divergenzgrad des Diagramms I'. 
Ein Diagramm heißt oberflächlich divergent, wenn W >_ 0 gilt. Der Divergenzgrad W ist ein 
Maß für die Stärke der Divergenz eines Graphen und ist für ein beliebiges Diagramm 7 in 
der (4-dimensionalen) QED definiert als 
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wobei EB die Zahl der äußeren bosonischen Beine und EF die Zahl der äußeren fermionischen 
Beine des Graphen 7 bezeichnet. Dieser oberflächliche Divergenzgrad spielt eine wesentliche 
Rolle im BPHZ-Renormierungsverfahren, denn das Theorem über die absolute Konvergenz 
eines beliebigen Feynman-Diagramms sagt folgendes aus: 

Ein Feynrnan-Diagramm I' ist genau dann absolut konvergent, wenn für alle seine Untergra- 
phen yi, einschlieJ3lich r selbst, der oberflächliche Divergenzgrad negativ ist, d.h. U(?,) < 0 
und w ( r )  < 0 gilt. 

Der Beweis dieses sehr wichtigen Theorems wurde von Weinberg (1960) [75] geführt. Es 
erlaubt, in einfacher Weise zu entscheiden, ob ein divergentes oder konvergentes Feynman- 
Diagramm vorliegt. Der Begriff "oberflächlich" ist so zu verstehen, daß ein Diagramm r 
zwar oberflächlich durch Abzählen der Impulse konvergent scheint, jedoch durchaus diver- 
gente Unterdiagramme y; enthalten kann. Jedoch - entsprechend dem Weinberg'schen Kon- 
vergenztheorem - kommt dem Begriff oberflächlicher Divergenzgrad trotzdem eine zentrale 
Bedeutung zu. Dies gilt in besonderem Maße für die BPHZ-Renormierung, wie bald klar 
werden wird. 
Der Operator Zr ist durch die folgende Rekursionsformel definiert: 

Die Diagramme ?.; sind oberflächlich divergente Unterdiagramme des Diagramms I?, d.h. 
~ ( y ; )  > 0. Die Summe in (2.154) geht dabei über alle möglichen Kombinationen von dis- 
junkten, oberflächlich divergenten Unterdiagrammen 7;. Die mathematischen Ausdrücke für 
die Unterdiagramme yi erhält man mit denselben Feynmanregeln wie für das Diagramm r. 
Der Term fr1{71,...,7k) bezeichnet den Integranden eines Diagramms F, bei dem die Kombina- 
tionen disjunkter und oberflächlich divergenter Unterdiagramme {y l ,  ..., yk)  zu einem Punkt 
kontrahiert wurden. 
Der Operator tyT ist der Tayloroperator. Er entwickelt den mathematischen Ausdruck des 
Diagramms yT nach den äußeren fermionischen und bosonischen Impulsen bis einschlief& 
lich zur Ordnung ~(7 , ) .  Entsprechend den on-shell-Renormierungsbedingungen (2.138) bis 
(2.142) bedeutet das also: 
t7 entwickelt den Integranden eines beliebigen Diagramms y 

a) nach den N äußeren fermionischen Impulsen ji um m 

b) nach den M äußeren bosonischen Impulsen kj um 0. 

(Dabei bedeutet die Schreibweise kj = 0 r (0, 0, 0,  0) ,  d.h. alle Komponenten des Vlerervek- 
tors verschwinden. Selbstverständlich ist dies ein Spezialfall der Renormierungsbedingung 
k: = 0.) Mathematisch bedeutet das bis zur 2. Ordnung der Taylorrentwicklung (7 is% kein 
Lorentzindex, sondern bezeichnet das entsprechende Diagramm) 

) (P? - m?) 
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Mit diesem Tayloroperator können alle Diagramme der QED bis zur 2. Ordnung Störungs- 
theorie, d.h. alle Zwei-Schleifen-Diagramme renormiert werden, 
Zu beachten ist dabei noch, daß die Taylorentwicklung nur in den kinematisch voneinander 
unabhängigen äußeren Impulsen zu erfolgen hat. Wenn alle äußeren Impulse in das Dia- 
gramm y hineinfließen, so bedeutet das, daf3 sie wegen der Viererimpulserhaltung immer der 
Beziehung 

genügen. Somit läßt sich immer genau ein äußerer Impuls mit dieser Beziehung eliminieren. 
Die Taylorentwicklung wird also über diesen eliminierten äußeren Impuls nicht ausgeführt. 
Welchen Impuls man dabei eliminiert, ist vollkommen beliebig und unterliegt keiner Be- 
schränkung. 
Bevor an einem Beispiel diese Renormierungstechnik demonstriert werden soll, sollen noch 
die Begriffe äujiere Renormierung und innere Renormierung definiert werden. In der phy- 
sikalischen Literatur und in vielen Lehrbüchern [66] werden diese Begriffe oft verwendet. 
Wenn das gesamte Diagramm I' oberflächlich divergent ist, d.h. w(I ' )  2 0 gilt, dann gibt 

* 

es entsprechend (2.152) immer die Terme trRr. Diese Terme werden als Terme der äußeren 

Renormierung bezeichnet. Die Terme Zr werden hingegen als Terme der inneren Renor- 
mierung bezeichnet. Es sei jedoch erwähnt, daß trotz aller Ähnlichkeiten die Methode der 
inneren und äuueren Renormierung durchaus keine so systematische Methode darstellt wie 
die BPHZ-Renormierung. Dies wird insbesondere später am Fall der Renormierung eines 
Diagramms mit überlappenden Divergenzen deutlich. 
In dieser Arbeit werden später mit dieser Technik mehrere Zwei-Schleifen-Diagramme aus- 
gewertet. Es ist jedoch sinnvoll, zunächst an zwei grundlegenden und auch später benötig- 
ten Ein-Schleifen-Beispielen diese elegante und übersichtliche Renormierungstechnik zu ver- 
deutlichen. Betrachtet seinen die Vertexkorrektur und die Selbstenergie in Abbildung 2.14. 
Betrachten wir zuerst den Graph der Selbstenergie SE. Der mathematische Ausdruck für die 
Selbstenergie berechnet sich zu 
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Abbildung 2.14: Die Graphen der Selbstenergie SE und Vertexkorrektur VK. 

und entsprechend der BPHZ-Renormierung lautet der renormierte Ausdruck 

Die Selbstenergie hat zwei äußere fermionische Beine, so daß EF = 2, EB = 0 gilt und 
deshalb ist w ( r )  = 1. Damit folgt also nach Formel (2.152) 

r 2 (1)  
R )  = 1 t R ( P ) .  (2.159) 

Da im Ein-Schleifen-Fall natürlich keine Unterdiagramme y existieren, folgt aus (2.154) 
einfach 

2 ( 1 )  
Rr ($1 = -V)(P) . (2.160) 

Die beiden Gleichungen (2.159) und (2.160) zusammen ergeben also 

R?)($) = !F)($) - tr!F)(fi) . (2.161) 

Die Taylorentwicklung (2.155) muss wegen w(T)  = 1 bis einschließlich 1. Ordnung nach dem 
äußeren Impuls p ausgeführt werden: 

a Y 
) = P 4- =m (P" - mq) 

Insgesamt ergibt sich damit nach Einsetzen dieser Taylorentwicklung in (2.161) und Ein- 
setzen wiederum von @)($) in die Gleichung (2.158) der renormierte Ausdruck für die 
Ein-S chleifen-Selbstenergie: 
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Die analytische Berechnung der beiden hergeleiteten Gegenterme ergibt [68] 

und 

Wie bereits eingangs erwähnt wurde, ist es schwierig, die Äquivalenz zwischen multiplikativer 
und BPHZ-Renormierung in jeder Ordnung Störungstheorie zu beweisen. Jedoch für den 
Fall der 1. Ordnung Störungstheorie kann dies hier demonstriert werden. Ein Vergleich von 
(2.163) mit (2.147) zeigt, da8 

gelten muss. Ein Vergleich der explizit berechneten Gegenterme (2.165) und (2.143) bzw. 
(2.146) demonstriert diese Äquivalenz beider Renormierungsrnethoden für die Selbstenergie. 
Der zweite wichtige Ein-Schleifen-Fall ist die Vertexkorrektur. Der explizite Ausdruck im 
Impulsraum lautet 

Der renormierte Ausdruck entsprechend der BPHZ-Renormierungsmethode ist definiert zu 

wobei, wie im Fall der Selbstenergie, 

und 
Al) 
Rr (P1,pz) = $)(P~,Pz) (2.170) 

gilt. Das Diagramm der Vertexkorrektur hat zwei äußere fermionische Beine, d.h. EF = 2, 
und ein äufreres bosonisches Bein, EB = 1. Mit (2.153) folgt der oberflächliche Divergenzgrad 
zu @(I') = 0, so da% die Taylorentwicklung (2.155) bis zur 0. Ordnung erfolgt: 

und mit (2.168) folgt der renormierte Ausdruck der Vertexkorrektur zu 
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Aus der Wardidentität folgt 

so da6 es nicht notwendig ist, den Gegenterm A(') explizit zu berechnen. Wieder zeigt ein 
Vergleich des renormierten Ausdrucks (2.172) mit dem mit Hilfe der multiplikativen Renor- 
mierung hergeleiteten renormierten Ausdruck der Vertexkorrektur (2.148), daß (s. (2.116)) 

gelten muss. Ein Vergleich von (2.143) und (2.165) demonstriert abermals die Äuivalenz 
beider Renormierungsmethoden, Mit diesem direkten Verfahren Iäßt sich auch die Äquivalenz 
beider Renormierungsmethoden für die 2. Ordnung Störungstheorie explizit zeigen, denn die 
Gegenterme in beiden Renormierungszugängen sind für die QED analytisch bekannt. 
Schließlich sei auch für die BPHZ-Renormierungstechnik die graphische Darstellung der 
renormierten Ausdrücke (2.163) und (2.172) in Abbildung 2.15 angegeben. Das Kreuz in dem 
Gegenterm für die Selbstenergie hat jetzt eine andere Bedeutung als in der multiplikativen 
Renormierung. Hier bedeutet es nämlich, daß der Elektronenpropagator l/(fi- m+ic) ersetzt 
wird durch I/(# - m + ic)'. Bemerkt sei außerdem, da6 die Matrix 3; im Gegenterm für die 
Vertexkorrektur (2.172) bereits in der graphischen Darstellung Abbildung 2.15 enthalten ist, 
entsprechend den Feynmanregeln. 

Abbildung 2.15: Die graphische Darstellung der renormierten Selbstenergie und der renor- 
mierten Vertexkorrektur im Rahmen der BPHZ-Renormierung. 
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2.5 Eichinvarianz und Vakuumpolarisationstensor 4. 
Ranges 

Der Vakuumpolarisationstensor 4. Ranges ist Bestandteil jedes Diagramms der Bound- 
State-QED, welches eine Vakuumpolarisation des vollen Elektronenpropagators enthält und 
wird deshalb in dieser Arbeit bei der Renormierung der Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation 
und der Renormierung der Selbstenergie-Vakuumpolarisation relevant werden. Für spätere 
Betrachtungen ist es deshalb wichtig, den Begriff Eichinvarianz und die Renormierung des 
Vakuumpolarisationstensors zu klären. 
Wird der Prozess der Licht-Licht-Streuung betrachtet, so entstehen in niedrigster Ordnung 
Störungstheorie die in Abbildung 2.16 dargestellten Diagramme. Der Vakuumpolarisations- 

Abbildung 2.16: Die drei Diagramme der Licht-Licht-Streuung. Dia anderen drei Diagram- 
me unterscheiden sich von den dargestellten Diagrammen nur duch die Richtung der Elek- 
tronenschleife und liefern denselben Beitrag. Deshalb genügt es, nur die drei dargestellten 
Diagramme zu betrachten. 

tensor 4. Ranges ist nun definiert als 

Die drei Tensoren Tmen sind durch die Diagramme der Abbildung 2.16 dargestellt. Sie sind 
gegeben durch 

Die Impulserhaltung k~ + $2 + k3 $ k4 = 0 ist immer erfüllt, jedoch i.a. können die Photonen 
wieder Teil eines größeren Feynmandiagramms sein und müssen nicht auf der Massenschale 
liegen. Dieser allgemeine Fall ist für dieses Kapitel von Bedeutung, d.h. es gilt k: # 0. Eine 
allgemeine Struktur der Lösung dieses Tensors wurde erstmalig in [76] angegeben. 
Es wurde schon frühzeitig erkannt, da3 zwar die einzelnen Tensoren Tnmen logarithmisch 
divergent sind, jedoch ihre Summe, d-h. der Vakuumpolarisationstensor firnen ist endlich 
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[77, 781. Ein exzellenter und einfacher Beweis dafür ist z.B. in [57] und in Achieser, Berestez- 
ki [66] zu finden. Trotzdem soll auf diese bemerkenswerte Eigenschaft genauer eingegangen 
werden, da sie die Ursache der Verletzung der Eichinvarianz des Tensors (2.175) darstellt 
und deshalb von wesentlicher Bedeutung ist. 
Der Vakuumpolarisationstensor (2.175) setzt sich aus den Tensoren (2.176) zusammen, wel- 
che also bei großen Impulsen q logarithmisch divergieren. Diese Divergenz ist offensichtlich 
genau in dem Term 

+ endliche Integrale (2.177) 

enthalten. Die Ausführung der Spur ergibt 

1 
T;:~~(o,o, 0, m) = (gu*gpu + gwgh - 2guug~p ) J &q4*($ - rni + ir)4 

+ endliche Integrale . (2.178) 

Entsprechende Ausdrücke entstehen bei den anderen beiden Tensoren, so daß für den diver- 
genten Anteil insgesamt folgt 

Ir~:;(o, 0, 0, m) 

1 
X J &q4 (q2 - m2 + i ~ ) ~  + endliche Integrale . (2.179) 

Dieser Ausdruck ist die Ursache der Verletzung der Eichinvarianz, denn der Vorfaktor ver- 
schwindet zwar, jedoch das dahinterstehende Integral divergiert. Somit ist dieser Ausdruck 
unbestimmt und der Begriff Eichinvarianz verliert deshalb seinen Sinn. Das bedeutet dai3 
das Integral regularisiert werden muss. Dann verschwindet der gesamte Ausdruck und nur 
in diesem Sinne ist der Vakuumpolarisationstensor insgesamt konvergent und eichinvariant. 
Der regularisierte Ausdruck entsprechend der Pauli-Villars-Regularisierung folgt zu 

Dabei ist M eine grofie Elektronenmasse. Die Eichinvarianzbedingung des Vakuumpolarisa- 
tionstensors lautet L681 
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kg*&(khk2,k3,m) = 0 .  (2.181) 

Jetzt sei der renormierte Vakuumpolarisationstensor betrachtet. Der oberflächliche Diver- 
genzgrad der Diagramme in Abbildung 2.16 ist ~ ( r )  = 0, und somit folgt aus der BPHZ- 
Renormierung der renormierte Ausdruck unmittelbar, indem die äußeren Impulse k; auf die 
Massenschale des Photons gesetzt werden, d.h. zu 

fpen „(kl7kz,k3,m) = fip!(kl,k2,k3,m) - * 
p v ~ ~  (0707 07 m) . (2.182) 

Diese Gleichung besagt, daß die divergierenden Integrale (2.179) gerade subtrahiert werden 
und somit im renormierten Ausdruck abermals die Eichinvarianz erfüllt ist, d.h. 

k ? ~ ~ ( k i > k ~ , k ~ , m )  = 0 

kg@i„(khk2,k3,m) = 0 .  (2.183) 

Zu beachten ist aber, daß der Gegenterm alleine entsprechend (2.179) eine unbestimm- 
te  Größe darstellt, d.h. durchaus divergieren kann. Nur der gesamte Ausdruck (2.182) ist 
konvergent und eichinvariant. Das bedeutet, daß bei Rechnungen mit dem Vakuumpolari- 
sationstensor im renormierten Ausdruck die divergierenden Integrale (2.179) analyt isch zu 
subtrahieren sind. Ein anderer Weg besteht darin, im renormierten Ausdruck den Vakuum- 
polarisationstensor und den Gegenterm mit einer beliebigen Regularisierung zu regularisieren. 
Beide Wege sichern die Eichinvarianz im renormierten Ausdruck. 
Für mehr Details zu dieser Problematik und dem Zusammenhang zwischen Eichinvarianz, 
Regularisierung und Renormierung sei auf [66] verwiesen. Schließlich sei noch kurz demon- 
striert, daB der Gegenterrn f i ~ ~ ~ ( ~ , O ,  0, m) eine rein imaginäre Größe darstellt: 
Der Gegenterm ist eine Summe von drei Tensoren (s. Gleichung (2.176)) der Gestalt: 

(2.184) 

Alle Integrale mit ungerader Anzahl von Impulsen im Zähler verschwinden. Somit gibt es 
nur Integrale der Art 
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welche offensichtlich alle rein imaginär sind. Das letzte Integral divergiert. Diese Divergenz 
entspricht der erwähnten logarithmischen Divergenz jedes einzelnen Tensors 9. Jedoch in 
der Summe aller drei Tensoren 5? entsprechend (2.175) hebt sich diese Divergenz bei Ver- 
wendung einer beliebigen Regularisierung wieder gegenseitig heraus, so daß ein konvergenter 
Tensor entsteht und dieses Integral nicht benötigt wird. Somit ist bewiesen worden, daß der 
Gegenterrn I?$Z(O, 0, 0, m) rein imaginär ist. Diese Aussage wird bei der Renormierung der 
Selbstenergie-Vakuumpolarisation relevant sein. 



3 Zwei-Photonen-Selbstenergie 

Dialog zwischen dem Verstand und den Sinnen 
Verstand: ' Scheinbar ist Farbe, scheinbar Süaigkeit, scheinbar Bitterkeit. 
Wirklich sind nur Atome und Leeres.' 
Die Sinne: ' Du armer Verstand, von uns nimmst Du deine Beweisstücke 
und willst uns damit besiegen? Dein Sieg ist dein Fall.' 

Demokrit (um 460 bis 371 v.u.Z.) 

3.1 Gegenwärtiger Stand der Vorhersagen der 
Lamb-Verschiebung 

3.1.1 Strahlungskorrekturen der Ordnung a 

Die beiden QED-Strahlungskorrekturen der Ordnung a zur Lambverschiebung wurden aus 
der S-Matrixentwicklung bereits hergeleitet und sind in Abbildung 2.4 dargestellt. Die Ein- 
schleifen-Selbstenergie liefert dabei gegenüber der Ein-schleifen-Vakuumpolarisation den 
größten Beitrag zur Lambverschiebung für alle wasserstoffartigen Systeme. Neben diesen 
reinen QED-Effekten muss jedoch auch die endliche Kernausdehnung berücksichtigt wer- 
den. Jedoch selbst für atomare Systeme mit einer sehr großen Kernladungszahl Z und 
damit mit einer sehr großen endlichen Kernausdehnung, dominiert der Beitrag der Ein- 
schleifen-Selbstenergie gegenüber dem Beitrag der endlichen Kernausdehnung und dem der 
Ein-Schleifen-Vakuumpolarisation VP. Zunächst sei deshalb die Ein-Schleifen-Selbstenergie 
betrachtet. 
Der mathematische Ausdruck für die Energieverschiebung eines Zustandes In) durch die 
Selbstenergie des gebundenen Elektrons ergibt sich mit der Gell-Mann-Low-Sucher-Forme1 
für irreduzible Diagramme (2.78) zu 

= ( 4 ~ o C b E „ d ~ n )  ln) , 
mit dem Operator der Selbstenergie der Ordnung a 

Während die Berechnung der Selbstenergie eines freien Elektrons bereits in der grundle- 
genden Arbeit von Bethe (1947) 1791 erfolgte, stellte die numerische Auswertung der Ein- 
schleifen-Selbstenergie eines gebundenen Elektrons über viele Jahre ein äußerst schwieriges 
Problem dar, Die Renormierung der Energieverschiebungen der Ordnung a und a2 ist ziem- 
lich komplex und soll deshalb später genauer behandelt werden. In diesem Abschnitt wird 
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direkt von den renormierten Ausdrücken ausgegangen. Es seien jetzt die wichtigsten Beiträge 
zur Auswertung der Selbstenergie und Vakuumpolarisation eines gebundenen Elektrons ge- 
nannt, welche gleichzeitig die extremen Schwierigkeiten verdeutlichen, mit denen man bei 
solchen Berechnungen konfrontiert ist. Dabei soll insbesondere entsprechend der Zielsetzung 
der vorliegenden Arbeit die Selbstenergie im Mittelpunkt stehen, zumal die hier kurz dar- 
gJegten Auswertungsmethoden in leicht abgewandelter Form auch bei der Zwei-Photonen- 
Selbstenergie verwendet werden. 
Die erste Methode zur Berechnung der Selbstenergie eines gebundenen Elektrons in allen 
Ordnungen in Z a  wurde 1959 durch Brown, Langer und Schäfer vorgeschlagen [H]. Jedoch 
erst 1971 gelang Desiderio und Johnson die erste korrekte Berechnung der Selbstenergie in 
allen Ordnungen in Za für einige wasserstoffartige Ionen hoher Kernladungszahl Z [80]. In 
der Arbeit [80] wurde die Methode von Brown, Langer, Schäfer korrigiert und numerisch 
implementiert. Die grundlegende Idee bestand dabei darin, den sogenannten zero-potential- 
Term von der unrenormierten Enesgie-Verschiebung zu subtrahieren und anschlieflend zum 
Gegemterm wieder zu addieren. Dies ist in der Abbildung 3.1 dargestellt. Auf diese Wei- 

Abbildung 3.1: Der zero-potential-Term ZP wurde bei der numerischen Auswertung von 
Desiderio und Johnson subtrahier'a und wieder addiert. 

Se heben sich in beiden Summanden divergente Anteile gegenseitig heraus, Dennoch sind 
bei& Summanden divergent. Deshalb wurden beide Summanden nach Partialwellen 1 ent- 
wickelt und zunächst für einen beliebigen, aber festen Photonenimpuls k berechnet. Danach 
wurden beide Summanden, welche ja zusammen einen konvergenten Ausdruck ergeben, wie- 
der addiert und anschließend wurde über den Photonenimpuls Ic integriert. Die Auswertung 
nach diesem Schema erforderte höchste Präzession, denn die Konvergenz der einzelnen Par- 
tialwellen 1 verhielt sich proportional zu 1 /12 ,  d.h es mussten viele einzelne Partialwellen 
berücksichtigt werden. Später wurde deshalb von Mohr (1974) [25, 821 eine sehr erfolgreiche 
Methode zur numerischen Auswertung der Selbstenergie der Ordnung a entwickelt. In dieser 
Methode wurde neben dem zero-potential-Term auch der one-potential-Term subtrahiert 
und zum Gegenterm wieder addiert. Diese Methode ist in der Abbildung 3.2 dargestellt. Der 
Vorteil besteht u.a. darin, da0 nun beide Summanden sowohl konvergent als auch eichin- 
variant und kovariant sind. Eine spezielle Wahl der Energieintegration erlaubte zudem eine 
einfache mathematische Struktur des Photonenpropagators und der zweite Summand konnte 
analytisch ausgewertet werden. Diese Methode wurde später von Mohr, Kim (1992) auch zur 
Berechnung der Selbstenergie angeregter Zustände [83] verwendet. Alle diese Berechnungen 
berücksichtigten jedoch noch nicht den Einfluß der endlichen Kernausdehnung. Von Mohr 
und So$ wurde die Methode von Mohr in leicht abgewandelter Form 1993 verwendet, um 
den EinRuß der endlichen Kernausdehnung auf die Lamb-Verschiebung erstmalig zu berech- 
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Abbildung 3.2: Der zero-potential-Term ZP und der one-potential-Term OP wurde 
numerischen Auswertung von Mohr subtrahiert und wieder addiert. 

bei der 

nen [85]. Schließlich soll nicht unerwähnt bleiben, daß Blundell und Snyderrnan 1991 in der 
Arbeit [84] einen alternativen Ansatz zur Berechnung der Selbstenergie entwickelten. Die 
Idee bestand darin, die endlichen Anteile des Zero- und one-potential-Terms hauptsächlich 
analytisch zu berechnen und den konvergenten many-potential-Term mit der basis-set Tech- 
nik auszuwerten. Die Partialwellen zeigten in dieser Methode ein 1/13-K~nver~enzverhalten, 
d,h. nach dieser Methode konnten bereits mit wenigen Partialwellen hohe Genauigkeiten 
erzielt werden. Die in [84] entwickelte Methode ist ebenfalls erweiterbar auf Berechnungen, 
welche den Einfluß der endlichen Kernausdehnung berücksichtigen. Schließlich soll auch auf 
die bemerkenswerten Arbeiten [86] verwiesen werden, in denen es erst kürzlich Jentschura, 
Mohr, So$(1999) gelang, für den extrem schwierigen Fall des Wasserstoffs die Ein-Schleifen- 
Selbstenergie in allen Ordnungen in Z a  mit extrem hoher Genauigkeit auszuwerten, sowohl 
für den 1s-Grundzustand als auch für angeregte Zustände. Im Wasserstoffatom war es dazu 
notwendig, im many-potential-Term einige hunderttausend Partialwellen zu berücksichtigen. 
Zu den technischen Details der dabei angewendeten Methode der Konvergenzbeschleunigung 
sei ebenfalls auf [86] verwiesen. Solche E4ochpräzesions-Rechnungen im Wasserstoffatom er- 
lauben neben einem Test der sogenannten Za-Entwicklung vor allem auch Rückschlüsse auf 
die genauen Werte einiger Naturkonstanten, wie z.B. der Rydberg-Konstanten. Die genaue 
Kenntniss der Größe der Naturkonstanten wiederum ist gegenwärtig auch im Hinblick auf 
eventuelle Zeitabhängigkeiten fundamentaler Konstanten von besonderer Bedeutung, welche 
man hofft im Experiment zu finden [87, 88, 891. 
Schließlich sei auch auf den aktuellen Stand der Berechnungen der Vakuumpolarisation ein- 
gegangen. Der mathematische Ausdruck der Ein-Schleifen-Vakuumpolarisation ergibt sich 
mit (2.78) zu 

mit dem Operator der Vakuumpolarisationsdichte der Ordnung a 

Wie im Fall der Ein-Schleifen-Selbstenergie, so stellte auch die Berechnung der Ein-Schfeifen- 
Vakuumpolarisation in allen Ordnungen in Zar über viele Jahre hinweg ein groBes name- 
Tisches Problem dar, Mit Hilfe der Potentialentwicklung wird die Vakuumpolasisation in 
einen Uehlinganteil und einen Wichmann-Kroll-Anteil, unter Berücksichtigung des Furry- 
theorems, zerlegt (s. Abbildung 3.3). Auch hier seien die grundlegenden Arbeiten genannt. 
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VP Uehl WK 

Abbildung 3.3: Die Zerlegung der Vakuumpolarisation VP in einen Uehlinganteil Uehl und 
einen Wichmann-Kroll-Anteil WK. 

Bemerkenswert in diesem Zusammenhang ist zunächst die Rechnung von Uehling [6]. Uehling 
fand in dieser Arbeit bereits 1935 den renormierten Ausdruck für den nach ihm benannten 
Anteil der Vakuumpolarisation, obwohl zu diesem Zeitpunkt keine Renormierungstheorie 
existierte. Der nächste bedeutende Schritt war die Berechnung der niedrigsten Ordnung 
im Wichmann-Kroll-Anteil durch Wichmann und Kroll (1956) [90]. Die Berechnung des 
Wichmann-Kroll-Potentials der Ordnung ( Z a ) 3  für punktartige Atomkerne gelang erstmalig 
1972 Blomqvist [91] und für endliche Atomkerne in der Näherung einer Partialwelle 1974/75 
Gyulassy [92]. Schließlich gelang es 1988 in der Arbeit von S o g  und Mohr [93] den Ein- 
fluß der Vakuumpolarisation unter Berücksichtigung der endlichen Kernausdehnung für alle 
Zustände für Z = 30 - 100 und Z = 170 zu berechnen. Das in der Arbeit [93] vorgeschlagene 
Regularisierungs - und Renormierungsschema der Ein-Schleifen-Vakuumpolarisation diente 
zudem in zahlreichen nachfolgenden Rechnungen mit Vakuumpolarisation, von denen hier 
z.3. [94, 100, 168, 1691 erwähnt sein sollen, als Grundlage für Betrachtungen der Eichinva- 
rianz. Speziell dieser Punkt wird auch in der vorliegenden Arbeit später bei der Herleitung 
eines renormierten Ausdrucks der Selbstenergie-Vakuumpolarisation von zentraler Bedeu- 
tung sein. 

3.1.2 Stra hlungskorrekturen der Ordnung a2 

In den letzten Jahren wurden sehr effiziente numerische Verfahren entwickelt, um die Strah- 
lungskorrekturen der Ordnung a2 auswerten zu können. Dazu zählt insbesondere die B- 
Spline-Methode und die Partialwellen-Renormierung. Dieser Abschnitt soll einen Überblick 
über den gegenwärtigen Stand der Forschung verschaffen, während die erwähnten numeri- 
schen Methoden an anderer Stelle dieser Arbeit eingehender erläutert werden. 
Der vollständige Satz der QED-Strahl~n~skorrekturen der Ordnung a2 ist in der Abbildung 
3.4 dargestellt. Sie beinhalten alle topologisch möglichen Kombinationen der Selbstenergie 
SE und der Vakuumpolarisation VP, wenn man sich auf vier Vertizes beschränkt. Die Dia- 
gramme können, wie dargestellt, in eichinvariante Untergruppen unterteilt werden, wovon 
wiederum einige Diagramme schon einzeln eichinvariant sind. Jede eichinvariante Gruppe 
und jedes eichinvariante Diagramm kann unabhängig von den anderen Korrekturen nume- 
risch ausgewertet werden. In diesem Abschnitt wird ein Überblick über den gegenwärtigen 
Stand der Forschung bei der numerischen Auswertung dieser Diagramme dargelegt (s.a [24]). 
Dabei wird oft der Begriff Uehlingnähe~wz~ verwendet, welcher in Abbildung 3.5 vedeutlicht 
wird. Die Uehlingnäherung enthält mit ca. 80 ... 90% bereits den dominierenden Anteil des 
exakten Diagramms. Der Beitrag des gesamten Diagramms ohne Näherung wird hier als 
exakt bezeichnet. Betrachtet seien nun im Einzelnen die Diagramme der Ordnung a2. 
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Abbildung 3.4: Die Strahlungskorrekturen der Ordnung 012. 

Das Diagramm SESE a) kann in einen reduziblen, SESE a red), und einen irreduziblen 
Anteil, SESE a irred), zerlegt werden. Für die Klasse der kovarianten Eichungen, d.h. die 
Klasse der (1 - ()-Eichungen, ist der irreduzible Anteil von SESE a) eichinvariant, Blundell 
(1992) in [95]. Deshalb kann der irreduzible Anteil der Zwei-Photonen-Selbstenergie sepa- 
rat ausgewertet werden. Dieser Anteil der Zwei-Photonen-Selbstenergie wurde erstmalig 
von Mitrushenkov, Labzowsky, Lindgren, Persson, Salomonson (1995) in L961 für die Kern- 
ladungszahlen Z = 70,80,90,92 ausgewertet. Für beliebige Kernladungszahl 3 5 Z 5 92 
erfolgte von Mallampalli, Sapirstein (1998) in [97] und Goidenko, Labzowsky, Nefiodov, PZu- 
nien, So8  (1999) in 1981 ebenfalls eine Berechnung des irreduziblen Anteils. Der reduzible 
Anteil von SESE a) muss zusammen mit den Diagrammen SESE b,c) berechnet werden, denn 
nur ihre Summe ist eichinvariant. Diese Beiträge stellen somit die schwierigste Neraushrde- 
rung in der Berechnung der Strahlungskorrekturen der Ordnung aZ dar. Ein erster Versuch 
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Abbildung 3.5: Die Uehlingnäherung der Diagramme VPVP d,ef), SEVP g,h7i) und S(VP)E 
k). In den Elektronen-Schleifen treten jetzt also nur freie Elektronenpropagatoren auf. 

solch einer Auswertung erfolgte von Mailampalli, Sapirstein (1998) für die Kernladungszahl 
Z = 92 in [99]. In dieser Arbeit wurde nur ein spezieller Anteil der Diagramme SESE a 
red) b) und C )  berechnet. Jedoch ist überhaupt nicht klar, ob es sich bei diesem berechneten 
Anteil von Mallampalli und Sapirstein um den dominierenden Anteil des exakten Resultats 
handelt oder nicht. Die Berechnung der exakten Zwei-Photonen-Selbstenergie ist deshalb 
Hauptziel der vorliegenden Arbeit. 
Betrachtet sei nun das eichinvariante Diagramm VPVP d). Der Beitrag dieses Diagramms 
wurde zunächst in Uehling-Approximation von Persson, Lindgren, Salomonson und Sunner- 
gren (1993) ausgewertet in [I001 und später exakt in allen Ordnungen in Z a  von Pe~sson, 
Lindgren, Labzowsky, Plunien, Beier und So$ (1996) in [101]. Eine systematische Tabellie- 
rung des exakten Beitrags dieses Diagramms wurde von Beier, Plunien, Greiner und Soff 
f 1997) in [I 021 erbracht. 
Das Diagramm VPVP e) wurde zusammen mit dem Diagramm VPVP f) in Uehlingnähe- 
sung für den Fall eines punktförmigen Atomkerns zuerst von Källkn und Sabry (1955) [I031 
berechnet, weshalb diese Diagramme in Uehlingnäherung auch als Källkn-Sabrg-Diagramme 
bezeichnet werden. Der von fillkn und Sabry gefundene renormierte Ausdruck wurde später 
von verschiedenen Arbeitsgruppen bestätigt [104]. Eine Berechnung dieser Strahlungskor- 
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rektur der Iiäll6n-Sabry-Diagramme für beliebige Kernladungszahl Z erfolgte von Beier 
und Soff  (1988) in [105]. Der Fall der Uehlingnäherung von VPVP e,f) mit einem ausge- 
dehnten Atomkern wurde in [106] untersucht. In dieser Arbeit von Fullerton und Rinlcer 
(1976) konnte eine Integraldarstellung des renormierten Anteils der Diagramme VPVP e,f) 
in Uehlingnäherung hergeleitet werden, welche eine beliebige Ladungsverteilung p ( z )  des 
Atomkerns beinhaltet. Eine anschließende numerische Berechnung dieser Integraldar~tellun~ 
der Källhn-Sabry-Diagramme für endliche Kerne mit beliebiger Kernladungszahl Z erfolg- 
te  von Schneider, Greiner und Sog (1993) in [107]. Jedoch sind VPVP e) und VPVP f) 
schon einzeln eichinvariant und könnten deshalb separat ausgewertet werden. Eine exakte 
Berechnung des Diagramms VPVP e) und eine Berechnung des Diagramms VPVP e) in 
Uehlingnäherung wurde ausgeführt durch Plunien, Beier, Soff und Persson (1998) in [108]. 
Es stellte sich dabei heraus, da8 der Beitrag der Uehlingnäherung dieses Diagramms 75% 
beträgt. Der Beitrag des Diagramms VPVP f) ist bis jetzt nur in Uehlingnäher~n~ bekannt 
(s. die Arbeiten von Beier, Mohr, Persson, Plunien, Greiner und S o g  (1997) in [log] und 
auch von Schneider, Greiner, So$ (19%) [107]). In der vorliegenden Arbeit konnte erstmalig 
ein renormierter Ausdruck des Diagramms VPVP f) hergeleitet werden. 
Die Diagramme mit .gemischter Selbstenergie und Vakuumpolarisation sind die drei Dia- 
gramme SEVP g,h,i). Der Beitrag dieser Diagramme wurde zunächst ebenfalls erst in Ueh- 
lingnäherung von Lindgren, Persson, Salomonson, Karasiev, Labzowsky, Mitrushenkov und 
Tolcman (1993) in [I101 bestimmt, ehe eine exakte Auswertung (1996) durch Persson, Lind- 
gren, Labzowsky, Plunien, Beier und So$ [ l l l ]  gelang. 
Schließlich sei noch die Strahlungskorrektur S(VP)E k) betrachtet. Auch dieses Diagramm 
ist bisher nur in Uehlingnäherung von Persson, Lindgren, Labzowslcy, Phnien, Beier, So# 
(1996) [ l l l ]  und ebenfalls von Mallampalli, Sapirstein (1996) E1121 ausgewertet wurden. Des- 
halb wird dieses Diagramm ebenfalls Gegenstand der Untersuchung i n  dieser Arbeit sein und 
später ausführlicher behandelt. Im Rahmen dieser Arbeit konnte ein renormierter Ausdruck 
des exakten Diagramms S(VP)E k) hergeleitet werden. Ebenso wurde in diesem Zusammen- 
hang auch das Problem der Eichinvarianz untersucht. 
Zusammenfassend muss festgestellt werden, da8 der irreduzible Anteil der Zwei-Photonen- 
Selbstenergie sich von allen Beiträgen der Ordnung a2 als der zahlenmäßig größte Beitrag 
eines einzelnen Diagramms heraustellte. Zum Beispiel für wasserstoffartiges Uran betrug 
die Korrektur SESE a irred) -0.97 eV. Es ist deshalb auch zu erwarten, dai3 die Diagram- 
me der Zwei-Photonen-Selbstenergie insgesamt, ebenso wie das Diagramm SESE a irsed), 
den größten Beitrag der Strahlungskorrekturen der Ordnung a2 liefern werden. Die Berech- 
nung der Zwei-Photonen-Selbstenergie ist deshalb von besonderer Bedeutung, da sie mit 
Ca. f ieV die größte Unsicherheit in den Vorhersagen der Lamb-Verschiebung der Ordnung 
a2 darstellten. Es muss sogar betont werden, daß erst die Berücksichtigung des Beitrags der 
Zwei-Photonen-Selbstenergie alle anderen Berechnungen der Ordnung ar2 sinnvoll erscfiel- 
nen läßt, denn ihre Summe beträgt ohne den Beitrag der Zwei-Photonen-Selbstenergie 2.B. 
für Uran nur 0.24 eV und für Blei 0.2 eV. 



3 Zwei-Photonen-Selbstenergie 

3.2 Herleitung der mathematischen Ausdrücke der 
Zwei-P hotonen-Selbstenergie 

Im Abschnitt 2.2.1 wurden im Rahmen der Gell-Mann-Low-Sucher-Formel die Begriffe ir- 
reduzibles Matrixelement und reduzibles Matrixelement der S-Matrix definiert, (s. G1. (2.74) 
und die anschließende Definition). Im Ein-Schleifen-Fall gibt es demnach nur irreduzible 
Diagramme. Jedoch im Zwei-Schleifen-Fall können reduzible Matrixelemente der S-Matrix 
auftreten. Dabei wurde festgestellt, daß es sich nur im Fall der dort definierten sogenannten 
reinen Terme um irreduzible Matrixelemente handeln kann, diese aber wiederum trotzdem 
reduzible Anteile enthalten können. Im Vorfeld ist es aber zunächst nicht klar, ob ein rei- 
nes Matrixelement reduzible Anteile enthält oder nicht. Aus genau diesem Grund können 
selbst im Fall der reinen Terme problematische Terme auftreten, wenn die Gleichung (2.78) 
"blind" für irreduzibel erscheinende Matrixelemente angewandt wird. Das Loop-aft er-Loop- 
Diagramm stellt solch einen Fall dar, wie im Folgendem ersichtlich sein wird. Deshalb es ist 
notwendig, daß bei der Herleitung der expliziten mathematischen Ausdrücke der Energiever- 
schiebungen größere Sorgfalt aufgewendet wird. 

3.2.1 Das Loop-After-Loop-Diagramm 

Das Loop-After-Loop-Diagramm ist in der Abbildung 3.6 dargestellt. Die Anwendung des 

Abbildung 3.6: Das Loop-after-Loop-Diagramm SESE a. 

Spezialfalls (2.78) der Gell-Mann-Low-Sucher-Formel für irreduzible Matrixelemente ist lei- 
der nicht direkt anwendbar, denn es ist im Vorfeld nicht klar, ob dieses Diagramm reduzible 
Anteile enthält. Somit müsste man die Gell-Mann-Low-Sucher-Formel (2.72) anwenden. 
Dieser Zugang zur Herleitung ist aber recht aufwendig. Ein einfacherer Weg kann mit der 
Methode der Zwei-Zeiten-Green-Funktion von Shabaev eingeschlagen werden. Ein expli- 
zit berechnetes Beispiel soll die Eleganz dieser Methode verdeutlichen. Ausgangspunkt ist 
(2.103): 

1 1 1 
A E ~ ]  = - / dE (E - E,) ,!lgE - - f dE (E - E,) ~ ~ 2 %  dE  Ag, . (3.5) 

27ri r 2ni r 

Der Integrationskontur I' in der komplexen E-Ebene umrundete dabei den Energiezustand 
E,. Zunächst werden die Hilfsfunktionen ,!lg?i(~) und A~!$(E) bestimmt. Für Systeme 
mit nur einem Elektron war die Be~timmun~sgleichung durch (2.107) gegeben. Mit den 
Fqnrnanregeln ergeben sich diese Hilfsfunktionen zu 
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und 

wobei der Operator der Ein-Schleifen-Selbstenergie Cbound(~)  bereits in (3.2) definiert wur- 
de. In (3.7) können zwei Falle in der Summation über nl unterschieden werden: 

nl # n irreduzibler Fall , 

nl = n reduzibler Fall . (3-8) 

Es wurde schon vorweggenommen, da6 es sich im 1. Fall um den irreduziblen und im 2. 
Fall um einen Teil des reduziblen Anteil des Diagramms handelt. Diese Terminologie wird 
jedoch erst in den folgenden Schritten verständlich. Im Folgenden wird die Notation A E ~ )  
in sinnvoller Weise zu AE,SESEa) geändert, denn es ist klar, daß die Korrektur SESE a) von 
2. Ordnung Störungstheorie ist. 

Der irreduzible Teil 

Wird (3.7) mit der Bedingung nl # n in den ersten Summanden von (3.5) eingesetzt, so 
erhält man mit dem Residuensatz 

SESEa (irred) - 
AEn - 

- 

Der Ausdruck ist offensichtlich keineswegs das Produkt zweier Matrixelemente in 1. Ordnung 
Stör~n~stheorie, denn es erscheint in der Summe ein Faktor [E, - E„ (1 - k)]-'. Somit ist. 
dieser Teil des Diagramms SESE a) tatsächlich ein sogenannter irreduzibler Anteil. Dieser 
irreduzible Teil des Diagramms SESE a) kann separat ausgewertet werden 196, 97, 981, denn 
er ist, wie bereits erwähnt wurde, für die Klasse der kovarianten Eichungen invariant (F,. 
1951) und kann auch separat renormiert werden (d.h. insbesondere ist dieser Teil auch einzeln 
infrarot konvergent). Solch eine numerische Auswertung wurde, wie bereits erwähnt, 1995 in 
[96] durchgeführt, und in den Arbeiten f97, 983 wurden die Resultate für t~asserstoffarti~cs 
Blei und Uran bestätigt. Deshalb ist der irreduzible Anteil des gesamten Diagramms SESE 
a) nichk Gegenstand der weiteren Untersuchungen in der vorliegenden Arbeit. 
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Der reduzible Teil 

Betrachtet sei jetzt der reduzible Anteil des Diagramms SESE a). Einsetzen von (3.6) und 
des Summanden nl = n von (3.7) in die Gleichung der Energieverschiebung (3.5) liefert 

EnESEa (red)A) n E ~ E S E  a (red) - + a E ~ E S E "  (red)B) (3.10) 

mit 

und 

SESEa (red)B) = 
AEn -2- f dE ( E  - E,) 

27ri r 

wobei wieder der Residuensatz für die Integration entlang der Integrationskontur I? angewen- 
det wurde. Addiert man also beide Beiträge (3.11) und (3.12) entsprechend (3.10) zusammen, 
so bekommt man schließlich den reduziblen Anteil des Diagramms SESE a) zu 

wobei im ersten Faktor sofort E = E, gesetzt werden darf. Im zweiten Faktor kann selbst- 
verständlich erst nach Ausführung der Differentiation E = E, gesetzt werden. Es ist offen- 
sichtlich, daß der Ausdruck (3.13) tatsächlich einen sogenannten reduziblen Teil darstellt, 
denn er kann als (Differentiation von einem) Produkt zweier Matrixelemente der 1. Ordnung 
Störungstheorie dargestellt werden. In der Abbildung 3.7 ist das erhaltene Ergebnis auch 
in der Sprache der Feynman-Diagramme graphisch dargestellt. Für die numerische Auswer- 
tung ist die Darstellung (3.13) nicht geeignet. Dazu muss das Matrixelement (nlkb„d(~)ln) 
umgeschrieben werden. Der Operator der Selbstenergie kbOmd(E,) war in (3.2) angegeben 
worden. Hier wird jedoch der allgemeinere Fall Cbound(~),  d.h. den Selbstenergieoperator für 
beliebige Energie E benötigt. Er lautet 
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irred. red. 
Abbildung 3.7: Das Loop-after-Loop-Diagramm SESE a wird aufgespalten in einen irredu- 
ziblen und einen reduziblen Anteil. 

Wird nun in (3.14) die explizite Darstellung für den Elektronenpropagator (2.32) und die 
explizite Darstellung für den Photonenpropagator (2.62) eingesetzt, so folgt 

wobei unter s wieder der vollständige Satz der drei Quantenzahlen n„ &„pCL, zu verstehen 
ist. Schließlich sei auch das Matrixelement (&{nl%,,.d(~) In)) E=En in expliziter Form an- 
gegeben, welches nach Differentiation der vorletzten Zeile von (3.15) nach E folgt zu: 

3.2.2 Das toop-Inside-Loop-Diagramm 

Das Loop-Inside-Loop-Diagramm ist in Abbildung 3.8 dargestellk. Das Loop-Inside-Loop- 
Diagramm der freien QED ist irreduzibel, und deshalb ist auch das entsprechende Dia- 
gramm der Bound-State-QED irreduzibel, d.h. es ist sinnvoll, die Gell-Mann-Eow-Sudlrir- 
Gleichung für irreduzible Diagramme (2.78) als Ausgangspunkt zu verwenden. Da es sich in 
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Abbildung 3.8: Das Loop-inside-Loop-Diagramm SESE b. 

solchen Fällen um eine einfache Anwendung der Feynman'schen Regeln für die nichtadiaba- 
tische S-Matrix handelt, soll gleich dieser Ausdruck angegeben werden: 

In derselben Notation, welche in (3.15) definiert wurde, lautet diese Energieverschiebung 
nach Einsetzen der expliziten Ausdrücke für den gebundenen Elektronenpropagator und 
Photonenpropagator: 

Wiederum bezeichnet hier jede der Quantenzahlen r, s, t den vollständigen Satz von jeweils 
drei Quantenzahlen, so daß in diesem Diagramm neben zwei Energieintegrationen und vier 
Raumintegrationen auch eine Summation/Integration über insgesamt neun Quantenzahlen 
auszuführen ist. Darin liegt eine der wesentlichsten Schwierigkeiten bei der Auswertung der 
Zwei-Photonen-Selbstenergie. 

3.2.3 Das Loop-Crossed-Loop-Diagramm 

Das Loop-Crossed-Loop-Diagramm ist in Abbildung 3.9 dargestellt. Ebenso wie das Loop- 
Inside-Loop-Diagramm handelt es sich bei dem Loop-Crossed-Loop-Graphen um ein ir- 
reduzibles Diagramm, so daß die Herleitung des expliziten mathematischen Ausdrucks mit 
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Abbildung 3.9: Das Loop-crossed-Loop-Diagramm SESE C. 

Hilfe von (2.78), d.h. der nichtadiabatischen S-Matrix, erfolgen kann. Das Resultat lautet 

Unter Verwendung der expliziten Darstellungen für den gebundenen Elektronenpropagator 
und den Photonenpropagator kann die Energieverschiebung umgeschrieben werden zu: 

wobei ebenso wie im Loop-Inside-Loop-Diagramm eine Summation/Integration über neun 
Quantenzahlen und zwei Energie- und vier Raumintegrationen auszuführen sind. 
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3.3 Renormierung der Zwei-Photonen-Selbstenergie 

Die in dem vorhergehenden Abschnitt hergeleiteten formalen Ausdrücke der Zwei-Photonen- 
Selbstenergie sind divergent. Das Problem unendlicher Größen in der freien QED überträgt 
sich natürlich auf die QED mit äußeren Quellströmen. Die Renormierungstheorie ist zudem 
nur für die freie QED definiert. Die Theorie der Renorrnierung der Bound-State-QED kann 
jedoch auf die Renormierungstheorie der freien QED zurückgeführt werden. Dies geschieht 
mit der Potentialentwicklung des gebundene Elektronenpropagators (s. Kap. 2.3). Dadurch 
ist es möglich, die Divergenzen vom Bound-State-Diagramm abzuspalten und anschließen zu 
renormieren. Die Herleitung eines renormierten Ausdrucks der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
erfolgte erstmalig in der Arbeit [I131 (1996) durch Labzowsky und Mitrushenkov. Ein allge- 
meineres Renormierungsschema für Selbstenergien gebundener Zustände in beliebiger Ord- 
nung Störungstheorie wurde durch Lindgren, Persson, Salomonson und Sunnergren in [I141 
(1998) angegeben. Dieser Abschnitt folgt weitestgehend [113], jedoch wird dabei die BPHZ- 
Renormierung der QED angewendet. 

3.3.1 Die Selbstenergie 1. Ordnung eines gebundenen Elektrons 

Betrachtet sei zuerst der einfachste Fall, nämlich die Selbstenergie 1. Ordnung eines gebun- 
denen Elektrons, welches sich in einem Quantenzustand In) befinden möge. Aufgrund des 
reduziblen Anteils des Diagramms Loop-After-Loop ist dieses Diagramm Bestandteil der 
Zwei-Photonen-Selbstenergie. Wird die Potentialentwicklung eines gebundenen Elektrons, 
d.h. (2.114) zusammen mit (2.109) (s.a. die Abbildung 2.6) direkt in die Selbstenergie eines 
gebundenen Elektrons eingesetzt, so ergibt sich 

Es ist sinnvoll, die Renormierung für zunächst beliebige Energie E zu betrachten und erst 
am Ende den Limes E + E, durchzuführen. Der renormierte Ausdruck für die Selbstenergie 
eines gebundenen Elektrons in 1. Ordnung Störungstheorie lautet dann 

wobei schon beachtet wurde, daß AE:~(') konvergent ist und deshalb nicht renormiert wird. 
Diese Konvergenz von AEnEIC) wird weiter unten diskutiert. Die Potentialentwicklung der 
Selbstenergie 1. Ordnung ist in Abbildung 3.10 graphisch dargestellt. Das Diagramm A wird 
als zero-potential-term bezeichnet und ist die bekannte Selbstenergie 1. Ordnung Störungs- 
theorie der freien QED, wobei aber das Matrixelement durch den gebundenen Zustand In) 
gebildet wird. Somit folgt im Energie-Orts-Raum 



3.3 Renormierung der Zwei-Photonen-Selbstenergie 79 

Abbildung 3.10: Die Potentialentwicklung der Selbstenergie eines gebundene Elektrons in 1. 
Ordnung Stoirungstheorie. Die Linien mit einem Kreuz bezeichnen die Wechselwirkung mit 
dem Coulombfeld des Atomkerns. 

Diagramm B wird als one-potential-term bezeichnet und enthält die Vertexkorrektur in 1. 
Ordnung Störungstheorie der freien QED, wobei wieder das Matrixelement des Operators 
als Matrixelement zwischen zwei gebundenen Zuständen In) zu verstehen ist, d.h. 

Zu beachten ist hierbei, daß der Zustand (nl den Viererimpuls (E,pl) und der Zustand 
In) den Viererimpuls (E,p2) (mit p2=pl-k) trägt. Gleichzeitig wurde folgende Notation 
vereinbart 

wobei die Funktion V(k) die Fouriertransformierte des Kernpotentials V(r) ist, d.h., es gilt: 

V(k) '= J d3r V(r) e-'"' . 

Für Punktkerne gilt beispielsweise 

1 
V ( T )  = -e - 

1 
mit r = J r J  + V(k)=e -  mit k = ] k l .  

4nr k2 

Das Diagramm C ist der sogenannte many-potential-term. Durch eine weitere Potentialent- 
wicklung des gebundenen Elektronenpropagators in diesem Diagramm wird klar, dafi alle 
weiteren Diagramme einen negativen oberflächlichen Divergenzgrad w aufweisen würden, 
und deshalb sind sie alle, d.h. insbesondere auch C selbst, konvergent. Für dieses Diagramm 
sei die naheliegende Notation 

vereinbart. Betrachtet sei nun die Renormierung der divergierenden Energien AEzE@) und 
A E ; ~ ( ~ ) .  Die darin auftretenden Operatoren C(') und A t )  wurden bereits in (2.163) bzw. 
(2.172) renormiert, (s.a. Abbildung 2.15). Werden also die renormierten Ausdrücke, (2.163) 
und (2.172) in (3.23) und (3.24) eingesetzt, so folgt unmittelbar 



und 

Eine Zusammenfassung von (3.28), (3.29) und (3.30) impliziert selbstverständlich entspre- 
chend (3.21) auch eine Rückentwicklung der Potentialent~icklun~. Insgesamt bekommt man 

mit $ =  yoE - y p .  
=E, 

(3.31) 

Dieser Ausdruck läßt sich jedoch noch vereinfachen, wenn jetzt der Limes E +- E, vollzogen 
wird. Dann gilt nämlich 

-~(~)'(nlyo(fi - m))n) - ~ ( l ) ( n \ C l n )  mit $ = voE, - W .  (3.32) 

Unter Verwendung der aus der Wardidentität folgenden Beziehung C(')' = -A(') (2.173) und 
der Diracgleichung im Impulsraum (zu beachten sei dabei die Bemerkung unmittelbar nach 
Gleichung (3.24) bezüglich der Impulse der Zustände (n] und In}) 

folgt unmittelbar 

Diese Gleichung stellt den renormierten Ausdruck der Selbstenergie in 1. Ordnung Störungs- 
theorie eines gebundenen Elektrons im Zustand In) dar und ist graphisch dargestellt in der 
Abbildung 3.11. 

3.3.2 Der reduzible Anteil des Loop-After-Loop-Diagramms 

Um den renormierten Ausdruck des reduziblen Anteils zu bestimmen, genügt es entspre- 
chend (3.13), nur den Ableitungsterm zu betrachten, denn die Renormierung der 1. Ordnung 
Selbstenergie eines gebundenen Elektrons wurde bereits in dem vorhergehenden Abschnitt 
diskutiert. Der Ableitungsterm war definiert als 

An dieser Stelle ist jedoch etwas Sorgfalt notwendig, denn man darf nicht den renormierten 
Ausdruck (3.34) verwenden. Da im Ableitungsterm nach der Energie E differenziert wird, 
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Abbildung 3.11: Die graphische Darstellung der renormierten Selbstenergie eines gebundenen 
Elektrons im Zustand In). 

muss der allgemeinere Fall betrachtet werden, in welchem die Energie E # E„ d.h. voll- 
kommen beliebig ist. Deshalb ist der Ausgangspunkt (3.31). Die Zustände In) als auch die 
Ren~rmierun~skonstanten C('), C(')' und A(') sind von der Energie E unabhängig. Jedoch 
der Viererimpuls p ist jetzt wieder gegeben durch 

P =  (E,p) also $=?OE -7p.  (3.36) 

Deshalb ergibt die Differentiation nach E 

Mit dieser Gleichung folgt also zusammen mit (3.34) der renormierte Ausdruck des reduziblen 
Anteils des Loop-After-Loop-Diagramms. Er lautet 

und ist graphisch dargestellt in Abbildung 3.12. 

Abbildung 3.12: Die graphische Darstellung des renormierten Ausdrucks des reduziblen An- 
teils des Loop-After-Loop-Diagramms. 
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3.3.3 Das Loop-Inside-Loop-Diagramm 

Um das Loop-After-Loop-Diagramm zu renormieren, mus,s zunächst wieder eine Potential- 
entwicklung durchgeführt werden. Solch eine Potentialentwicklung ist nicht eindeutig. Einzig 
die abgespaltenen Divergenzen und ihre Gegenterme sind eindeutig. Eine sehr zweckmäßi- 
ge Potentialentwicklung ist in Abbildung 3.13 graphisch dargestellt. Der oberflächliche Di- 

Abbildung 3.13: Die Potentialent~icklun~ des Loop-After-Loop-Diagramms. Die Linien mit 
einem Kreuz bezeichnen wieder die Wechselwirkung mit dem Coulombfeld des Atomkerns. 

vergenzgrad des Diagramms C ist negativ, da eine Potentialentwicklung des vollen Elek- 
tronenpropagators Diagramme mit genau zwei äußeren fermionischen und mindestens zwei 
äußeren bosonischen Beinen ergeben würde. Im folgenden wird in solchen Fällen zweckmäßi- 
gerweise vereinbart, von zwei äußeren fermionischen und zwei äußeren bosonischen Beinen 
zu sprechen, so daß w(C) = -1 definiert wird. Es existieren in C auch keine divergenten 
Unterdiagramme, so daß dieses Diagramm konvergent ist. 

Renormierung der Diagramme (A3), (A4), (A5), (B2) und (B3) 

Die Renormierung der Diagramme (A3), (A4), (A5), (B2) und (B3) gestaltet sich einfacher, 
denn in diesen Diagrammen ist der oberflächliche Divergenzgrad w negativ, so daß eine äußere 
Renormierung entsprechend der Bogoljubov7schen 72-Operation im Rahmen der BPHZ- 
Renormierung nicht erforderlich ist. In den Diagrammen (A3), (A4) und (A5) befindet sich 
das divergente Unterdiagramm der Ein-Schleifen-Selbstenergie und in den Diagrammen (B2) 
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und (B3) befindet sich das divergente Unterdiagramm der Ein-Schleifen-Vertexkorrektur. 
Somit kann die Renormierung dieser Diagramme wie in Abbildung 3.14 dargestellt werden. 

Abbildung 3.14: Die Renormierung der Diagramme (A3), (A4), (A5), (B2) und (B3). Diese 
Diagramme erfordern nur eine innere Renormierung. 

Renormierung des Diagramms (Al)  

Bei diesem Graphen muss tatsächlich eine innere und eine äußere Renormierung durchgeführt; 
werden. Dabei wird die Methode der BPHZRenormierung angewendet. Die Begriffe innere 
Renomierung und äujlere Renormie~un~ wurden im Abschnitt 2.4.3 definiert, jedoch werden 
in diesem Kapitel alle Gegenterme als Gegenterme der inneren und als Gegenterme der 
äußeren Renormierung explizit kenntlich gemacht. Dieses Vorgehen erlaubt einen besseren 
Vergleich mit der in der physikalischen Literatur verwendeten Renosmlerungsprozedur der 
innerenläußeren Renormierung. Das Diagramm (Al) ist in Abbildung 3.15 dargestellt. Das 
gesamte Diagramm (Al) ohne die äußeren Zustände in) wurde als I? bezeichnet und das 
Unterdiagramm als 7. Die unrenormierte Energieverschiebung des Diagramms (Al)  15% sich 
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Abbildung 3.15: Das Feynman-Diagramm I' und das Unterdiagamm y der unrenormierten 
Energieverschiebung LI ~ , ( ~ ~ ) v ~ ~ ~ ~ ~ .  

im Impulsraum ausdrücken als 
n ~ ( A l )  +men - - (nlYof$A1)ln) ) 

wobei über alle Impulse p des äußeren Zustandes In) integriert wird. Der mathematische 
Ausdruck des gesamten Feynman-Diagramms I? ist dann eine Funktion dieser Impulse p 
und lautet 

(3.40) 

Der äufiere Impuls bezüglich fr ist p. Der renormierte Ausdruck des Diagramms ( A l )  ist 
gegeben durch 

wobei die Bogoljubov'sche R-Operation den Ausdruck 

Y 

äußere Ren. innere Ren. 

liefert. Die mathematische Darstellung der Integranden ist dabei 

äußerer Impuls: p 

1 1 & = TU $ - k l - k 2 - m + i ~  7V- &+ic 

äußerer Impuls: p - ql . 
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Die Tayloroperatoren tr und tY wirken beide bis einschließlich 1. Ordnung, denn die ober- 
flächlichen Divergenzgrade sind 

Dementsprechend gibt es offensichtlich genau sechs Gegenterme der äuj'eren Renormierung 
und auch genau zwei Gegenterme der inneren Renormierung. Setzt man nun die Taylorent- 
wicklung (2.155), unter Beachtung des Begriffs äuj'erer Impuls, in (3.42) ein, so folgt der 
renormierte Ausdruck zu 

~ , y ( ~ l )  I'" = (nlroC(A1) In) 

Dabei wurde die Diracgleichung im Impulsraum (3.33) verwendet. Die Gegenterme in (3.45) 

Die Gegenterme C(') und C(')' wurden 
=. (1) 

Ausdruck für C ($) kann aus 2(')($) 
bereits im Abschnitt 2.4 definiert. Der mathematische 

erhalten werden durch die Ersetzung 

I/($ - k - m + ic)  + I/($ - k - m + ic)' 

in %(#), (s. 1% in (3.43)). 

Renormierung des Diagramms (A2) 

Dieses Diagramm erfordert ebenfalls eine innere und eine äußere Renormiening. Die unre- 
normierte Energieverschiebung dieses Diagramms lautet irn Impulsraum 

E (A2) unrm - * (Az) - 2 { n ] ~ o v A o  In). (3.48) 

Das Diagramm ( A 2 )  ist in Abbildung 3-16 dargestellt. Das Unterdiagramm ist wieder 
die Ein-Schleifen-Selbstenergie. Wieder wird über alle äußeren Impulse pl integriert. Die 
Wechselwirkung mit dem Kernpotential Y' trägt einen Impuls k weg, und deshalb ändern 



86 3 Zwei-Photonen-Selbstenergie 

Abbildung 3.16: Das Feynman-Diagramm r und das Unterdiagramm y der unrenormierten 
Energieverschiebung A E ( ~ ~ ) + ~ ~ ~ ~ .  

sich die Impulse pl zu pz = P I -  k. Somit muss der Operator ftp2) von zwei äußeren Impulsen 
pl , p2 abhängen und ist explizit gegeben durch 

Die Vorgehensweise bei der Renormierung dieses Diagramms unterscheidet sich nur unwe- 
sentlich von der Renormierung des zuvor behandelten Diagramms (Al ) .  Insbesondere ist der 
renormierte Operator analog definiert 

und es gilt wieder die Formel (3.42). Für das Diagramm (A2) lauten die expliziten Ausdrücke 
jedoch jetzt 

äußere Impulse: p l ,  p2 

Zu beachten ist außerdem, daf3 die oberflächlichen Divergenzgrade gegeben sind durch 



-- P 
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so daß der Tayloroperator tr nur bis zur 0. Ordnung, aber t Y  bis zur 1. Ordnung wirkt. Somit 
ergeben sich durch die äujere Renorrnierung genau drei Gegenterme, und aus der inneren 
Renormierung folgen zwei Gegenterme. Insgesamt lautet der renormierte Ausdruck 

* * (A2) A E ( ~ ~ ) ~ ~ ~  = 2(nlyoVAo I n )  

wobei analog zum Diagramm (Al) der Operator & aus dem Operator AC) durch die Erset- 
zung 

erhalten werden kann. Der Gegenterm ~ ( l )  wurde in Abschnitt 2.4 definiert, und die anderen 
beiden Gegenterme lauten 

Renormierung des Diagramms (61) 

Auch bei diesem Diagramm muss eine innere und eine äußere Renormierung vorgenommen 
werden. Das Diagramm (BI) ist in der Abbildung 3.17 dargestellt. Die unrenormierte Ener- 

Abbildung 3.17: Das Feynman-Diagramm I' und das Unterdiagramm 7 der unrenormierten 
Energieverschiebung A ~ k ~ ~ ) * ~ ~ ~ ~ .  

gieverschiebung dieses Diagramms lautet 

~ E ( B ' )  wen = * * ( B I )  ( n l r o V A 0  I n )  . 
Der Operator AiB1) ist wieder eine Funktion der äußeren Impulse p l  ,p2  = pl - k und dabei 
wie folgt definiert 
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Die BPHZ-Renormierung des Diagramms (BI) erfolgt analog wie in den zuvor diskutierten 
Graphen. Ähnlich wie in den Betrachtungen zuvor, ist der renormierte Ausdruck gegeben 
durch 

und es gilt auch wieder die Formel (3.42). In diesem Diagramm lauten die mathematischen 
Ausdrücke aber jetzt 

1 1 1 
fr/7 = - kl - m  +ieP2  -81 - m + i c  V- q S + i e  7 

äußere Impulse: PI, Pa , 

äußerer Impuls: p2 - ql 

und die oberflächlichen Divergenzgrade sind 

so da3 die Tayloroperatoren tr und $7 nur bis zur 0. Ordnung wirken. Deshalb sind entspre- 
chend (3.42) nur zwei Gegenterme von der äußeren Renormierung und nur ein Gegenterm 
von der inneren Renormierung zu erwarten. Der Ausdruck für die renormierte Energiever- 
Schiebung lautet demnach 

In diesem renormierten Energieausdruck erscheint nur ein neuer Gegenterm, welcher analog 
zu den vorhergehenden Fällen wie folgt definiert ist: 

Die Gleichungen (3.451, (3.53) und (3.61) bilden zusammen mit den Gegentermen in der 
Abbildung (3.14) den renormierten Ausdruck des Loop-Inside-Loop-Diagramms. 
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Zusammenfassung der Gegenterme des Loop-Inside-Loop-Diagramms 

Bei der Zusammenfassung der Gegenterme des Loop-Inside-Loop-Diagramms geht man wie 
folgt vor: 
Zuerst betrachtet man die Terme GTjl proportional (nlpln), welche in (3.45), (3.53) und 
(3.61) erscheinen. Sie lauten 

Mit den aus der Ein-Schleifen- und Zwei-Schleifen-Wardidentität folgenden Relationen 

E ' '  = - Ein-Schleifen-Wardidentität , 
= -A(~ ' )  - 2 ~ ( * ~ )  Zwei-Schleifen-Wardidentität (3.64) 

und der ebenfalls durch explizites Berechnen beweisbaren Identität "Ein-Schleifen-Wardiden- 
tität" 

sieht man, daß sich alle Terme in (3.63) gegenseitig wegheben, Somit existieren keine Terme, 
welche proportional zu (nlpln) wären. 
Die Zusammenfassung der verbleibenden Terme ist etwas schwieriger, und es erscheint des- 
halb Sinnvoll, auf die Feynman'sche Diagrammtechnik zurückzugreifen. Betrachtet seien 
zunächst die Terme GTil, welche proportional zu C(')' und A(') in (3.45), (3.53) und (3.61) 
sind. Sie lauten 

wobei in der letzen Zeile wieder die Ein-Schleifen-Wardidentität aus (3.64) verwendet wurde. 
Die diagrammatische Darstellung der letzten beiden Summanden ist in Abbildung 3.18 (A) 
und (B) dargestellt. Wenn die Gegenterme in Abbildung 3.14, welche also proportional zu 
C(')' und zu A(') sind, zusammengefasst werden und ihre Potentialentwicklung rückgängig 
gemacht wird, so erhält man insgesamt einen Gegenterm GY$, welcher in Abbildung 3.18 
(C) graphisch dargestellt ist. Es ist klar, daß die Summe der Diagramme (A), (B), (C) in der 
Abbildung 3.18 wieder den Graphen der Selbstenergie 1. Ordnung Störungstheorie ergibt (s. 
Abbildung 3.10). Somit lassen sich also die Terme wie folgt zusammenfassen: 



Abbildung 3.18: Die diagrammatische Darstellung des Terms (nl&(')ln) ist in (A)  und 
die diagrammatische Darstellung des Terms (nlropi\f)ln) ist in (D) dargestellt. Werden die 
Gegentermein Abbildung 3.14, welche proportional C(')' und A(') sind, zusammengefasst und 
wird ihre Potentialentwicklung rückgängig so verbleibt insgesamt ein Gegenterm 
G T ~ ,  welcher in graphischer Notation als Diagramm (C) dargestellt werden kann. 

Betrachtet seien nun die Terme, welche proportional zu C(') in (3.45) und (3.53) sind. Sie 
lauten 

2 (1 )  

GT: -X(')  ((n170C In) - 2(l)(nl7Oln)) 

Der 1. Summand und der 3. Summand sind in Abbildung 3.19 (A) und (B) diagrammatisch 
dargestellt. Werden diese beiden Terme mit den drei Gegentermen der Abbildung 3.14 zu- 

2. (1) 
Abbildung 3.19: Die diagrammatische Darstellung des Terms (nl.yoC In) ist in (A) und die 

A 2. (1 )  
dfagrammatische Darstellung des Terms (nl.y,VAo In) ist in (B) dargestellt. 

sammengefast, welche proportional zu C(') sind, dann ergibt sich ein Diagramm, welches 
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an die Selbstenergie 1. Ordnung Störungstheorie erinnert, jedoch mit zwei Elektronenpropa- 
gatoren (s. Abbildung 3.20). Somit lassen sich also die Terme wie folgt zusammenfassen: 

Abbildung 3.20: Die Zusammenfassung der beiden Gegenterme in Abbildung 3.19 und der 
drei Gegenterme in Abb. 3.14, welche proportional C(') sind, ergibt ein Diagramm der Selbst- 
energie, jedoch mit zwei Elektronenpropagatoren. Dies soll durch das Kreuz angedeutet wer- 
den. 

Betrachtet man nun noch den Gegenterm ~(*l)(nl~oln) in (3.53) zusammen mit den anderen 
Gegentermen, welche in (3.67) und (3.69) schon zusammengefasst wurden, so lassen sich alle 
Gegenterme, welche bei der Renormierung des Loop-Inside-Loop-Diagramms auftreten, wie 
folgt zusammenfassen: 

Dieser renormierte Ausdruck des Loop-Inside-Loop-Diagramms ist; in der Abbildung 3.21 
graphisch dargestellt. 

Abbildung 3.21: Der renorrnierte Ausdruck des Lasp-Inside-tonp-Dia.gramxt~s. 



3.3.4 Das Loop-Crossed-Loop-Diagramm 

Betrachtet sei nun die Renormierung des Diagramms Loop-Crossed-Loop . Bei der Renor- 
mierung dieses Diagramms wird der Unterschied zwischen der Methode der inneren/äußeren 
Renormierung und der BPHZ-Renormierung deutlich. Es wurde bereits erläutert, daß die 
Begriffe innere/äiu.ßere Renormierung zwar formal auch in der BPHZ-Renormierung definiert 
werden können, jedoch es sich bei beiden Methoden um prinzipiell verschieden Renormie- 
rungszugänge handelt. 
In der Abbildung 3.22 ist wieder eine geeignete Potentialentwicklung dieses Diagramms dar- 
gestellt. Die Diagramme (E2) und (F) sind konvergent, denn der oberflächliche Divergenz- 

Abbildung 3.22: Die Potentialentwicklung des Diagramms Loop-Crossed-Loop. Die Kreuze 
bezeichnen wieder die Wechselwirkung mit dem Kernfeld. 

grad w ist negativ, und sie enthalten auch keine divergenten Unterdiagramme. Das Diagramm 
(D3) hat ebenfalls einen negativen oberflächlichen Divergenzgrad, W = -1, aber es enkhält 
ein divergentes Unterdiagramm, nämlich das Diagramm einer Vertexkorrektur. Deshalb er- 
fordert es eine innere Renormierung. Sie ist in der Abbildung 3.23 dargestellt. Die anderen 
Diagramme (Dl), (D2) und (EI) erfordern eine innere und äußere Renormierung, denn ihr 
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Abbildung 3.23: Die Renormierung des Diagramms (D3), welches nur eine innere Renormie- 
rung erfordert. 

oberflächlicher Divergenzgrad ist positiv und auch die Unterdiagramme haben positiven Di- 
vergenzgrad. Diese Diagramme werden im folgenden diskutiert. 

Renormierung des Diagramms (01) 

Bei der Renormierung dieses Diagramms tritt der Fall einer sogenannten überlappenden Di- 
vergenz auf. Darunter versteht man Folgendes: 
Wenn zwei Diagramme yl und y2 weder disjunkt noch Teil des jeweils anderen Graphen sind, 
so nennt man diese Diagramme überlappend. Wenn beide Diagramme zudem einen positi- 
ven Divergenzgrad besitzen, w(yl) > 0, w(y2) > 0, d.h. divergent sind, dann spricht man 
von überlappender Divergenz. Diese Art von Divergenz stellt jedoch keine neue Schwierigkeit 
im Rahmen der BPHZ-Renormierung dar. Dies und der Begriff selbst wird im Beispiel der 
Renormierung des Diagramms (Dl) noch klarer werden. 
Das Diagramm (Dl) ist in Abbildung 3.24 dargestellt. Dieses Diagramm enthält zwei diver- 
gente Unterdiagramme, nämlich yl und 72. Bei beiden Unterdiagrammen handelt es sich um 
die Diagramme der Vertexkorrektur. Das gesamte Diagramm ohne die äußeren Zustände In) 
wurde wieder als I? bezeichnet. Der unrenormierte Ausdruck des gesamten Diagramms (D1) 
läßt sich schreiben als 

Der mathematische Ausdruck des Feynmandiagramms I? lautet 

Die Integranden der Unterdiagramme n, 7 2  wurden in dieser Gleichung nicht explizit ange- 
geben, da sie weiter unten notiert werden* Der auf3ere Impuls beziiglich l? ist wieder p. Der 
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Abbildung 3.24: Das Diagramm I? und die Unterdiagramme rl und 72 der unrenormierten 
Energieverschiebung A ~ i ~ ~ ) l ~ ~ ~ ~ .  

renormierte Ausdruck des Diagramms (Dl)  ist jetzt gegeben durch 

Man muss bei diesem Diagramm beachten, daß es zwei divergente Unterdiagramme enthält, 
so daß die Bogoljubov'sche R-Operation jetzt lautet: 

~r = (1 - tr)%r mit ?Zr = Ir + fr/71(-t'1)&l + IrlT2(-t'2)im 
dso 

äußere Ren. 

(tV1 I,) - irlm (tn 1%) . 
innere Ren, 

Die explizite Darstellung der Integranden ist dabei gegeben durch 

äußerer Impuls: p 

* 1 1 
Ir/% = yPf i -&-m+irq:+ir  ' 

äußerer Impuls: p 

1 1 . y--- 1 , f7i = Y P  
J$ -& - m + i r T Y j - h  - ~ - m + z ~  &+ir  
äußere Impulse: p, p - qz, qz 

1 1 1 $ = Y 7" - 
7 w f i - h - b 2 - m + i r  f i -b2-m+ie q ;+ i r7  

äußere Impulse: p - q ~  , ql , p . 
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Dabei sind, wie z.B. auch im Fall der Ein-Schleifen-Vertexkorrektur, einige Lorentzindizes 
der Diracmatrizen in den Integranden vorrübergehend nicht abgepaart. Diese Eigenschaft 
ist typisch für Graphen mit überlappender Divergenz, was aber selbstverständlich keine 
besonderen Schwierigkeiten in sich birgt, da bei der späteren Zusammenfassung diese Indizes 
wieder abgepaart werden. Die oberflächlichen Divergenzgrade ergeben sich zu 

Mit Blick auf (3.74) folgt somit unmittelbar, daß von der äußeren Renormierung sechs Ge- 
genterme und von der inneren Renormierung zwei Gegenterme zu erwarten sind. Durch 
Anwendung des Tayloroperators (2.155) unter Beachtung des Begriffs äuj3erer Impuls folgt 
somit der renormierte Ausdruck des Diagramms (Dl) zu 

Dabei wurde wieder von der Diracgleichung im Impulsraum (3.33) Gebrauch gemacht. Die 
Gegenterme C('), C(')' und A(') wurden schon früher definiert, und die anderen beiden Ge- 
genterme sind definiert durch 

Erwähnenswert in diesem Zusammenhang ist der Faktor 2 in den letzten drei Termen in 
Gleichung (3.77). Im Rahmen der BPHZ-Renormierung erscheint dieser Term vollkommen 
zwanglos. Jedoch mit der Methode der inneren/äußeren Renorrnierung ist hier eine beson- 
dere Sorgfalt notwendig [113]. Gerade dieses Beispiel, welches typisch für Diagramme mit 
überlappenden Divergenzen ist, verdeutlicht den entscheidenden Vorteil der Systematik der 
BPHZ-Renormierung gegenüber der Methode der inneren/äuBeren Renormierung. 

Renormierung des Diagramms (D2) 

Als nächstes sei nun das Diagramm (D21 betrachtet. Das Unterdiagramm 71 ist konver- 
gent, denn es hat positiven Divergenzgrad. Das Unterdiagramm .yz ist die Ein-Schleifen- 
Selbstenergie, s. Abbildung 3.25. Die unrenormierte Energieverschiebung dieses Diagramms 
lautet 
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Abbildung 3.25: Das Feynman-Diagramm I? und das Unterdiagramm 7 der unrenormierten 
Energieverschiebung A ~ i ~ ~ f ~ ~ ) .  

Der Operator R p 2 )  ist eine Funktion der beiden äußeren Impulse pl, pz = pl - k: und ist 
explizit gegeben durch 

(3.80) 

Die BPHZ-Renormierung des Diagramms (D2) erfolgt ähnlich wie die Renormierung des 
Graphen (Dl). Insbesondere ist der renormierte Operator wieder definiert als 

Jedoch gilt nicht (3.74), denn es gibt nur ein divergentes Unterdiagramm, nämlich 7 2 .  Die 
Bogoljubov7sche R-Operation liefert deshalb 

also 

.. i- 
äußere hn. innere Ren. 

wobei nun die Integranden gegeben sind durch 

äußere Impulse: pl , p2 

1 1 1 
i, = r"j2 -hl - k2 - m + j, - 4, - m + ieyuq; + ir . 

äußerer Impuls: P;! 



3.3 Renormierung der Zwei-Photonen-Se1 bstenergie 97 

Die Tayloroperatoren tr, t" wirken bis 0. Ordnung, denn die oberflächlichen Divergenzgrade 
sind 

Deshalb folgt aus (3.82), daß für dieses Diagramm genau zwei Gegenterme der äußeren 
und ein Gegenterm der inneren Renormierung zugeordnet werden können. Wendet man den 
Tayloroperator unter Berücksichtigung der entsprechenden äußeren Impulse an, so erhält 
man den renormierten Ausdruck des Diagramms (D2) zu 

Dabei wurde der neue Gegenterm wie folgt definiert: 

Renormierung des Diagramms (El) 

Schließlich sei noch das Diagramm (El) betrachtet, welches in der Abbildung (3.26) darge- 
stellt ist. Die beiden Unterdiagramme y1,72 sind konvergent, denn ihre Divergenzgrade sind 
w = W = 1. Der mathematische Ausdruck der unrenormierten Energiever~chiebun~ 

Abbildung 3.26: Das Diagramm (El) und die Unterdiagramme 71 und 72. 

dieses Diagramms lautet 

~ p l ) , " " "  = * " (El) (nl7ovAo In) , 
und der Operator ist dabei gegeben durch 
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Die äußeren Impulse bezüglich des gesamten Diagramms I' sind p1,pz = pl - k. Die renor- 
mierte Energieverschiebung definiert sich wieder zu 

und die R-Operation lautet einfach 

also 

R~ = fr -tr& , 
äußere Ren. 

da keine divergenten Unter diagramme vorhanden sind. Der Tayloroperator tr wirkt dabei 
bis zur 0. Ordnung, denn der oberflächliche Divergenzgrad des gesamten Diagramms ist 

Es gibt also nur einen Gegenterm und die renormierte Energieverschiebung des Diagramms 
(Ei) lautet dementsprechend 

wobei der Gegenterm definiert wird als 

Zusammenfassung der Gegenterme des Loop-Crossed-Loop-Diagramms 

Bei der Zusammenfassung der Gegenterme des gesamten Loop-Crossed-Loop-Diagramms 
wird in analoger VVeise wie im Fall des Loop-Inside-Loop-Diagramms vorgegangen. Zunächst 
seien also alle Terme betrachtet, welche proportional zu (nlqln) sind. Sie lauten entsprechend 
(3.77), (3.85) und (3.92) 

Unter Verwendung der Ein-Schleifen-Wardidentität und der Zwei-Schleifen-Wardidentität 

' = - Ein-Schleifen-Wardidentität , 
E("')' = -A(~')  - 2 ~ ( ~ ~ )  Zwei-Schleifen-Wzdidentität 
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sieht man unmittelbar, daß sich alle Terme in (3.94) wieder gegenseitig wegheben, so da8 es 
keine Terme proportional zu (nlpln) gibt. Somit gibt es nur Terme, welche proportional zu 
A(l) sind. Entsprechend (3.77) und (3.85) lauten sie: 

Außerdem muß natürlich noch der Gegenterm, welcher vom Diagramm (D3) stammt und in 
der Abbildung 3.23 dargestellt ist, berücksichtigt werden. Die Gegenterme ( n  lroCcl) In) und 
(nlyoAS).Y~n) wurden bereits in der Abbildung 3.18 (A) und (B) graphisch dargestellt. Eben- 
so ist der Gegenterm des Diagramms (D3) identisch dem Gegenterm GT;' in der Abbildung 
3.18. Es ist klar, da8 die Summe dieser drei Gegenterme wieder die Selbstenergie in I. Ord- 
nung Störungstheorie ergibt (s. Abbildung 3.10). Somit lassen sich alle Terme proportional 
zu A(') zusammen mit dem Gegenterm des Diagramms (D3) (welcher ebenfalls proportional 
zu ~ ( l ) )  ist und mit GTE1 bezeichnet werden soll) wieder wie folgt zusammenfassen: 

Mit dieser Gleichung folgt also, daß sich alle Gegenterme des Loop-Crossed-Loop-Diagramms 
wie folgt zusammenfassen lassen: 

In der Abbildung 3.27 ist dieser renormierte Ausdruck des Loop-Crossed-Loop-Diagramms 
graphisch dargestellt. 

Abbildung 3.27: Der renormierte Ausdruck des Loop-Crossed-Loop-Diagramms. 
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3.3.5 Der renormierte Ausdruck der Zwei-Photonen-Selbstenergie 

Durch Zusammenfassung der Resultate (3.35), (3.70) und (3.98) folgt unmittelbar der re- 
normierte Ausdruck der Zwei-Photonen-Selbstenergie (ohne den Anteil des Graphen SESE 
a) irred.). Er lautet 

Der renormierte Ausdruck der Zwei-Photonen-Selbstenergie ist in diagrammatischer Dar- 
stellung in Abbildung 3.28 ersichtlich. Es sollen zusammenfassend zunächst alle mathemati- 

SESE a red), b), C), ren 
AE, - 

n n 

Abbildung 3.28: Die diagrammatische Darstellung der renormierten Zwei-Photonen- 
Selbstenergie. 

schen Ausdrücke der unrenormierten Energieverschiebung notiert werden. 
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1 
X 
(Et(1- ic) - E, + El)(Es(l - ic) - E, -I- El + Ez)(Er(l - ie) - E, + EI) ' 

(3.102) 

1 
X 
(Et(1 - ic) - E, + Ez)(Es(l - ie) - E, + E1 + Ez)(Er(l - ie) - E, + E I )  ' 

(3.103) 

Die mathematischen Ausdrücke der Gegenterme sind Bestandteil des nachfolgenden Ab- 
schnitts und werden dort explizit notiert. 
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3.4 Betrachtung der Infrarot-Divergenzen 

3.4.1 Einleitung in die Problematik der infrarot-~iver~enzen 
In allen Quantenfeldtheorien mit masselosen Eichbosonen erscheint das Problem der Infrarot- 
Divergenz (IR-Divergenz). Während das Problem der Ultraviolett-Divergenzen durch die 
Renormierungstheorien sowohl für abelsche, als auch für nichtabelsche Quantenfeldtheori- 
en allgemein gelöst werden konnte, ist jedoch die Problematik infraroter Divergenzen in 
den Quantenfeldtheorien keineswegs vollständig gelöst und ist deshalb bis heute Gegenstand 
intensiver Forschung. Für die Quantenchromodynamik (QCD) beispielsweise existieren bis 
heute keine allgemeinen Theoreme über die IR-Divergenzen und ihr eindeutiges gegenseitiges 
Wegheben in allen Ordnungen der Störungstheorie. Das Kinoshita-Lee-Nauenberg-Theorem 
[115], welches Aussagen über das gegenseitige Wegheben von IR-Singularitäten ganz allge- 
mein für Theorien mit Kopplungen zwischen masselosen Teilchen trifft, löst nur einen Tei- 
laspekt dieser Problematiken der QCD. Im Glashow-Salam-Weinberg-Modell (Theorie der 
elektroschwachen Wechselwirkung) hingegen treten wegen der massiven Natur der Vektor- 
bosonen keine IR-Divergenzen auf, solange keine Prozeße mit Photonen betrachtet werden. 
In der QED existiert nur ein masseloses Feld, das Photonenfeld, welches zudem keine Ladung 
trägt, d.h. nicht direkt mit sich selbst wechselwirkt. Deshalb ist die IR-Problematik in der 
QED prinzipiell einfacher als beispielsweise in der Q CD oder anderen nichtabelschen Theo- 
rien mit masselosen Quantenfeldern. Dennoch werden wir feststellen, daß die vorhandenen 
Theoreme bezüglich der IR-Singularitäten nicht von solch einer allgemeinen Natur sind, um 
die gesamte Problematik innerhalb der QED zu lösen. Unter den IR-Divergenzen der QED 
sind die folgenden Fälle zu unterscheiden: 

1. IR-Divergenzen in Streuprozessen 

2. IR-Divergenzen in gebundenen Zuständen 

Die folgenden Aussagen sind immer bezüglich der UV-renormierten Ausdrücke zu verstehen. 
Es ist zweckmäßig, sich zunächst mit den vorhandenen Theoremen bezüglich des 1. Problem- 
kreises vertraut zu machen, welche eventuell Rückschlüsse auf den 2. Problemkreis erlauben. 
Der 1. Fall betrifft beliebige Streuprozesse der QED, einschließlich der entsprechenden radia- 
tiven Schleifen-Korrekturen. Beliebige Streuprozesse sind immer mit der Emission langwelli- 
ger Photonen verbunden. Da diese Photonen masselos sind, können theoretisch unendlich vie- 
le Photonen beliebig kleiner Energie von den Elektronen emittiert werden und darin besteht 
die IR-Divergenz. Beispiele für das Auftreten solcher IR-Divergenzen sind der Compton- 
Effekt (Elektron-Photon-Streuung), die Elektron-Elektron-Streuung und die Bremsstrah- 
lung (Streuung eines Elektrons am Coulomb-Potential). Die im letztgenannten Beispiel auf- 
tretende IR-Divergenz wurde früher als die Injrarotkatastrophe der QED bezeichnet. Die- 
se historische Begriffsbildung unterstreicht die Schwierigkeiten, welche IR-Divergenzen in 
Quantenfeldtheorien implizieren. Die IR-Problematik der Bremsstrahlung wurde zuerst von 
Bloch und Nordsieck (1937) [I161 vollständig gelöst. Dies ist umso bemerkenswerter, da da- 
mals der Begriff der S-Matrix, d.h. der Begriff einer Störungsreihe in der QED noch nicht 
existierte. In der genannten Arbeit konnte (in moderner Sprache: "in beliebiger Ordnung 
Störungstheorie") gezeigt werden, da6 sich die IR-Divergenzen im physikalischen Wirkungs- 
qzcerschniit gegenseitig wegheben. Unter physikalischem Wirkungsquerschnitt ist dabei der 
Ausdruck 
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zu verstehen. Entsprechend dieser Gleichung muss also berücksichtigt werden, daß die von 
dem gestreuten Elektron emittierten, langwelligen Photonen mit Frequenzen unterhalb einer 
vom Detektor abhängigen minimalen Grenzfrequenz wmin im Detektor nicht mehr nachgewie- 
sen werden können. Deshalb müssen auch die Diagramme der elastischen Elektronenstreuung 
(d.h.: keine Photonenemission) zum gesamten Wirkungsquerschnitt hinzuaddiert werden, da 
diese Prozesse experimentell nicht von dem Prozess der inelastischen Elektronenstreuung un- 
ter Emission langwelliger Photonen mit Frequenzen W < w,i, unterschieden werden können. 
Der aus dieser Überlegung resultierende Ausdruck (3.105) ist IR-konvergent. Einen Beweis 
dieses nach Bloch und Nordsieck benannten Theorems in der modernen Sprache der Störungs- 
theorie und für beliebige Streuprozesse der freien QED findet man in [117, 1181. Die zentrale 
Aussage dieses verallgemeinerten Bloch-Nordsiek-Theorems lautet also: 
Alle IR-Divergenzen für beliebige Streuprozesse der QED heben sich in allen Ordnungen 
Stör~n~stheorie gegenseitig weg, wenn zu den jeweils betrachteten Diagrammen mit reeller 
Photonenemission auch die Diagramme ohne Photonenemission berücksichtigt werden. 
Der so entstandene Wirkungsquerschnitt wird dann als physikalischer Wirkungsquerschnitt 
bezeichnet. 
Es sollte auch bemerkt werden, daß zwischen Eichinvarianz und IR-Divergenzen der freien 
QED durchaus tiefere Zusammenhänge bestehen. Nach einem allgemeinem Theorem von 
Yennie, Frautschi und Suura [I171 heben sich z.B. in einer eichinvarianten Untergruppe von 
Diagrammen alle sogenannten überlappenden IR-Divergenzen gegenseitig weg. Unter über- 
lappenden IR-Divergenzen versteht man dabei Divergenzen, welche durch das gleichzeitige 
Auftreten zweier langwelliger Photonen entstehen. 
Der 2. Problemkreis beinhaltet die IR-Divergenzen in Strahlungskorrekturen gebundener 
Zustände. Wie oben bereits angedeutet wurde, existieren bis heute keine allgemeinen Theo- 
reme über diese IR-Divergenzen und ihr gegenseitiges Wegheben in der Bound-State-QED. 
Mit Blick auf die Potentialentwicklung des gebundenen Elektronenpropagators, welche eine 
Verbindung zwischen den Diagrammen der Bound-State-QED und der freien QED her- 
stdlt, scheint es möglich, einige Aussagen des allgemeinen Bloch-Nordsieck-Theorems der 
freien QED auf die Bound-State-QED anzuwenden. Jedoch muss im Auge behalten wer- 
den, daß die Potentialentwicklung unendlich viele Diagramme der freien QED erzeugt und 
es schon deshalb problematisch ist, Aussagen über IR-Divergenzen der freien QED "blind" 
auf die Bound-State-QED zu übertragen. Dennoch wird allgemein angenommen, daß sich 
die IR-Divergenzen in den renormierten Schleifen-Diagrammen der Bound-State-QED und 
insbesondere speziell der Lamb-Verschiebung in einer bestimmten Ordnung Störungstheorie 
jeweils gegenseitig wegheben. Diese Diagramme entsprechen direkt physikalisch messbaren 
Energie-Verschiebungen und demzufolge sollten sie, analog zum physikalischen Wirkungs- 
querschnitt in den Streuproblernen der freien QED, konvergent sein. Mit Blick auf die Nicht- 
existenz entsprechender Theoreme ist es aber trotzdem notwendig, die IR-Konvergenz in 
der jeweils betrachteten Ordnung Störungstheorie im Einzelnen zu beweisen, Dabei könnte 
es sich heraustellen, daß eichinvariante Untergruppen einer bestimmten Ordnung Störungs- 
theorie bereits IR-konvergent sind. Der diesbezüglich wichtige Fall des IR-Konvergenz der 
Selbstenergie eines gebundenen Elektrons in 1. Ordnung Störungstheorie ist beispielsweise 
explizit in [57] betrachtet worden. Einen weiteren Fall von IR-Konvergenz einer eichinva- 
rianten Untergruppe stellen die Diagramme der Zwei-P hotonen-Selbstenergie dar, Biest; 
Untersuchungen sind im folgenden Hauptgegenstand dieses Kapitels. 
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3.4.2 Die Infrarot-Divergenzen der Gegenterme 

Durch die on-shell-Renormierung werden die Gegenterme berechnet, indem die äußeren Im- 
pulse auf die Massenschale gesetzt werden. Im Limes kleiner Schleifenimpulse, d.h. im infra- 
roten Limes, divergieren jedoch diese Integrale. Deshalb erfordert diese IR-Divergenz der ein- 
zelnen Gegenterme in der renormierten Zwei-Photonen-Selbstenergie eine IR-Regularisierung 
dieser Integrale. Solch eine Regularisierung muss Lorentz-invariant sein und wird durch die 
Einführung einer kleinen Photonenmasse p erreicht (s-a. Abschnitt 2.2.3), d.h. es wird ein 
Term 

zur QED-Lagrangedichte (2.1) hinzuaddiert. Es wird oft argumentiert, daß nach Abschluss 
aller Berechnungen wieder der Limes p + 0 auszuführen ist, um die Eichinvarianz der Theo- 
rie zu gewährleisten. Jedoch muss aufgrund des vorübergehenden Verlustes der Eichinvarianz 
untersucht werden, ob die so erhaltenen Ergebnisse tatsächlich unabhängig von dem Eichpa- 
rameter 5 bleiben. Solch ein Beweis wurde von Pauli und Villars (1949) [54] geführt, denn das 
mit der Einführung einer kleinen Photonenmasse p verbundene Problem des vorübergehen- 
den Verlustes der Eichinvarianz ist dieselbe Problematik, welcher man bei der Einführung 
einer großen Photonenmasse A in der Pauli-Villars-Regularisierung begegnet. Der Photo- 
nenpropiagator lautet nach der Einführung einer kleinen Photonenmasse p 

Da, wie bereits oben erwähnt, leider keine allgemeinen Theoreme über eine IR-Konvergenz 
von eichinvarianten Unterdiagrammen in der Bound-State-QED existieren, ist es notwendig, 
immer im Einzelnen zu untersuchen, ob die zu berechnenden Diagramme unabhängig von der 
kleinen Photonenmasse p, d.h. IR-konvergent sind. Im Fall der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
ist es dazu notwendig, die Gegenterme C('), und C(D1) unter Verwendung des Pho- 
tonenpropagators (3.107) zu berechnen. Dabei werden die UV-Divergenzen dieser Gegenter- 
me durch die Methode von Pauli und Villars regularisiert (s. Kap. 2.3). Es wird also ein 
bosonisches Hilfsfeld der Masse A subtrahiert, so daß der obige Photonenpropagator ersetzt 
werden muss durch 

Die Gegenterme werden demnach i.a. Funktionen von A und p sein. Die analytische Be- 
rechnung dieser Gegenterme ist etwas auhendiger und wurde erstmalig durch Labzowsky, 
Mitrushenkov, Shelyuio und So$ (1998) in [119] durchgeführt. Der Autor dieser Arbeit führ- 
te ebenfalls solch eine analytische Berechnung der Gegenterme durch und konnte somit die 
Ergebnisse in [119] bestätigen. Hier sollen nur die Resultate zusammengestellt werden. 
Der Gegenterm ~ ( l )  ist in vielen Standardlehrbüchern (z.B. [68]) zu finden und auch in 
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(2.164) explizit angegeben. Er ist IR-konvergent, denn mit (2,157) und (2.163) lautet er 
(alle Integrale sind hier als Pauli-Villars-regularisierte Integrale anzusehen) 

Der Gegenterm C(') (er sollte nicht verwechselt werden mit dem Gegenterm C(')'!) lautet 

Dieser Gegenterm ist also offensichtlich IR-divergent, da er im Limes p 
Betrachtet sei als nächstes der Gegenterm Mit (3.40) folgt er zu 

(3.110) 

+ 0 divergiert. 

Auch dieser Gegenterm ist IR-divergent. Dabei ist es jedoch entscheidend, daß sich in der 
renormierten Selbstenergie die IR-Divergenzen der Gegenterme C(') und gegenseitig 
wegheben, denn sie kommen entsprechend (3.99) in der Kombination 

pA1) + ~(wl)) (,],I,) 

vor. Somit ist (3.112) von der kleinen Photonenrnasse p unabhängig, d.h, IR-konvergent . 
Schließlich sei noch der Gegenterm C(D1) betrachtet. Er lautet 
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mit den Konstanten Al N -33.71 und Az W 49.55. Diese Konstanten sind numerische 
Lösungen zweier Integrale, welche in [I191 zu finden sind. Dieser Gegenterm ist also von 
der kleinen Photonenmasse p unabhängig, d.h. IR-konvergent. Mit den Gleichungen (3.109), 
(3.112) und (3.113) ist die p-Unabhängigkeit, d.h. die IR-Konvergenz des renormierten Aus- 
drucks der Zwei-Photonen-Selbstenergie bezüglich aller Gegenterme demonstriert worden. 
Es muss jedoch noch gezeigt werden, inwiefern die unrenormierten Energieverschiebungen, 
welche natürlich ebenfalls Bestandteil der renormierten Zwei-Photonen-Selbstenergie sind, 
IR-konvergent sind. Dies soll im folgenden Abschnitt untersucht werden. 

3.4.3 Die Energieintegrationen und die Referenz-State-Divergenz 

Die renoirmierte Zwei-Photonen-Selbstenergie setzt sich zusammen aus den Diagrammen der 
unrenorrnierten Zwei-Photonen-Selbstenergie und aus den Gegentermen. Nachdem klar ge- 
worden ist, dai3 die Summe aller Gegenterme der renormierten Zwei-Photonen-Selbstenergie 
IR-konvergent ist, müssen nun die Terme der unrenormierten Zwei-Photonen-Selbstenergie 
auf IR-Konvergenz untersucht werden. Die räumlichen Integrale sind sowohl im Limes T I  

rz als auch im Limes TI ,  T Z  3 0 konvergent, wie man sich unter Verwendung der expliziten 
Lösungen der Diracgleichung leicht überzeugen kann. Somit sind nur die Energieintegrale 
in den Ausdrücken (3.100) bis (3.104) Gegenstand der Untersuchung. Die Energieintegrale 
lauten: 

e;* rI2 
I~ = 7 %  (3.114) 

-CO 
27r Er(l - ie) - E, + EI ' 

e i e  7-12 

I2 = 7% 
-W 

27r (Er(l - ic) - E,, + ' 

I5 = Jb- 
2~ (Er(l - ie) - E, + El)(E,(l - ir) - E, + El) ' (3.118) 

-CO 

Natürlich könnte prinzipiell ein Photonenpropagator mit kleiner Masse ,u verwendet werden, 
um die IR-Divergenzen zu regularisieren. Das Problem in solch einem Zugang besteht jedoch 
darin, da3 die obigen Energieintegrale irn Zwei-Schleifen-Fall nicht analytisch berechnet wer- 
den können. Deshalb muß die Diskussion der IR-Problematik auf anderem Weg erfolgen. 
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Im Gegensatz zu den UV-Divergenzen, welche bei großen Schleifenimpulsen auftreten, lie- 
gen IR-Divergenzen immer im endlichen Bereich des Integrationsgebietes. Deshalb könnte 
zunächst jeder Pol der obigen Integranden Quelle einer IR-Divergenz sein. Es kann jedoch 
allgemein gezeigt werden, daß tatsächlich nur die Summanden r, s, t = n für beliebige äußere 
Zustände n Quelle einer IR-Divergenz sein können. Betrachtet sei dazu die typische Form 
des Nenners eines Energieintegrals in der komplexen Ebene E: 

Es gibt zwei unterschiedlich geartete Pole: 

1. Pole bei E # 0, d.h. A # 0 , 

2. Pol bei E = 0, d.h. A = 0. 

In der Abbildung 3.29 wird klar, warum der Integrationskontur im Fall A $. 0 verformt 
werden kann und warum solch eine Verformumg des Integrationskonturs im Fall A = 0 nicht 
durchgeführt werden kann. Deshalb stellen die Pole des obigen Integranden bei E # 0 keine 
Quelle von IR-Divergenzen dar, und nur Pole bei E = 0 können Ursache von IR-Divergenzen 
sein. Der wichtige Fall, wenn der äußere Zustand der Grundzustand ist, d.h. n = 1s1/2, soll 
genauer betrachtet werden. Dazu ist es sehr zweckmäBig, die obigen Integrale in eine Form 
umzuschreiben, welche später bei der numerischen Auswertung ebenfalls benötigt wird. Diese 
Umschreibung der Integrale wird im Anhang für das Grundintegral 11 explizit vorgeführt. 
Die anderen Integrale 13, 14, I5 können durch Partialbruchzerlegung auf dieses Grungintegral 
reduziert werden. Das Integral I2 kann durch Differentiation ebenfalls auf das Grundintegral 
Il zurückgeführt werden. Die Ergebnisse lauten demnach für den n = lsi/z-Grundzustand 
(n = 151/~): 

= O d ~ l  
l2 = 2i1-5- +EI 7-12) 

0 
T (E, - E, + EI ~ign(E,) )~  ' 

X 
1 

[Et - En + EI sign(Et)][E, - E, + (EI + E2) sign(Es)J[Er - En + Ei sign(E,)] ' 
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Abbildung 3.29: Die Schnitte des Photonenpropagators können immer so gewählt werden, 
daß sie auch im Limes E + 0 nicht mit den Polen bei E = E,. - E, # 0 des Integranden 
zusammenfallen. Deshalb ist es immer möglich, den Integrationsweg der Energieintegration 
so zu verformen, daß die Pole bei E = E,. - E, # 0 umlaufen werden. Das bedeutet, daß 
diese Pole keine Quelle von IR-Divergenzen sein können. Jedoch liegen die Verzweigungs- 
punkte des Photonenpropagators im Limes e + 0 genau bei dem Koordinatenursprung der 
komplexen E-Ebene. Deshalb fallen sie im Limes E + 0 auch genau mit dem Pol bei E = 0 
zusammen. Der Interationskontur kann deshalb für diesen Pol nicht verformt werden. Wenn 
dieser Pol bei E = 0 keine hebbare Singularität des gesamten Integranden ist, sind deshalb 
IR-Divergenzen an diesen Stellen im Limes E + 0 zu erwarten. 

- zi 7% s in(~lr l2)  
1 5  - 2 n  [E, - E, s E1 sign(E,.)][E, - E, + EI sign(E,)] 

(1 + Sac(Ei)) . 
0 

Die Funktionen Sin(El, E2), Fr(E1, E2), Sac(El) sind etwas umfangreicher und wurden des- 
halb im Anhang aufgenommen. Die Vorteile dieser zunächst vielleicht etwas umständlich 
erscheinenden Schreibweise der Integrale sind: 

1. Es konnten die ie-Vorschriften zum Umlaufen der Pole in der komplexen El , E2-Ebene 
fallengelassen werden, denn es existieren keine Polstrukturen, solange Ei, E2 nicht ge- 
gen 0 geht. Dies stellt selbstverständlich eine wesentliche Vereinfachung in der späteren 
numerischen Auswertung der Energieintegrale dar, jedoch gilt diese Aussage über das 
Verschwinden der Pole nur für den Grundzustand, d.h. n = 

2. Es ist nun klar, daß Polstrukturen nur im Limes EI, E2 + 0 auftreten und wenn 
r, s, t = n gilt. 

3. Die umgeschriebenen Energieintegrale erlauben die wichtige Näherung Sk(E1, E2) -+ 
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0, Scr(E1, E2) -+ 0, SaC(E1) += 0, welche sich numerisch überprüfen läßt. Dieser Punkt 
wird im Abschnitt Numerische Auswertung genauer behandelt. 

Es werden jetzt die Energieintegrale auf IR-Divergenz hin untersucht. Die soeben erwähnte 
Näherung Si", SC', SaC + 0 wird dabei jedoch nicht verwendet. Der nun folgende Beweis 
der IR-Konvergenz gilt also allgemein ohne Verwendung irgendwelcher Näherungen für den 
Grundzustand der Zwei-Photonen-Selbstenergie. 
Eine Divergenz kann auftreten, wenn der Nenner 0 wird. Dies ist aber nur in jenen Sum- 
manden der Fall, in denen r, s, t = n gilt und der Limes Ei, E2 -+ 0 betrachtet wird. 

11: Für den Summanden r = n lautet das Integral 

Wegen sin(Elrlz) + Elr12 für Ei + 0 ist das Integral (3.125) offensichtlich IR- 
konvergent. 

12: Für den Summanden r = n lautet das Integral 

Dieses Intergal ist im Limes Ei + 0 IR-divergent. 

13: Der Summand r, t = n lautet (man beachte, daß die anderen Terme von I3 sich gegen- 
seitig wegheben, wenn r, t = n gesetzt wird) 

Dieses Integral divergiert im Limes E1 + 0, also sogar schon für den Fall r, t = n, d.h. 
jeder Summand über s divergiert im IR-Limes. 

14: Der Summand r, s, t = n lautet 

Dieses Integral ist IR-konvergent, denn im Limes EI, E2 + 0 geht mit sin(Elr13) -+ 
Elr13 und sin(E2rZ4) -+ E2r2* der Integrand in l/(El f E2) über. Solch ein Integrand 
ist aber IR-konvergent, wie sich leicht nachprüfen läßt. 

15: Der Summand r, s = n lautet 

Es ist klar, daD dieses Integral wie (3.126) IR-divergent ist. 
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(Die Terme Sin(El , Ez) , Scr (Ei, Ez) , SaC(Ei ) verschwinden in diesen hier betrachteten Fällen 
zur Untersuchung der IR-Divergenz!) Wie bereits oben erwähnt wurde, ist zu erwarten, 
daß sich die IR-Divergenzen gegenseitig wegheben werden. Dies ist auch tatsächlich der 
Fall. Um dies zu sehen, muß die Summe aus den IR-divergenten Integralen 12, I3 und I5 
betrachtet werden, jedoch mit den richtigen Koeffizienten, wie sie in der renormierten Zwei- 
~hotonen-Selbstenergie auftreten. Dabei ist auch zu beachten, daß das Integral I3 für jedes 
s IR-divergent ist, so daß die Summe über s betrachtet werden muß. Die Kombination 
entsprechend der renormierten Zwei-Photonen-Selbstenergie (3.99) lautet also 

wobei in der 2. Zeile I2(r = n) = &(r,s = n) verwendet wurde. Zudem wurde auch die 
Bezeichnung der Integrationsvariable 7-12 im 1. Summanden der 3. Zeile verändert, d.h. rlz + 
7-14. Der Faktor ist jedoch IR-konvergent, denn mit (3.100), (3.114) und (3.120) folgt 

zunächst 

Wird diese Gleichung in (3.130) eingesetzt, so folgt 
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1 
X- 

EI sign(Es) 
E: (Es - E, + E2 sign(Es))(Es - En + (Ei + E2) ~ign(Es)) 

) . (3.132) 

Dieses Integral hat jedoch sowohl für den Fall Es - E, - A > 0 als auch für den Fall 
Es - E, r A < 0 keine Pole. Wird schließlich auch der Fall Es = E, = A = 0, d.h. s = n, 
betrachtet, so folgt für den obigen Ausdruck 

(nn 1 a, a" 1 nn) 
(ZR) = -d(%)2 

r14r23 

Dieses Integral ist aber offensichtlich im Limes EI, E2 -+ 0 konvergent. Somit ist bewiesen 
worden, daß sich tatsächlich alle IR-Divergenzen in der unrenormierten und renormierten 
Zwei-Photonen-Selbstenergie für den wichtigen Fall des Grundzustandes n = Isq2 gegensei- 
tig wegheben. Dadurch wird eine Auswertung der eichinvarianten Untergruppe S E S E ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ ) @ )  
vom physikalischen Standpunkt aus überhaupt erst möglich. 



Numerische Auswertung 

Ich hätte viele Dinge begriffen, hätte man sie mir nicht erklärt. 
Stanislaw Jerzy (1999 - 1966) 

4.1 Die Methode der Partialwellen-Renormierung 

In der numerischen Auswertung der Zwei-Photonen-Selbstenergie wurde die Methode der 
Partialwellen-Renormierung (PWR) verwendet, welche in den letzten Jahren zur Berech- 
nung von Strahlungskorrekturen durch Persson, Lindgren, Salomonson, Ynnerman (1993) 
[I201 und Quiney, Grant (1993) [I211 unabhängig voneinander entwickelt wurde. Die grund- 
legende Idee ist dabei, die unrenormierten Energieverschiebungen und die entsprechenden 
Gegenterme nach einzelnen Partialwellen zu entwickeln. Dabei treten drei Aspekte auf: 

1. Partialwellenentwicklung des unrenormierten Ausdrucks der Energieverschiebung 

2. Umschreiben der Gegenterme in eine Struktur, welche sehr ähnlich der unrenormierten 
Energieverschiebung ist, d.h. insbesondere Photonenpropagatoren enthalten 

3. Partialwellenent~icklun~ der Gegenterme 

In diesem Kapitel wird dieser alternative Renormierungszugang im Einzelnen erläutert, 

4.1.1 PWR der Selbstenergie in Störungstheorie erster Ordnung 

Zunächst soll die PWR der Selbstenergie in 1. Ordnung Störungstheorie betrachtet werden. 
Einerseits ist es sinnvoll, die Methode der PWR an einem einfacheren Fall zu erläutern, ande- 
rerseits ist die Selbstenergie der Ordnung a auch Bestandteil der Zwei-Photonen-Selbstenergie. 
Der renormierte Ausdruck der Selbstenergie der Ordnung a! wurde in (3.34) angegeben und 
soll hier noch einmal notiert werden: 

Dabei war der Selbstenergieoperator, welcher im Energie-Orts-Raum eine Funktion der 
Energie und der Koordinaten r l ,  r z  ist, definiert als 
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Das Einsetzen der expliziten Darstellung des Elektronenpropagators und der expliziten Form 
des Photonenpropagators führt somit für die unrenormierte Energieverschiebung auf: 

Die Kontur der Energieintegration ist in Abbildung 4.1 ersichtlich. Durch diese eindeuti- 

-' ,'-I/- ------- 
Kontur 

Abbildung 4.1 : Der Integrationsweg in der komplexen E-Ebene. 

ge Festlegung des Integrationsweges in der komplexen E-Ebene kann die ic-Vorschrift im 
Photonenpropagator fallengelassen werden. Wie bereits erwähnt wurde, kann obiges Energi- 
eintegral in der komplexen Ebene umgeschrieben werden, so daß man 

erhält. In diesem Ausdruck wird entlang der reellen E-Achse integriert. Der Massengegen- 
term in der Pauli-Villars-Regularisierung war gegeben durch 
(im on-shell-Ren~rmierun~sschema) 

In der Abbildung 4.2 ist der renormierte Ausdruck der Selbstenergie in 1. Ordnung Störungs- 
theorie noch einmal dargestellt. Die Gleichung (4.1) ist die Basis für die Methode der Parti- 
alwellenrenorrnierung. In diesem Zugang ist es nicht erforderlich, eine Regularisierung (2.B. 
dimerisionale oder Pauli-Villars-Regularisierung) der divergierenden Integrale in (4.1) durch- 
zuführen. Dazu wird eine Entwicklung des Photonenpropagators nach Partialwellen in der 
renormierten Energievers~hiebun~ in (4.1) vorgenommen. Zunächst sei die Partialwellen- 
Entwicklung des Photonenpropagators in der unrenormierten Energieverschiebung (4.4) be- 
trachtet: 
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Abbildung 4.2: Die diagrammatische Darstellung der renormierten Selbstenergie eines ge- 
bundenen Elektrons im Zustand In). 

wobei r r Ir1 definiert wurde und Y L ~ ( f J ,  V )  die Kugelfunktionen sowie j ~ ( E r )  die sphäri- 
schen Besselfunktionen sind [122]. Ebenso wurde in (4.6)  der sphärische Winkeltensor cL 
definiert. Mit dieser Entwicklung läfit sich die unrenormierte Energieverschiebung (4.4) of- 
fenbar als Summe über einzelne Partialwellen schreiben: 

Der Vorteil solch eines Zugangs zur Berechnung der Selbstenergie eines gebundenen Elek- 
trons besteht in der UV- und IR-Konvergenz jedes einzelnen Summanden der unrenormier- 
ten Selbstenergie. Nur die Summe über alle Summandeu der unrenorrnierten Selksteniergic, 
ist wieder UV-divergent. Das nächste Ziel ist es deshalb, solch eine Entwickliirig nach Par- 
tialwellen auch im Massengegenterm zu erreichen. Der Grundgedanke ist dabei der folgexkde: 
Um solch eine PWR auch im Massengegenterrn zu ermöglichen, mufi der Ciegenterrn offenbar 
in solch eine Form umgeschrieben werden, welche der Struktur der lirircrzormi~rtea Selbst- 
energie eines ,gebundenen Elektrons ähnlich ist und insbesondere einen Pl~~>tonenpropagal,e,r 
enthält. Dies kann unter Verwendung des Selbstenergieoperators eines freien Elcktroris 

tatsächlich erreicht werden. Dieser Operator ist jedoch nur fiir freie Elektro~aeriznst~~ilsrle 
definiert. Deshalb müssen die gebundenen Zustände In) nach freien Elektrsn~nztistatrdeti 
entwickelt werden. Der freie Elektronenzustarid jp,) ist Lösung der freien Dirargleiclmrig 
in sphärischen Koordinaten. Der Eäußerc Zustand In) bzw. (nl wird also nach c1lesr:n freie~i 
Zuständen entwickelt 
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Anschließend wird über das Impulsspektrum der ebenen Wellen integriert. Die mathemati- 
sche Umsetzung dieser Gedanken ist das Kernstück der PWR-Methode. Das Resultat lautet 

Dabei wurde in der 2. Zeile berücksichtigt, daß das Matrixelement der freien Selbstenergie 
wegen der Translationsinvarianz dieses Operators nur eine Funktion der Ortsdifferenz rl  - r 2  
ist. Im Impulsraum bedeutet dies, daß das Matrixelement der freien Selbstenergie diagonal 
in den Impulsen p,, p2 ist, d.h. es gilt (pl lyof$ie(EPl) lp2) 6(pl - p 2 )  Das Matrixelement 
der freien Selbstenergie ist in der Energie-Orts-Darstellung gegeben durch 

= -ia(zi) J d3q JE ( P & P ( ~ ) ~ ~ ( ~ ) I Q P ~ )  sin(Erl2) 
2n E, - E„ + E sign(E,) - i ~ s ign  (E,) 7-12 

0 

Die Integrale über die Impulse verlaufen über das gesamte Irnpulsspektrum, d.h. sie schließen 
dabei eine Summation über die positiven und negativen Energien und die entsprechenden 
freien Elektronenzustände ein. Eine gute Beweisführung dieser Relationen kann z,B. in [I261 
und [127] gefunden werden. Die Äquivalenz (4.10) zusammen mit (4.11) ist die zentrale Aus- 
sage der Methode der Partialwellen-Renormierung in 1. Ordnung Störungstheorie. Entspre- 
chend diesen Gleichungen kann also der Massengegenterm tatsächlich als eine Selbstenergie 
1. Ordnung Störungstheorie eines freien Elektrons interpretiert werden, dessen ein- und aus- 
laufender Impuls durch pl gegeben ist. Mit (4.11) und der Entwicklung (4.6) kann deshalb 
der Massengegenterm ebenfalls als Summe über unendlich viele Partialwellen ausgedrückt 
werden: 

Ebenso wie für die unrenormierte Selbstenergie ist auch für den Massengegenterm jeder ein- 
zelne Summand UV-konvergent und natürlich auch IR-konvergent. Die Entwicklung nach 
Partialwellen entspricht desha.lb einer Regularisierung, so daß es nicht notwendig ist, eine 
Pauli-Villars-Regularisierung oder dimensionale Regularisierung in (4.1) vorzunehmen. Mit 



4.2 Die Methode der Partialwellen-Renormierung 117 

den grundlegenden Gleichungen (4.7) und (4.12) kann somit die renormierte Energieverschie- 
bung (4.1) als Summe über unendlich viele Partialwellen geschrieben werden. Sie lautet 

In diesem Ausdruck ist nun jeder Summand konvergent, und die Summe ist selbsverständlich 
auch konvergent. In realen Rechnungen können selbstverständlich nur endlich viele Partial- 
wellen berechnet werden, so daß die Summe über die Partialwelle L immer nur bis zu einem 
gewissen Maximalwert L = L„ ausgeführt werden kann. Die gesuchte renormierte Energie- 
verschiebung ergibt sich dann als Mittelwert der beiden höchsten berechneten Partialwellen, 

Eine diagrammatische Darstellung dieser neuartigen Renormierungstechnik ist in Abbildung 
4.3 dargestellt. Auf numerische Berechnungen von Strahlungskorrekturen der Ordnung ar un- 

Abbildung 4.3: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen-Renormierung für die 
Selbstenergie eines gebundenen Elektrons in 1. Ordnung Störungstheorie. SE bezeichnet die 
unrenormierte Energieverschiebung und MG bezeichnet den Massengegentsrrn. 

ter Verwendung dieser Methode sei auf [120, 121, 1231 verwiesen. Bei diesen Berechnungeli 
konnte festgestellt werden, daß der Beitrag der einzelnen Partialwellen umgekehrt propor- 
tional zur 3. Potenz der Partialwelle L abnahm, d.h. 

1 
Konvergenz der Partialwellen: - - 

L3 ' 
(4.15) 

Dieses sehr gute Konvergenzverhalten der PSVR-Reihe zeigte sich in allen Ein-Schleife~i- 
Rechnungen der Selbstenergie gebundener Elektronen 1120, 121, 122, 133? 124, 1251 und 
impliziert, daß bereits die Berücksichtigung der Summe der ersten wenigen Partialwellen 
genügt, um eine ausreichende Genauigkeit zu erzielen. Für die Ein-Schleiferi-Selbstenergie 
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liegen z.B. typische Werte bei Ca. 10 Partialwellen, um eine 10%-ige Genauigkeit für Wasser- 
stoffartige hochgeladene Systeme beliebiger Kernladungszahl (2 = 10, . . . ,100) zu erzielen. 
Die Genauigkeit der PWR steigt mit wachsender Kernladungszahl. Der Grund dafür liegt 
jedoch in der B-Spline-Methode zur Berechnung der radialen Komponenten des vollen Elek- 
tronenpropagators. In dieser später zu behandelnden Methode wird das betrachete Atom in 
eine kugelförmige Box mit Radius R eingeschlossen. Die Randeffekte werden dann wesent- 
lich, wenn das Elektron sich weiter vom Kern befindet. Dies ist aber gerade für Systeme mit 
kleinerer Kernladungszahl Z der Fall. Die folgende Tabelle verdeutlicht die Verbesserung der 
Genauigkeit am Beispiel des wasserstoffartigen Urans, denn es genügen bereits sehr wenige 
Partialwellen, um eine 0.2%-ige Genauigkeit zu erzielen. Dennoch ist selbst diese sehr gu- 

Tabelle 4.1: Für hochgeladene Systeme wie z.B. Uran (Z = 92) genügen bereits drei Parti- 
alwellen, um eine relativ hohe Genauigkeit zu erreichen. 

exakt 

t e  Genauigkeit für Systeme mit hoher Kernladungszahl Z für die spätere Auswertung der 
Zwei-Photonen-Selbstenergie nicht ausreichend. Eine Verbesserung kann wie folgt erreicht 
werden: 
Der Term der Selbstenergie (nlroCEfLdln) in (4.13) wird mit der später zu behandelnden 
B-Spline-Methode berechnet. Jedoch in dem Massengegenterm können alle Raumintegra- 
le der Matrixelemente analytisch ausgewertet werden. Setzt man nämlich in den Ausdruck 
(4.12) die freien Elektronzustände (2.45) mit den radialen Komponenten (2.47) ein, so sieht 
man, daß sich immer Raumintegrale über drei sphärische Besselfunktionen ergeben. Solche 
Integrale lassen sich jedoch analytisch lösen. Deshalb werden im Massengegenterm nur die 
Impulsintegrale numerisch berechnet, und man bezeichnet dies als semianalytische Auswer- 
tung. Diese analytische Integration über drei sphärische Besselfunktion wird später genauer 
diskutiert (s. Abschnitt Semianalytische Berechnung der Gegenterme). Diese beiden unter- 
schiedlichen Methoden, B-Spline-Methode in der unrenormierten Selbstenergie und semiana- 
lytische Auswertung im Massengegenterm, implizieren unterschiedlich geartete numerische 
Ungenauigkeiten, welche sich nur schlecht gegenseitig wegheben, wenn eine direkte PWR 
(4.15) angewendet wird. Eine wesentliche Verbesserung der numerischen Genauigkeit kann 
aber durch eine leichte Modifikation von (4.13) erzielt werden, indem der zero-pot ential- 
Term ZP subtrahiert und wieder hinzuaddiert wird, d.h. (4.13) durch 

359.50 eV 

ersetzt wird. Eine diagrammatische Darstellung wird in der Abbildung 4.4 gegeben. Dieser 
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R - R  n n 

Abbildung 4.4: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen-Renormierung entspre- 
chend Gleichung (4.16). SE bezeichnet wieder die unrenormierte Energieverschiebung und 
MG den Massengegenterm. ZP ist der zero-potential-Term. 

Zugang wurde im Rahmen der Partialwellen-Renormierung erstmalig von Persson in [I261 
vorgeschlagen, um in der Auswertung der Selbstenergie die erwähnten Schwierigkeiten besser 
zu kontrollieren, s.a. [125]. Es sei bemerkt, daß der zero-potential-Term ZP und der Mas- 
sengegenterm MG natürlich nicht identisch sind. Beide Terme unterscheiden sich im Zähler, 
d.h. der zero-potential-Term kann aus dem Massengegenterm erhalten werden, indem im 
Zähler in (4.12) die Energie E, durch die Energie E, des äußeren Zustandes In) ersetzt wird. 
Der Vorteil des obigen Zugangs besteht darin, daß sich eventuelle numerische Ungenauigkei- 
ten jetzt egenseitig wegheben werden, da der in der 1. Zeile subtrahierte Term 5 ^SE( (nlyoCboU,d,z,e(En) In) ebenfalls mit der B-Spline-Methode berechnet wird. Der gleiche Term 
wird in der 3. Zeile wieder addiert, jedoch wird er nun wie der Massenterm semianalytisch 
ausgewertet. Die mit (4.16) erzielte Genauigkeit beträgt nun z.B. für Z = 10 etwa 0.1% und 
z.B. für Z = 92 etwa 0.001% 112.51. Erst diese sehr hohe Genauigkeit insbesondere für Syste- 
me mit großer Kernladungszahl erlaubt eine Berechnung der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
mit der Methode der Partialwellen-Renormierung. 

4.1.2 PWR der Zwei-P hotonen-Selbstenergie 

Der renormierte Ausdruck der Zwei-Photonen-Selbstenergie wurde in (3.99) zusarrinicnge- 
faßt. Aus Gründen der Übersichtlichkeit sei er hier noch einmal aufgefiihrt: 

Partialwellenentwicklufig der unrenormierten Energieverschiebung 

Aus Gründen der Ubersichtfichkcit soll zunächst wieder die Partial~;f'lleiie~~t~vick1t11ig der 
unrenormierten Energies.ess.chiebungen m d  ansdiließend die Partial~t'ellc1ie1~t~5;icklu~tg der 
hfassengegentermie betrachtet werden. JZif den umgesctiriebcrie R.ncrgieixatega'alct1 (3.1203 
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bis (3.124) lauten die unrenormierten Energieverschiebungen (3.100) bis (3.104) jetzt 
(die Terme Si"(E1, E2), SCr(El, E2), SaC(E1) sind im Anhang angegeben): 

X 
1 

[Et - En S EI sign(Et)][Es - En + (EI + Ez) sign(Es)] [E, - E, + E1 sign(E,)] ' 

(4.20) 

Die Energieintegrationen werden entlang der reellen Ei, E2-Achse ausgeführt. 
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Mit der Entwicklung (4.6) folgt unmittelbar die Partialwellenentwicklung der unrenorrnierten 
Energieverschiebungen zu: 

X (nr Ia, (1)@(2)cL1 (1) CL1 ( 2 ) j ~ ~  ( E 1 r l ) j ~ ~  (El7-2) jrn) 
(Er - En + Ei ~ i g n ( E r ) ) ~  

> 
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1 
X 

[E, - E, + E2 sign(Et)] [Es - En + (Ei + E2) sign(Es)][Er - E, i- Ei sign(Er)I ' 
(4.26) 

Diese Gleichungen stellen die Partialwellenentwicklung der unrenormierten Energieverschie- 
bungen dar. 

Partialwellenentwicklung der Gegenterme 

Wie im Fall der Ein-Schleifen-Selbstenergie müssen nun auch die Gegenterme als Sum- 
me über Partialwellen ausgedrückt werden. Die PWE des Gegenterms C(')(nlnloln), welcher 
auch im Fall der Zwei-Photonen-Selbstenergie auftritt, wurde bereits im Ein-Schleifen-Fall 
eingehend behandelt, s. (4.10) und (4.12). Allerdings besteht in der renormierten Zwei- 
Photonen-Selbstenergie eine Besonderheit. Der Gegenterm ~ ( l )  erscheint nämlich einmal 
ohne den Faktor (nl.yoln) und es ist deshalb zunächst unklar, wie eine PWE dieses Terms 
aussehen könnte. Das Virialtheorem der QED [128, 129, 1301 im speziellen Fall relativisti- 
scher wasserstoffartiger Systeme liefert die Beziehung 

mit der Elektronmasse m und der Dirac-Energie E, des Zustandes In). Mit Hilfe dieser 
Gleichung kann also für den Term folgende Beziehung festgestellt werden 

Somit ist nun eine PWE auch für den Faktor in gewohnter Weise durchführbar. Dies 
ist in der Abbildung 4.5 noch einmal graphisch dargestellt. Jetzt sollen die neuen Gegenter- 
me C(A1)(nl^lo In), ~ ( ~ ' ) ( n l ~ ~ l n )  und C ( l ) ( n ~ ~  In) der Zwei-Photonen-Selbstenergie und ihre 
Entwicklung nach Partialwellen betrachtet werden. 
In Analogie zum Massengegenterm im Ein-Schleifen-Fall (s. G1. (4.10)) kann der Massenge- 
genterm C(A1)(nl--yo 1%) durch den Operator der freien Selbstenergie f$"') dargestellt werden. 
Der äuBere Zustand In) maß dabei wieder nach freien Elektronenzuständen entwickelt wer- 
den, zwischen denen der Operator der Selbstenergie wirkt: 
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Abbildung 4.5: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen-Renormierurg für den 
Faktor C('). 

wobei wieder wie im Ein-Schleifen-Fall die Eigenschaft (p1 lrof$~~)(~pl)lp2) N d(p, - P,), 
d.h. die Diagonalität pl = p2, verwendet wurde. Der Selbstenergieoperator ist durch 

definiert. Einsetzen der freien Elektrorienpropagatoren und Photonenpropagatoren liefert 
unmittelbar 

Wieder sind die Impulsintegrale über das gesamte lmpulsspektrurn zu führen, d.h. sie schlie- 
Ben immer eine Summation über die positiven und negativen Energiczustände ein, Das Ener- 
gieintegral wird nun ebenso wie im Fall der unrenormierten Energiet.r,rscllicib~i~~g u~ngeschrle- 
ben. Es ergibt sich zu 
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Dabei ist zu beachten, daß hier die ie-Vorschrift beibehalten werden muss, da natürlich jetzt 
Pole im Nenner auftreten können. Der Term Sin(E1, E2) ergibt sich in einfacher Weise aus 
dem entsprechenden Term der umgeschriebenen Energieintegrale der unrenormierten Selbst- 
energie, indem die Energien der gebundenen Zustände, E„ E„ Et durch die Energien der 
freien Zustände Eg„ E„, Eq3 ersetzt werden. Es sollte dabei jedoch auch festgehalten wer- 
den, daß in S"(E~, E2) keine Pole entstehen können, so daß eine ie-Vorschrift in diesem Term 
nicht notwendig ist. Das Einsetzen des umgeschriebenen Energieintegrals und der Entwick- 
lung (4.6) in den obigen Ausdruck ergibt die Partialwellenentwicklung des Massengegenterms 
zu: 

Als nächstes soll die Partialwellenent~icklun~ des Gegenterms ~ ( ~ l ) ( n l ~ ~ l n )  betrachtet wer- 
den. Wieder werden die äußeren Zustände In) nach freien Elektronenzuständen entwickelt 
zwischen denen der Operator wirkt: 

Die Diagonalität des Matrixelements dieses Operators in den Impulsen folgt ebenso aus der 
Transla~ionsinvarianz dieses Operators irn Energie-Orts-Raum. Dieser Selbstenergieoperator 
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ist durch 

definiert. Einsetzen der freien Elektronenpropagatoren und Photonenpropagatoren liefert 
unmittelbar 

1 
X 

[Eqi (1 - ic) - Epl + E1][Eq2(1 - ic) - Epl + EI + E2][Ep3(1 - ie) - Ept + E21 

Das Energieintegral wird nun ebenso wie im Fall der unrenormierten Energiever~chiebun~ 
umgeschrieben. Es ergibt sich zu 

CO 

dE1 dE2 e i m r 1 3  e i m r „  1 
I : =  -CO /,J, -CO [E„ (1 - ie) - Epl + Eil 

Wieder wurde die ic-Vorschrift beibehalten. Der Term SCr(E1, E2) ergibt si& ebenso aus 
dem entsprechenden Term des umgeschrieben Energieintegrals der unrenormierten Euer&- 
verschiebung, indem die Energien der gebundenen Zustände, & E„ Et abermals durch die 
Energien der freien Zustände E„, E„, E„ ersetzt werden. In Scr(El? B2) trekcn keine Pole 
auf, und so können wieder die ic-Vorschriften in diesem Term fallen gelassen tverden. P' ~nisct- 
zen des umgeschriebenen Energieintegrals und der Entwicklung (4.6) in den obigen Ausdruck 
ergibt die Partialwellenentwicklung des hfassengegenterms zu: 
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Schliefilich sei der Massengegenterm C(l)(nlyoln) und seine entsprechende Partialwellenent- 
wicklung betrachtet. Wie für den Massengegenterm im Ein-Schleifen-Fall (4.10) gilt die 
folgende Äquivalenz 

2 (1)  
wobei der Operator Cf„, definiert ist durch: 

Wird wieder die explizite Form der Elektronenpropagatoren und des Photonenpropagators 
in diese Gleichung eingesetzt, so folgt 
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Dabei wurde bereits das umgeschriebene Energieintegral eingesetzt. Unter Verwendung der 
Reihendarstellung (4.6) folgt somit die Partialwellenentwicklung dieses Massengegenterms 
zu 

Mit der hier dargelegten Methode der Partialwellenentwicklung können also alle Terme der 
renormierten Zwei-Photonen-Selbstenergie (4.17) als Doppelsumme über zwei Partialwellen 
dargestellt werden: 

SESEa)red,b),c) ren 
A En 

SESEa)red,b) ,C) unren 6, = AEn 

SESE a)red,b) ,C) ren (Li ,L2) = 5 c A E n  

Hier bezeichnet Sm die Summe aller Massengegenterme. Jede einzelne Partialwelle ist IR- 
als auch UV-konvergent. Darin besteht auch der entscheidende Vorteil dieser Methode. Jede 
einzelne Partialwelle der Massengegenterme 6m(L11L2) subtrahiert von jeder einzelnen Parti- 
alwelle der unrenormierten Energieverschiebung A E ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  (L11L2) den physikalisch 
irrelevanten Anteil. Somit verbleibt in jeder einzelnen Partialwelle A E ~ ~ ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ ) * ~ )  ren (L1#L2) 

der physikalisch relevante, d.h. renormierte Anteil. Deshalb wird diese Methode als Par- 
tialwellenrenormierung (PWE) bezeichnet. Wie zuvor schon im Ein-Schleifen-Fall bemerkt 
wurde, erstreckt sich die Summe über die Partialwellen in realen Rechnungen selbstverständ- 
lich auch im Zwei-Schleifen-Fall nur bis zu einem Maximalwert LI = Li max und Li = La „,. 
Um aus den einzelnen Partialwellen die Energieverschiebung zu ermitteln, wird zunächst die 
akkumulative Summe 

gebildet. Die gesuchte Energieverschiebung ergibt sich dann analog zum Ein-Schleifen-Fa11 
(vergl. mit (4.14)) aus 

Zur Konvergenz in einer doppelten Partialwellenetwickfung sei bemerkt, daß es keineswegs 
notwendig ist, solch eine Konvergenz in beiden Richtungen LI und L2 festzustellen, um ins- 
gesamt eine Konvergenz der gesamten Summe zu erhalten, denn diese einzelntin Werte haben 
physikalisch keine Bedeutung. Wesentlich ist jedoch selbstverständlich eine Konvergc;rax der 
Energieverschiebung in der Gleichung (4.46), d.h. die Differenz zweier Energietverte sollte mit 
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wachsendem L„ immer kleiner werden und einem gemeinsamen Grenzwert zustreben. Die- 
sem Grenzwert entspricht dann die gesuchte, physikalisch relevante Energieverschiebung. Da 
dieser exakte Grenzwert jedoch i.a. aus wenigen Partialwellen nur schwer mit hoher Genau- 
igkeit bestimmt werden kann, ist es sinnvoll, als beste Näherung dieses exakten Grenzwertes 
die Gleichung (4.46) zu verwenden. Die diagrammatische Darstellung der Partialwellenrenor- 
mierung der Zwei-Photonen-Selbstenergie ist in der Abbildung 4.6 ersichtlich. Obwohl mit 

Abbildung 4.6: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen-Renormierung für die 
Zwei-Photonen-Selbstenergie eines gebundenen Elektrons. Die Dreiecke bezeichnen dabei 
die Fourierentwicklung des gebundene Zustandes In) nach freien Elektronenzuständen Ip). 

steigender Kernladungszahl Z die Genauigkeit der PWR wächst, ist dennoch zu erwarten, 
daß bei einer Summe über zwei Partialwellen ein Genauigkeitsverlust auftreten wird. Deshalb 
ist es notwendig, die Methode etwas zu verfeinern. Dies geschieht analog zum Ein-Schleifen- 
Fall, in welchem bereits erläutert wurde, daß die numerische Stabilität und Genauigkeit we- 
sentlich erhöht werden kann, indem man den zero-potential-term ZP subtrahiert und wieder 
addiert. Der subtrahierte zero-potential-Term wird abermals mit der B-Spline-Methode aus- 
gewertet, während der addierte zero-potential-Term semianalytisch ausgewertet wird, d.h. 
in ihm werden alle Raumintegrale analytisch berechnet (s. Abschnitt Semianalytische Be- 
rechnung der Gegenterme). Diese Überlegung 1äBt sich auch auf die numerische Auswertung 
der Zwei-Photonen-Selbstenergie übertragen. Eine graphische Darstellung dieser Methode 
ist in der folgenden Abbildung 4.7 ersichtlich. 

4.1.3 Abschließende Betrachtungen zur Methode 

Die PWR wurde in den letzten Jahren sehr erfolgreich in Ein-Schleifen und Zwei-Schleifen- 
Rechnungen angewendet und stellt eine sehr kraftvolle Methode zur Berechnung von Strah- 
lungskorrekturen in gebundenen Elektronsystemen dar. An dieser Stelle sollen dennoch einige 
erwähnenswerte Gesichtspunkte umrissen werden, welche die Nichtkovarianz der Partialwellen- 
Renormierung betreffen. Die Methode der Partialwellen-Renormierung basiert auf einer Ent- 
wicklung der unrenormierten Selbstenergie AEkoundlUnr"n in eine Reihe, deren Summanden 
Partialwellen sind. Diese einzelnen Partialwellen sind sowohl UV- als auch IR-konvergent, 
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Abbildung 4.7: Die diagrammatische Darstellung der Partialwellen-Renormierung für die 
Zwei-Photonen-Selbstenergie eines gebundenen Elektrons. Um die numerische Genauigkeit 
und Stabilität zu erhöhen, wird der zero-potential-term eines jeden Diagramms addiert und 
wieder subtrahiert. Der subtrahierte zero-potential-term wird mit der B-Spline-Methode 
berechnet und der subtrahierte zero-potential-term wird semianalytisch ausgewertet. 

SESE a)(red),b),% ren 
A E, - 

jedoch ihre Summe, d.h. die Reihe selbst divergiert wieder. Ebenso wird der Massengegen- 
term Sm in solch eine divergierende Reihe entwickelt, deren einzelne Summanden konvergent 
sind. Es wird nun Partialwelle für Partialwelle addiert, so daB ein endlicher, renormierier 
Ausdruck entsteht. Somit ergibt sich folgende allgemeine Gleichung für den renosmierten 
Ausdruck der Selbstenergie in 1. Ordnung Störungstheorie: 

- nJcound, ren - 
~ k o u n d ,  unren Sm 

n E-E, $-ß+r>-D  

00 

- C AEbo~nd, unren 
%L 

L=O L=O 

t 

In divergierenden Reihen ist jedoch gerade solch eine Umordnung der einzelnen Surnrnariden 
beider Reihen zunächst nicht erlaubt, wie sie in der- letzten Zeile von (4.41') vosl;eiir>trinicn 
wurde, denn das Endergebnis kann, wie zahlreiche Beispiele aus der Matltcrnatik zeigen. im 
allgemeinen Fall von solch einer Umgruppierung der eeinzdnen Summanden abhängen. Zudc~ai 
werden die Divergenzen der unreriormierten Ericrgieve:rschiebi~~~g riiclitkovariarit abgfq~a1.tc.n. 
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denn die Regularisierung der divergenten Terme mittels Partialwellen ist nicht lorentzinva- 
riant. Dieses Problem der PWR bezeichnet man als Nichtkovariante Regularisierung der 
Partialwellen-Renormierung, obwohl es sich bei der Partialwellenentwicklung um eine iden- 
tische Umformung aller Terme handelt. Über die Verbindung zwischen Nichtkovarianz der 
Methode der PWR und einer kovarianten Regularisierung sei auf die ursprünglichen Arbeiten 
[120, 1211 verwiesen. Hier sollen nur für die Berechnung der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
relevanten Untersuchungen und der derzeitige Erkenntnisstand zusammenfassend dargelegt 
werden. 
Um die Auswirkungen der Nichtkovarianz auf die Resultate der Lambverschiebung zu unter- 
suchen, ist es notwendig, die PWR-Resultate der Lambverschiebung in 1. Ordnung Störungs- 
theorie mit Ergebnissen zu vergleichen, welche mit einer kovarianten Renormierungsmetho- 
de, z.B. in [83], erzielt wurden. Für die Selbstenergie wurde solch ein Vergleich z.B. in 
1120, 1211 und 11251 durchgeführt. Wie bereits erwähnt, wurde dabei eine exzellente Über- 
einstimmung zwischen PWR und kovarianter Renormierung festgestellt. Ein anderer Weg zur 
Untersuchung dieser Problematik besteht in einer analytischen Untersuchung durch Verwen- 
dung der eichinvarianten und kovarianten Pauli-Villars-Reguarisierung der unrenormierten 
Selbstenergie und des Massengegenterms. Durch die Ersetzung des Photonenpropagators ent- 
sprechend (2.121) sowohl in der unrenormierten Selbstenergie als auch im Massengegenterm 
ändert sich dann die obige Gleichung zu 

Die Umgruppierung der Terme in der letzten Zeile ist jetzt zulässig, denn durch die Regula- 
risierung sind die einzelnen Summen der 1. und 2. Zeile endlich. Die 1. Summe ist identisch 
mit (4.47)) d.h. mit der Methode der Partialwellen-Renormierung, während die 2. Summe 
einen spuriosen Term darstellen und deshalb eine Art ungewollten Korrekturterm implizie- 
ren würde. Die Frage ist deshalb, ob diese 2. Summe der 2. Zeile im Limes A + W generell, 
d.h. für beliebige Feynman-Diagramme der Bound-State-QED verschwindet. Damit wäre 
der Beweis der Zulässigkeit der PWR erbracht. Solch ein rigoroser und allgemein gültiger 
Beweis kann jedoch analytisch nicht geführt werden. Jedoch konnte für die Selbstenergie 
eines gebundenen Elektrons in 1. Ordnung Störungstheorie in [I321 das Verschwinden dieses 
Terms analytisch demonstriert werden. Dies steht selbstverständlich in voller Übereinstim- 
mung mit den oben erwähnten numerischen Untersuchungen. 
Auch der Fall der Selbstenergie 1. Ordnung Störungstheorie eines Elektrons, welches sich in 
einem Atom befindet, welches wiederum einem äußeren elektrischen Coulomb-Feld ausge- 
setzt ist, ist untersucht worden. Man bezeichnet das entsprechende Feynman-Diagramm als 
Coulomb screened self energy (s. Abbildung 4.8). Dieser Fall ist deshalb von Bedeutung, da 
das Diagramm bereits zwei volle Elektronenpropagatoren enthält und demzufolge eine Ver- 
bindung zu den wichtigen Zwei-schleifen-Rechnungen darstellt, in welchen zwei bzw. drei 
volle Elektronenpropagatoren auftreten. Zudem kann die Vakuumpolarisation in den Dia- 
grammen der Selbstenergie-Vakuumpolarisation SEVP h),i) als äußeres sphärisch symme- 
trisches Potential angesehen werden [131]. In der oben erwähnten Arbeit [I321 wurde gezeigt, 
daß auch in diesem Fall der spuriose Korrekturterm insgesamt verschwindet. Allerdings ist 
in [I321 auch festgestellt worden, daß ein spurioser Term in dem divergenten zero-potential- 
Term ZP auftritt. Derselbe spuriose Term tritt auch im divergenten one-potential-Term OP 
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screened GT 
SE 

ZP OP MP GT 

Abbildung 4.8: Die diagrammatische Darstellung der Selbstenergie eines gebundenen Elek- 
trons, welches sich in einem äußeren Coulombfeld befindet. Hier bezeichnet screened SE die 
unrenormierte Selbstenergie des Elektrons, GT ist der Massengegenterm und ZP, OP und 
MP bezeichnet dabei wieder den zero-pot ential-, one-potential- und many-potential-Term. 

auf, allerdings mit dem umgekehrten Vorzeichen, so daß sich beide spuriosen Terme gegen- 
seitig wegheben. Insgesamt ist deshalb auch in diesem wichtigen Fall die PWR für beliebige 
Kernladungszahl Z anwendbar. Es sei jedoch ebenso erwähnt, daß in [I331 u.a. auch vom 
Autor dieser Arbeit die analytischen Resultate von [I321 einer Kritik unterworfen wurden. 
Unter Anwendung des Theorems von Weierstrass konnte ein rigoroser mathematischer Be- 
weis geführt werden, daß sogar für die einzelnen Terme ZP und OP der in [132] hergeleitete 
spuriose Term nicht auftritt und deshalb ein gegenseitiges Wegheben dieser Terme gar nicht 
notwendig ist. Somit sind die wichtigsten Klassen von Ein-Schleifen-Diagrammen untersucht 
wurden, in denen die Partialwellenrenormierung anwendbar ist. Die genannten Arbeiten E1321 
und [I331 sind die einzigen dem Autor bekannten analytischen Untersuchungen zur Anwend- 
barkeit der PWR. 
Schließlich soll noch auf den wichtigen Fall einer Untersuchung in 2. Ordnung Störungstheo- 
rie hingewiesen werden. Der irreduzible Anteil des Loop-After-Loop-Diagramms wurde für 
hohe Kernladungszahl Z (Z=92) mittels kovarianter Regularisierung/Renormierung [96, 971 
und mittels PWR berechnet [98]. Die Übereinstimmung der in diesen Arbeiten erzielten Re- 
sultate für den wichtigen Fall des wasserstoffartigen Urans (2 = 92) und Blei (Z  = 82) war 
ebenso exzellent. Die Resltate stimmten mit einer Genauigkeit von mehr als 1% iiberein. 
Für Berechnungen dieser Korrektur in Systemen mit kleinen Kernladungszahlen und ihren 
Zusammenhang mit der Za-Entwicklung sei ebenso auf die interessanten Untersucf~ungen 
mittels Techniken der Renormierungsgruppe der QED in E1341 und die darin enthalterlen 
Referenzen verwiesen. 
Zusammenfassend kann festgestellt werden, daß zumindest für Systeme mit hoher Kcm- 
ladungszahl Z die PWR eine kraftvolle Methode darstellt, um eichinvariante Diagramme 
der Bound-State-QED in 2. Ordnung Storungstheorie und insbesoridere die Selbsteiiergie- 
Korrekturen zur Lamb-Verschiebung auszuwerten. Diese Aussage ist deshalb von Bedeutung, 
da eine numerische Auswertung der Zwei-Photonen-Selbstenergie unter Anwendung eher  
kovarianten Regularisierung/Renormierung wegen eines zu hohen numerischen Rechenauf- 
wands zur Zeit nicht durchführbar scheint. 
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4.2 Die Winkelintegration der Matrixelemente 

Die Integrale über die Winkel können analytisch ausgeführt werden. Dies soll in diesem 
Abschnitt dargelegt werden. Eine sehr gute Darstellung der benötigten Winkelintegrationen 
findet sich 2.B. in [135]. Zunächst seien aber die grundlegenden Größen definiert. In einem er- 
sten Unterabschnitt werden die Clebsch-Gordan-Koeffizienten und Wignerschen 3j-Symbole 
definiert und in einem zweiten Abschnitt die Kugelfunktionen und vektoriellen Kugelfunk- 
tionen. Schließlich wird im dritten Unterabschnitt die Winkelintegration eines allgemeinen 
Matrixelements behandelt. 

Clebsch-Gordan-Koeffizienten und die Wigner 3j-Symbole 

Zwei Drehimpulse mit vertauschbaren Operatoren j(l), j(2) bilden ein quantenmechanisches 
System, welches durch das Produkt der beiden Einzelwellenfunktionen I jl , ml) 8 Ij2, m2) 
beschrieben wird. Die Eigenfunktion zum Gesamtdrehimpulsoperator 3 = j(1) + j(2) kann 
als Linearkombination 

der Einzeldrehimpulse dargestellt werden. Die dabei auftretenden Koeffizienten werden als 
Clebsch-Gordan-Koefizienten bezeichnet. Neben Rekursionsrelationen, welche es erlauben, 
weitere Koeffizienten zu bestimmen, wenn ein Koeffizient bereits bekannt ist, existieren je- 
doch auch geschlossene Bildungsvorschriften. Eine allgemeine Bildungsvorschrift wurde 2.B. 
von W i g n e r  und unabhängig davon in etwas anderer Schreibweise auch von Racah angege- 
ben [137]. Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind außerdem in vielen Standardlehrbüchern 
tabelliert [136] und sind nur dann von 0 verschieden, wenn die Dreiecksbedingung 

und die Relationen 

j + jl + j 2  ist eine gerade Zahl 

und 

erfüllt sind. Neben diesen wichtigen Bedingungen gibt es weitere Einschränkungen und zahl- 
reiche Symmetrien zwischen diesen Koeffizienten. Hier sei dabei ebenfalls auf die Literatur 
verwiesen. 
Von Bedeutung sind auch die sogenannten W i g n e r  3jjSymbo1e, welche mit den Clebsch- 
Gordan-Koeffizienten über die Relation 

verknüpft sind. Die inverse Relation ist 
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Diese Symbole erfüllen etwas einfachere Symmetrierelationen als die oben definierten Clebsch- 
Gordan-Koeffizienten. Es ist klar, daß sich die Einschränkungen (4.50, 4.51, 4.52) auf die 
3j-,Symbole übertragen. 
Im folgenden wird oft zwischen den Quantenzahlen ic, j und I gewechselt, und deshalb sei 
noch einmal der Zusammenhang zwischen ihnen angegeben: 

ic = +(j + 112) wenn j = 1 F 112 (4.55) 

Kugelfunktionen und vektorielle Kugelfunktionen 

Die Kugelfunktionen sind Eigenfunktionen des Quadrats des Drehimpulsoperators und der 
z-Projektion des Drehimpulsoperators, d.h.: 

Ihre explizite Struktur kann z.B. in [I361 nachgeschlagen werden. Wichtig ist an dieser Stelle 
ihre Normierung: 

Ebenso werden auch die vektoriellen Kugelfunktionen benötigt. Die vektoriellen Kugelfunk- 
tionen sind als eine Summe über Kugelfunktionen in der folgenden Weise definiert: 

Die Koeffizienten C ~ Z , ~ , ~  sind wieder die Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Der Einheitsveklor 
e, ist dabei durch 

ei = ( i  ) , eo= (H) , c.~ = ( ) . 

gegeben. Mit diesem mathematischen Werkzeug können nun die Winkelintegra,i,i011ei1 der 
Zwei-Photonen-Selbstenergie berechnet werden. 

Die Winkeiintegration 

Die Winkelabhängigkeit wird sowohl für die gebundenen IZlektronenzustiinde als auch für 
die freien Elektronenzustände durch die zweikornponentige Spinwirikelfunktion (2.12) bt.- 
schrieben. Deshalb ist es nicht notwendig, beide Zustände lmügiich der ?TinkeIiraregratic~n 
zu unterscheiden. Es wird also nur die Winkelintegration eines allgerneirieit Slatrlxrslerncrits 
zwischen gebundenen Zuständen betrachte%. Die Wirikelintcgration zwischen freien Elektro- 
nenzuständen erfolgt demzufolge analog. 
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Im Ein-Schleifen-Fall als auch im Zwei-Schleifen-Fa11 lautet die allgemeine Struktur eines 
Matrixelements zwischen gebundenen Zuständen 

Aus diesem allgemeinen Matrixelement und der zweikomponentigen Spinwinkelfunktion XE 
(2.12) folgt unmittelbar, daj3 sich alle möglichen Winkelintegrale in der Zwei-Photonen- 
Selbstenergie auf ein Integral über drei Kugelfunktionen reduzieren. In diesem Unterab- 
schnitt werden die grundlegenden Beziehungen zur Berechnung der Winkelintegrale zusam- 
mengefaßt [136, 1381. Zunächst folgt aus der Relation 

daß sich die Winkelintegrationen der ersten Zeile des obigen Matrixelements in ein skalares 

27r 7r 

Iskalar = J d(6 d0 sin 0 X:: ' (o> (6) X E  (6) YLM (0id) (4.62) 
0 0 

und ein vektorielles Winkelintegral 

zerlegen lassen. Die Winkelintegration der zweiten Zeile des obigen allgemeinen Matrixele- 
ments unterscheidet sich von der Winkelintegration der ersten Zeile nur darin, da8 für die 
Kugelfunktion YLM(O, (6) die komplex konjugierte Kugelfunktion Y&(0,+) in den Integra- 
len (4.62), (4.63) einzusetzen ist. Dieser Fall kann völlig analog zur folgenden Diskussion 
behandelt werden. Für den skalaren Anteil folgt nach Ausführung der Winkelintegration 

wobei die Koeffizienten gegeben sind durch 

und 
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Hierbei ist g eine beliebige natürliche Zahl. 
Um die Winkelintegration des vektoriellen Anteils auszuführen, ist es sehr zweckmäßig, den 
Integranden nach den vektoriellen Kugelfunktionen zu entwickeln, d.h die Entwicklung [136, 
1371 

zu verwenden. Der Koeffizient s J ) ~ '  wurde bereits oben angegeben, und der Koeffizient 
SJrIL~(icl, K ~ )  ist ungleich 0 nur wein L' = J', J' f 1 gilt. Für den Fall J # 0 ist er definiert 
als 

und für den Fall J' = 0 gilt 

Die Koeffizienten CJI wurden ebenfalls oben bereits angegeben. Mit den Gleichungen (4.67), 
(4.58) und dem Integral (4.57) folgt also das Winkelintegral über den vektoriellen Anteil: 

Schließlich sei noch bemerkt, daß die durch die Einheitsvektoren (4.59) implizierte Vektor- 
struktur in der Lösung (4.70) selbstverständlich vektoriell multipliziert werden ~ U S S  mit der 
entsprechenden Vektorstruktur der zweiten Zeile des allgemeinen Matrixelemeds (4.60), so 
daß insgesamt wieder eine skalare Größe entsteht. 

4.3 Semianalytische Berechnung der Gegenterme 

Neben den Winkelintegrationen lassen sich für die Gegenterme auch die radialen Ratimirr- 
tegrationen analytisch auswerten. Betrachtet sei dazu ein allgemeines Mx~,r,rf xelerncnt eines 
beliebigen Gegenterms: 
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Das Einsetzen der expliziten Form der sphärischen Wellenfunktionen für freie Elektronen 
liefert Integrale über drei sphärische Besselfunktionen, d.h. allgemein Integrale der Form 

Die Argumente der drei sphärischen Besselfunktionen sind positiv. Eine sorgfältige analy- 
tische Untersuchung dieses Integrals wurde in [I401 vorgenommen. Eine allgemeine analy- 
tische Lösung des Integrals führt auf die hypergeometrischen Funktionen [122], welche je- 
doch keine numerische Vereinfachung implizieren [139]. Es ist deshalb sinnvoll nur die für 
die Auswertung der Zwei-Photonen-Selbstenergie relevanten Fälle zu untersuchen. Die im 
vorhergehenden Abschnitt diskutierte Winkelintegration, insbesondere die Dreiecksrelation 
(4.50) der Clebsch-Gordan-Koeffizienten, liefert Beschränkungen bezüglich der möglichen 
Kombinationen der Quantenzahlen. jl, L, j2 des obigen Matrixelements. .Konkret folgt für 
das skalare Winkelintegral die Beschränkung (j = I -+ 112): 

und für den vektoriellen Anteil folgt die Einschränkung 

b i - j z l - 1  < L < j l + j z + l  und jl+j2f l+L=geradeZahl .  (4.74) 

Aus diesen Bedingungen folgt unmittelbar, daß für die ersten vier Partialwellen (d.h. L=0,1,2,3) 
nur die folgenden Integrale relevant sind: 

Zur analytischen Berechnung dieser Integrale wurde in [139,140,141] ein Schema angegeben, 
welches auf der Rekursionsrelation für die sphärischen Besselfunktionen 
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und dem Integral [I221 

p:+p:- E2 
mit cos O1 = 

2 ~ 1  PZ 

basiert. Die Funktionen PIm (cos $1) sind dabei die zugeordenten Legendre 'schen Polynome 
der I .  Art, welche sich aus der Bildungsvorschrift 

dl-m 
Plm(cos $1) = (-1)" (1 + m)! O1 (cos2 6, - 1)' , 

(1 - m)!2Il! ~ ( C O S  01)1-" 

ergeben, aber auch in Standardlehrbüchern, z.B . [136, 1221, ausführlich tabelliert sind. Be- 
trachtet sei zunächst das Integral 11(1, l). Die direkte Anwendung von (4.77) liefert sofort 

n 
11(1, 1) = - P~(COS 81) . (4.79) 

4Epipz 

Unter Anwendung der Rekursionsrelation (4.76) folgt für das Integral Iz(1, 1 4- 1) 

- 4 2 1  + 1) 
4E2pz 

sin OlP;-l(cos 01) - Iz(l, 1 - 1) . 

In analoger Weise folgt ebenso 

Setzt man nun den Startwert 

welcher sich als Spezialfall von (4.79) ergibt, in (4.81) ein, so folgen ablveclisclx~d aus (3.80) 
und (4.81) alle benötigten Integrale 12(1,1 4 1)  fiir beliebige IVertc von I .  Diciscts Scherraü 
kann ebenso für die anderen Integrale in (4.75) verallgenieinert und mit einer tiunicrisclien 
Prozedur auch für beliebig hohe Partialtveflen J." irn~>lenientiert werden. Fiir die Ckgerttrrt~it. 
können also die radialen Ra~irnirE-tiegrale der hlat,rixelsr~rcntc annlgtisrfi iiitsgtwcrtcit werden. 
Die verbleibenden fniegrale über die I~npi~lsr: g, werrien jedoch miftrls ( ~ ~ ~ U B - Q U ~ C I P ~ ~ I X T  
numerisch berechnet. Diese VorgeIienstwict. wird als r;~zniann!gti~qcf~ tmic+het. 



138 4 Numerische Auswertung 

Das Hauptproblem in numerischen Berechnungen der Bound-State-QED besteht in der Kon- 
struktion des exakten Elektronenpropagators, d.h der radialen Komponenten der Wellen- 
funktion eines gebundenen Elektrons. Bei der numerischen Auswertung der Zwei-Photonen- 
Selbstenergie kam die B-Spline-Methode [146] zur Anwendung, um diese radialen Kom- 
ponenten der Lösungen der Diracgleichung zu berechnen. In diesem Abschnitt soll diese 
kraftvolle numerische Methode erläutert werden. Um dabei in Übereinstimmung mit der 
Notation in der grundlegenden Literatur [146] zu sein, ist es sehr zweckmäßig, die Notation 
der radialen Komponenten etwas zu verändern. 
Die Lösungen der Diracgleichung mit Coulombpotential lauten 

wobei PnK(r) und Qn,(r) die große und kleine Komponente der Lösung der radialen Dirac- 
gleichung 

sind. In der radialen Diracgleichung (4.84) wurde die Energie E, ersetzt durch E ,  r E, - 1, so 
daß später ein besserer Vergleich mit den Lösungen im nichtrelativistischen Fall möglich sein 
wird. Die radiale Diracgleichung hat abzählbar unendlich viele, linear unabhängige Lösungen, 
welche mit einer weiteren Hauptquantenzahl n unterschieden werden. Obwohl die analyti- 
schen Lösungen der radialen Dirac-Gleichung bekannt sind (s. Abschnitt QED im Furry- 
Bild), ist jedoch diese analytische Lösung für konkrete Rechnungen aus folgenden Gründen 
ungeeignet: 

1. Wie im Abschnitt QED im Furry-Bild bereits dargelegt wurde, ist die Summe C (n 
n 

steht jetzt für die Gesamtheit aller Quantenzahlen n, 6, p)  im Elektronenpropagator 

Yn(Tl)v;(~s) SF(E, TI,  n) = >: 
E - En(l - ie) 

auszuführen über das kontinuierliche und das diskrete Spektrum der Dirac-Gleichung. 
Die formale Summe spaltet somit in einen Integral- und einen Summationsanteil auf. Es 
ist klar, daß sich diese Summation/Integration sehr aufwendig und schwierig gestaltet, 
da es sich um unendlich viele Zustände sowohl im Kontinuum als auch im diskreten 
Spektrum handelt und der Integrand eine komplizierte Struktur aufweist. 

2. Ein weiterer Grund liegt in der Auswertung der Zwei-Photonen-Selbstenergie. Es tre- 
ten dabei typische Integrale der Form 



auf. Diese Integrale besitzen keine analytischen Lösungen und ihre numerische Aus- 
wertung ist aufgrund des Integranden ebenfalls kompliziert. 

Aus diesen Gründen sind in den letzten Jahren neuartige numerische Methoden entwickelt 
wurden, insbesondere: 

1. Finite-Basis-Set-Methode [142, 1431 

2. B-Spline-Methode [144] 

3. Finite-Discrete-Spectrum-Methode [I451 

Die Grundidee bei allen diesen modernen Methoden ist dabei, das betrachtete Quantensy- 
stem in eine kugelförmige Box mit charakteristischem Radius R einzuschließen. Das Dirac- 
Spektrum diskretisiert dann vollständig (s. Abbildung 4.9) und die Summation/Integration 

S ektnim mit 
a I! zählbar unendlich 
vielen Zuständen 
positiver Energie 

Spektrum der 
gebundenen Zustände 

S ektnim mit 
a zählbar unendlich 
vielen Zuständen 
negativer Energie 

Abbildung 4.9: Das Diracspektrum der gebundenen und ungebundenen Zustänclc cliskretisirsrt 
vollständig in einer kugelförmigen Box 

im Elektronenpropagator (4.85) geht in eine reine Summation über. Die nixn diskret verteilt ert 
Zustandsvektoren y,(r) werden anschließend durch Polynome nr-tier Osdriitng dargestellt. 
Das Einschließen des Atoms in eine kugelförmige Box mit Radius R impliziert 1t;tndhedin- 
gungen an den Grenzen dieser Box, d.h. bei R. Die Verallgemeinerung der ciritsprechcncfcn 
Randbedingung von der nichtrelativistischen Theorie 

wobei hier Pni die nichtrela.t.iristische radiale '5Vellenfunktion bezeichnen soll. zum rclativi- 
stischen Fall: ist die sogenannte biassachusetts Institute of Techniology (MIT) hag-Modt41 
Randbedingung f147, 1481 



140 4 Numerische Auswertung 

Diese Randbedingung vermeidet das " Kleinsche Paradoxon " [149], welches auftritt, wenn 
man ein relativistisches Teilchen in eine Box mit unendlich hohen Potentialwänden einsperrt. 
Die radiale Koordinate wird nun unterteilt in N Intervalle von r o  = 0 bis rnr-1 = R, wobei 
die Unterteilung hinsichtlich Abstand und Anzahl zunächst vollkommen beliebig gew+lt 
sein soll. 
In jedes Intervall wird eine beliebige, aber feste Anzahl von Polynomen m-ten Grades gelegt 
(eine sogenannte Familie von stückweisen Polynomem), d.h. z.B. : 
im 1. Intervall (von r o  = 0 bis q) befinden sich vier Polynome 3. Grades , 
im 2. Intervall (von rl bis TZ) befinden sich vier Polynome 3. Grades , 

im N-ten Intervall (von r ~ - 2  bis rrv-1 = R) befinden sich vier Polynome 3. Grades . 

In der B-Spline-Methode sind diese Polynome gerade die B-Splines, so daß also eine Lösung 
der radialen Diracgleichung (4.84) in der Basis der B-Splines gesucht wird. Die Definition 
dieser B-Splines von der Ordnung k ist gegeben durch 

1, r; I r < r ;+~ 
B;,l(r) = 0, sonst 

und 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt unmittelbar, daß die B-Splines Bitk(r) stückweise Po- 
lynome vom Grad k - l sind und überall verschwinden, außer im Intervall r; < r < r i+k .  

Betrachtet man ein beliebiges Intervall von r; bis T;+~ ,  so werden die nun endlich vielen ra- 
dialen Wellenfunktionen PK(r) und Q,(r) als Linearkombination dieser B-Splines wie folgt 
dargestellt: 

Die Anzahl Z aller B-Splines zur Abdeckung des Bereiches von ro = 0 bis rrv-1 = R ist 
offensichtlich nur abhängig von der Anzahl N der Gitterpunkte und der Ordnung k der B- 
Splines, nämlich z = ( N +  k- I), wie man an einem einfachen Beispiel schnell einsieht. Somit 
Iäßt sich die B-Spline-Darstellung (4.91) über das Gesamtintervall wie folgt schreiben: 

Die Güte dieser Näherung steigt mit wachsender (in den numerischen Rechnungen festge- 
haltenen) Ordnung k der B-Splines, der Anzahl der Gitterpunkte r; und der Größe der 



kugelförmigen Box. 
Die Aufgabe besteht nun in der Bestimmung der Koeffizienten p; und q;. Um eine Bestim- 
mungsgleichung für diese Koeffizienten herzuleiten, kann man die sehr elegante Galerkin- 
Methode [I501 benutzen, welche hier nur kurz erläutert werden soll (eine sehr übersichtliche 
Darstellung findet man in [144]). In der Galerkin-Methode wird zunächst eine Wirkung S 
so konstruiert, das aus ihr durch Variation die radiale Diracgleichung (4.84) folgt. Der oben 
eingeführte Energieparameter E erscheint als Lagrangescher Multiplikator, da die Normie- 
rungsbedingung der Wellenfunktion 

erfüllt werden muss. Die Randbedingung (4.88) des MIT-bag-Modell wird in der Wirkung 
durch einen Term S' berücksichtigt. Direktes Einsetzen der B-Spline-Darstellung (4.91) in 
diese Wirkung S + 5'' und anschließende Variation nach den Koeffizienten pj" und q; führt 
zu der gesuchten Bestimmungsgleichung (vergl. mit (4.84)) : 

mit dem 2z-dimensionalen Lösungsvektor 

= K K K 
(P;, P:, ..., P,, q l ,  q27 . . .7 q;) (4-94) 

wobei die 22 x 22-dimensionalen symmetrischen Matrizen A und B gegeben sind durch: 

mit der Matrix A', welche in Komponentenschreibweise lautet: 

Die z x z-Matrizen 2, b: $' und IiJr sind in Kompoiientenschreibweise ggeben durch 
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Das 22-dimensionale Eigenwertproblem (4.94) hat für jeden Wert der Quantenzahl rc genau 
22 Eigenwerte q, und die dazugehörigen 22 Eigenvektoren V'. Der Parameter X übernimmt 
damit in der B-Spline-Methode die Rolle der Hauptquantenzahl n. Wählt man also einen 
speziellen Wert für die Quantenzahl rc, so gibt es für diesen speziellen Wert /G genau 22 linear 
unabhängige Lösungen für die Funktion PK(r) und 22 linear unabhängige Lösungen für die 
Funktion Q,(r), d.h. 

somit also genau 22 orthonormale Eigenfunktionen der radialen Diracgleichung in einer ku- 
gelförmigen Box. 
Als letzter Schritt werden die B-Spline-Darstellungen (4.98) der gesuchten Funktionen P ~ ( T )  
und &;(T) in normale Polynom-Darstellungen transformiert. Es gibt verschiedene Möglich- 
keiten, diese Transformation auszuführen. Eine numerisch stabile und einfache Methode 
E1511 soll kurz an einem konkreten Beispiel erläutert werden, aus dem die Verallgemeinerung 
schnell klar wird. 
Betrachtet seien z.B. B-Splines der Ordnung 4. Man betrachtet zunächst das 1. Intervall - 
ro, rl und legt nun vier Punkte in dieses Intervall. Diese vier Punkte seien rl.1, r1.2,1*1.3,~1.4. 
AnschlieBend berechnet man die Funktionswerte der beiden Funktionen P; und Q; an diesen 
vier Punkten. Für diese Funktionswerte wird ein Potenzreihenansatz in der folgenden Weise 
vorgenommen: 

Diese Gleichungs~~stem kann aufgelöst werden nach den acht unbekannten Koeffizienten 
al, ..., b4. Dieselbe Methode wird auf jedes einzelne Intervall in vollkommen identischer Weise 
angewandt, und die Gesamtheit der Koeffizienten stellt die gesuchte Transformation von der 
B-Spline-Darstellung auf gewöhnliche Polynome dar. Für das oben betrachtete 1. Intervall 
lautet die so gewonnene Polynomdarstellung 



Die eingangs erwähnten Integrale der komplizierten Art (4.86) vereinfachen sich so zu gewöhn- 
lichen Integralen über diese Potenzen, welche mit Besselfunktionen multipliziert sind. 

Um die Genauigkeit dieses mit der B-Spline-Methode gefundene Spektrum der radialen 
Diracgleichung zu testen, gibt es verschiedene Möglichkeiten. Auf die zwei wichtigsten von 
ihnen soll hier kurz eingegangen werden. Eine Möglichkeit ist die Thomas-Reiche-Kuhn 
(TRK)-Summenregel. Diese Summenregel lautet im relativistischen Fall 

wobei der Zustand mit der Energie dem 1sl/2 Zustand entspricht. Die Summe über 
die Zustände für positive Energien ergibt einen Beitrag, welcher dicht bei dem Beitrag der 
entsprechenden nichtrelativistischen (TRK)-Summenregel 

liegt, aber dieser Beitrag wird exakt weggehoben durch den Beitrag der Zustände mit negati- 
ver Energie. Dieser Test wurde auch vom Autor dieser Arbeit (mit verschiedener Ordnung der 
B-Splines und verschiedener Anzahl von Gitterpunkten, sowie verschiedener Box-Größen) 
vorgenommen. Ein konkretes Beispiel ist in der Tabelle 4.2 ersichtlich. Die Größe der Box 
betrug dabei R = exp(4)/Z a.u. (2 ist die Kernladungszahl), und es wurden B-Splines B+ 
der Ordnung 7 = 7 verwendet. Die Gitterpunkte wurden dabei wie folgt exponentiell verteilt: 

Die Resultate für dieses Beispiel sind mit genügend hoher Genauigkeit in Übereinstimmung 
mit der TRK-Summenregel. 
Die sogenannten energiegewichteten Summenregeln [I421 stellen eine weitere hfüglichkeit 

Tabelle 4.2: Test der relativistischen TRK-Surnmenregel 

Kernladungszahl Z 
2 

dar, die Genauigkeit des ermittelten Spektrums zu testen. Diese Su~nrncnregel für den Falf 
des 2. Gewichts lautet 

pos. Zustände 
$0.49974407 

neg. Zustände ) Gesamtsumme 
-0.49974352 1 $0.54630610 . 10-G 
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(a! M 2- 137 ist die Feinstrukturkonstante der QED). 
Dieser Test wurde ebenfals vom Autor dieser Arbeit (wieder mit verschiedener Ordnung der 
B-Splines und verschiedener Anzahl von Gitterpunkten, sowie verschiedener Box-Größen) 
durchgeführt. Dabei ergab sich 2.B. unter Benutzung derselben Parameter wie im Fall der 
TKR-Summenregel eine relative Genauigkeit von ungefähr 1oA7 für die Werte Z = 2,50,92. 
Weitere Summenregeln findet man auch in [142]. 
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4.5 Die numerischen Resultate zur 

Zwei-Photonen-Selbstenergie 

In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse dargestellt. Zunächst wird dabei Au- 
genmerk auf eine interessante Näherung gelegt, die sogenannte Sign-Approximation. An- 
schließend folgt die Darlegung des vollständigen Beitrags der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
zur Lamb-Verschiebung. 

4.5.1 Die Sign-Approximation der Zwei-Photonen-Selbstenergie 

Sign-Approximation der Selbstenergie in 1. Ordnung Störungstheorie 

Zuerst soll die Sign-Approximation an der Selbstenergie eines gebundenen Elektrons in 1. 
Ordnung Störungstheorie erläutert werden. Betrachtet sei dazu zunächst die unrenormierte 
Energieverschiebung (4.3). Das darin auftretende Matrixelement (nrla,(l)a?(2) Irn) ist reell. 
Dies kann z.B. bewiesen werden durch explizites Aufschreiben dieses Terms und Ausführung 
der Winkelintegration. Es ist deshalb nur der Imaginärteil des in der Energieverschiebung auf- 
tretenden Energieintegrals 1; (3.114) (im Grundzustand ist dieses Integral selbstverständlich 
rein imaginär, s.(3.120)) von Bedeutung, da die Energieverschiebung immer reell ist. Dieser 
Imaginärteil von Il kann analytisch berechnet werden, und das Ergebniss lautet: 

wobei Ar, Er - E, definiert wurde. Die Funktionen Ci(x) und Si(x) sind der Integral- 
cosinus bzw. Integralsinus und C N 0.577215 ist die Eulersche Konstante. Von dem mathe- 
matischen Ausdruck für den Massengegenterm (4.10) und (4.11) folgt offenbar ebenso ein 
solches Energieintegral, welches aus obigem Integral erhalten werden kann indem die Erset- 
zung Am + Am E Eq - Epl vorgenommen wird. In [125,153] konnte durch Anwendung der 
Multiple-Kommutator-Expansion [I541 gezeigt werden, da8 die Funktionen Ci(x) und Si(x) 
in der unrenormierten Selbstenergie unabhängig von dem Coulombfeld des Atomkerns sind 
und sich deshalb exakt gegen dieselben Funktionen Ci(x) und Si(x) im Massengegenterm 
herausheben. Deshalb verbleibt im Endausdruck für die renormierte Energieverschiebung 
nur der logarithmische Term und der Sign-Term, jeweils multipliziert mit der sin(x)- bzw. 
cos (X)-Funktion, welche wieder nach Partialwellen entwickelt werden. Ein Vergleich mit den 
exakten Resultaten [83] zeigt, daß der logarithmische Term in (4.106) den dominanten Rei- 
trag für Systeme mit niedrigen Kernladungszahlen (2 5 10) liefert und der Sign-Term den 
dominanten Beitrag für Systeme mit hohen Kenladungszahlen darstellt. Zum Beispiel liefert 
für Z = 92 (Uran) der Sign-Term 95% des exakten Wertes für die Energieverschiebung. Die 
Sign-Approximation kann deshalb durch folgende Ersetzung definiert werden: 

d.h. der Hauptwert dieses Integrals wird für Systeme mit hoher Kernladungszahl 2 ver- 
nachlässigt. 
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Sign-Approximation für die Zwei-Photonen-Selbstenergie 

Die 95%-ige Genauigkeit im Ein-Schleifen-Fall ist selbstverständlich nicht im Zwei-Schleifen- 
Fall zu erwarten. Deshalb ist es wichtig, zu untersuchen, wie gut diese Näherung im Zwei- 
Schleifen-Fall arbeitet. Dies läßt sich folgendermaßen abschätzen. Der irreduzibe Anteil des 
Loop-after-Loop-Diagrams ist z.B. für Z = 92 von verschiedenen Arbeitsgruppen exakt be- 
rechnet worden [96,97,98]. Der mathematische Ausdruck des Loop-after-Loop-Diagramms 
(3.9) setzt sich aus dem Produkt zweier Selbstenergien 1. Ordnung Störungstheorie zusam- 
men und deshalb kann die Sign-Approximation, d.h. die obige Ersetzung (4.107) direkt ein- 
gesetzt werden. Für Uran (2 = 92) ergab die Sign-Approximation bereits 60% des exakten 
Beitrags dieses Diagramms. Dieses wichtige Resultat zeigt, daß diese Näherung auch im 
Zwei-Schleifen-Fall für Systeme mit hoher Kernladungszahl funktioniert und deshalb auch 
für die anderen Diagramme der Zwei-Photonen-Selbstenergie angewendet werden kann. Der 
Gewinn ist dabei zweifach: 

1.) Es kann damit erstmalig eine kontrollierbare und definierte Abschätzung der Energie- 
verschiebung der Zwei-Photonen-Selbstenergie angegeben werden. Dies gilt auch für 
die angeregten Zustände. 

2.) Die Sign-Approximation stellt einen guten Test für die spätere, wesentlich komplizierte- 
re Auswertung des exakten Beitrags der Diagramme der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
dar. 

Um nun die mathematischen Ausdrücke der Sign-Approximation zu erhalten, müssen die 
einzelnen Energieintegrale entsprechend (4.107) genähert werden. Die Sign-Approximation 
des Energieintegrals I2 (3.115) erhält man, indem man in (4.107) zunächst E, 4 E setzt, 
anschließend nach E differenziert und schließlich wieder den Limes E + En ausführt. Diese 
Vorgehensweise folgt aus (3.35). Die Sign-Approximation der anderen Energieintegrale I3 
bis 15 (3.116, 3.117, 3.118) gewinnt man durch Partialbruchzerlegung des Nenners dieser 
Integrale und anschließender Anwendung von (4.107). Dementsprechend ergeben sich die 
einzelnen Integrale in Sign-Approximation zu 
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I Diagramm I A EI, (in eV) / 
I 

SESE a red) ( 0.01 kO.005 

I SESE b) 1 -0.05 10.025 1 
I SESE C) 1 0.51 10.250 1 

Tabelle 4.3: Die numerischen Ergebnisse der Lamb-Verschiebung der Zwei-Photonen- 
Selbstenergie in Sign-Approximation für den Grundzustand in wasserstoffartigem Uran 
2 3 8 U S l f .  

Das Einsetzen dieser genäherten Energieintegrale in (3.100) bis (3.104) liefert die Sign- 
Approximation für die unrenormierte Zwei-Photonen-Selbstenergie. In den Gegentermen der 
Zwei-Photonen-Selbstenergie entstehen mit der Sign-Approximation ebensolche Energiein- 
tegrale. Die cos(x)- und sin(x)-Funktionen in der unrenormierten Energieverschiebung und 
der Massengegenterm werden dann wieder nach Partialwellen entwickelt, so daß die PWR 
anwendbar ist. Die numerischen Resultate für Uran sind in der Tabelle 4.5.1 ersichtlich. Für 
die numerische Berechnung der in Tabelle 4.3 ersichtlichen Ergebnisse wurden N = 28 Git- 
terpunkte verwendet und die Ordnung der B-Splines war k = 9. In der Summe über die 
beiden Partialwellen Li, Lz wurden Li = 7, Lz = 4 Partialwellen ausgewertet. Aus der Un- 
genauigkeit der Sign-Approximation (40%) zusammen mit der numerischen Ungenauigkeit 
(10%) resultiert der angegebene numerische relative Fehler von 50%. Die Energiever~chiebun~ 
des gesamten Diagramms der Zwei-Photonen-Selbstenergie (ohne den irreduziblen Anteil) 
ergibt sich als die Summe der in Tabelle 4.3 angegeben Werte für wasserstoffartiges Uran zu 

Diese Resultate wurden erstmalig in [I551 veröffentlicht Es wurde schon erwähnt, daß von 
Mallampalli, Sapirstein (1998) in [99] eine Näherung des Beitrags der Zwei-Photonen- 
Selbstenergie zur Lambverschiebung angegeben wurde. Wie jedoch bereits ausgefiihr.t, ist 
unklar, ob die in [99] erhaltenen Ergebnisse, welche auch in starkem Gegensatz zu den obi- 
gen Resultaten der Sign-Approximation sind, tatsächlich den dominierenden Beitrag der 
Zwei-Photonen-Selbstenergie darstellen, und diese sind deshalb sehr kritikwürdig. Deshalb 
stellen die hier vorgestellten Ergebnisse der Sign-Approximation erstmalig den tatsäclili- 
chen dominanten Beitrag der Zwei-Photonen-Selbstenergie dar. Es sei an dieser Stelle auch 
vorwegenommen, daß der im folgenden Abschnitt zu besprechende vollständige Beitrag des 
Zwei-Photonen-Selbstenergie die Ergebnisse der Sign-Approximation bestätigt, 

4.5.2 Vollständiger Beitrag der Zwei-Photonen-Selbstenergie 

Die Partialwellenentwicklung der mathematischen Terme der Zwei-Photonen-Sdhstenergie 
wurden im Abschnitt 4.1.2 angegeben. Für den Grundzustand wurden die Energieintegra- 
le in eine ~olfreie Darstellung umgeschrieben, so daß die charakeristische i~-~%rschrifteri 
zum Umlaufen der Pole in der komplexen EI ,  E2-Ebene fallengelassen werden kosmtesi, urld 
die Integrationsgrenzen im Bereich (O, ..., W) liegen. Der gesamte Integrarici der Eacsrgiever- 
schiebung zeigte ein starkes Abfallen fiir große Energien E I ?  E2 (s. Abbildung 4.10). ?Vic ili 
der obigen Abbildung 4.10 dargestellt, kann wegen des starken AbfaiXs der Illtegral~de~i die 
obere Integrationsgrenze der Energieintegrale bei einem genugend großen West Gyx. E r a x  
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A E SESE b) 
(E,) 1 a.u. 

AE S E S E c ) ( ~ l )  1a.u. 

Abbildung 4.10: Die renormierte Energieverschiebung A E ~ ~ ~ ~ ~ ) ( E ~ )  und AESESE")(El) für 
die Partialwelle L1 = 0, L2 = 0. Es wurde dabei über die Energievariable E2 bereits integriert. 
Der verbleibende Integrand ist somit nur noch eine Funktion der Energievariable Ei. Das 
abfallende Verhalten für große Energiewerte E1 ist auch typisch für höhere Partialwellen 
Li, L2- 

abgeschnitten werden: 

Bezüglich der Energieintegrale für die Diagramme Loop-Inside-Loop und Loop-Crossed- 
Loop wurde zudem folgende Näherung verwendet: 
Das Integral 13 des Loop-Inside-Loop-Diagramms ist proportional zu (s. Gleichung (3.122)) 

und das Integral f4 des Loop-Crossed-Loop-Diagramm ist proportional zu (s. Gleichung 
(3.123)) 

Entsprechend diesen beiden Gleichungen kann die gesamte Energieverschiebung des Dia- 
gramms SESE b) und des Diagramms SESE C) (für den Grundzustand n=lslI2) in die zwei 
Anteile 
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aufgespalten werden. Der 1. Summand in (4.116) bzw. in (4.117) entspricht dabei dem Term, 
welcher proportional dem Faktor 1 aus (4.114) bzw. dem Faktor 1 aus (4.115) ist. Der 2. 
Summand in (4.116) bzw. (4.117) entspricht dem Term, welcher proportional dem Faktor 
Si" aus (4.114) bzw. SC' aus (4.115) ist. Die expliziten Ausdrücke dieser Terme können in 
einfacher Weise durch Einsetzen des umgeschriebenen Energieintegrals (3.122) bzw. (3.123) 
in die Energieverschiebungen (3.102) bzw (3.103) gewonnen werden. In der numerischen 

ren J und A ren 3' für alle Partialwellen Auswertung stellten sich diese Terme A E, 
als sehr klein gegenüber den Termen A E : ~ ~ ~  b, ren 2' bzw. A EnSESEc) ren 1' heraus (s. Tabelle 
4.4), d.h.: 

A E ~ E S E ~ )  ren ,1 SESEb) ren ,2 B AE, 7 

AE~ESEC) ren ,l >> AE~ESEC) ren ,2 (4.118) 

Deshalb konnten die Terme AEiESEb) ren 1' und A E : ~ ~ ~ ~ )  ren l2 in der Auswertung vernachlässigt 
werden [156]. Die folgende Tabelle 4.4 verdeutlicht diese Näherung im Integrationsbereich 
El = 0, ..., 5 a.u. an wasserstoffartigem Uran für die Partialwelle L1 = 0, Lz = 0. Die 

Tabelle 4.4: Das Integral I3 des Loop-Inside-Loop-Diagramms ist proportional zu 1 $ 

Sin(E1, E2) und das Integral I4 des Loop-Crossed-Loop-Diagramms ist proportional zu 
1 + Scr(El, Ez). Die Tabelle verdeutlicht für die Partialwelle L1 = 0, L2 = 0 an Wasser- 
stoffartigem Uran 238U91+, daß der Anteil A E : ~ ~ ~ ~ ) " ~ ~ ~  bzw.  AB:^^^^)^^^*^ gegennüber 
dem Anteil A E : ~ ~ ~ ~ )  ren J bzw. A E : ~ ~ ~ ~ )  ren J vernachlässigt werden kann. hhnliche 8:- 
sultate wurden auch für die höheren Partialwellen gefunden. Die Integration liber E2 wurde 
bereits ausgeführt. Die Werte in der Tabelle geben somit die gesamte ~ne~ieversc~~ir-:i~izr~g 
ASESEb), AESESEc) als Funktion der verbleibenden Integrationsvariabh EI an. (Alle 131iz:r- 
giewerte in a.u.) 

numerischen Ergebnisse der ersten vier Partialwellen der Diagramme der Zwi-Photsncn- 
Selbstenergie für wasserstoffartiges Uran 238U91+ und Blei 20s~hsr' sind in den fdgende~i 
Tabellen 4.5 und 4.6 ersichtlich und wurden erstmalig in 1157, 153, 1593 wr6Rei3tlicht. 
Für die Berechnung der einzelnen Partialwellen wurden R: - 2.3 Git t~rp~nkte  vfmtwldct? 
und die Ordnung der B-Splines war k = 4. Als Vegleidi seien an dieser Stelle die aitsprs- 
chenden tterte für den irreduziblen Anteil des Loop-after-Loop-Diagrarn~rls des Arbeit [9S] 
genannt: :V = 28.k = 9, L = 7. Die Genauigkeit betragt; etwa 10%. Die m~mi~risehen Be- 
rechnungen wurden mit dem Supercompnter CR.i-T3E mit 3% parai(lekn Prcsz~ssort~~t mn 
Institut für Hochleistungsrechnen der TL? Dresden durdlgeführt- 3crdt.r einz~lnt. Prozessor 
hatte eine Taktfrequenz von J00 MHz. Für die vier Partialwellen wt.urdrn insgesamt 30.000 
einzelne CPU-Stunden Rechenzeit benötigt. Dt~rch Ver4indmmg &P. Zahl ctrs Gi tterpunktr 
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(2)ren Tabelle 4.5: Beiträge der einzelnen Partialwellen A E ~ ? ~ ~ )  zur Energieverschiebung A Els 
für wasserstoffartiges Uran (in eV) 

(2)ren Tabelle 4.6: Beiträge der einzelnen Partialwellen A ~ l ( : l ' ~ ' )  zur Energieverschiebung AEls  
für wasserstoffartiges Blei (in eV) 

von N = 23 auf N = 46 wurde eine relative numerische Ungenauigkeit von 38% für diese 
einzelnen Partialwellen ermittelt. 
Wie in den vorhergehenden Kapiteln eingehend dargelegt wurde, ergibt sich die gesamte 
Energieverschiebung der Zwei-Photonen-Selbstenergie als Summe über alle einzelnen Part i- 
alwellen: 

SESE a) red,b),c) ren - 
AEh - A E ~ ~ ~ ~ .  (4.119) 

L1 ,L2 

Um aus den obigen Werten der einzelnen Partialwellen die Energieverschiebung zu ermitteln, 
müssen deshalb zunächst die einzelnen akkumulativen Summen 

gebildet werden. Sie ergeben sich mit den obigen Werten aus Tabelle 4.5 und Tabelle 4.6 zu 

Pb: So = 0.439 eV, SI = 0.783 eV, S2 =0.607eV, S3 = 0.843 eV.  (4.121) 

Die einzelnen Werte (SL $ SL+1)/2 konvergieren sowohl für Uran als auch für Blei, d.h. die 
Differenz zweier benachbarter Energiewerte wird mit wachsendem L„ kleiner. Die Wer- 
t e  für die Energieverschiebung werden wie im Ein-Schleifen-Fall E1251 und auch im irre- 
duziblen Anteil des Loop-after-Loop-Diagramms [96, 981 durch eine Extrapolation dieser 
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einzelnen akkumulativen Summen erhalten. Wie im Abschnitt über die Methode der Partial- 
wellenrenormierung ausgeführt wurde, werden also die benachbarten Summanden der beiden 
höchsten berechneten Partialwellen von (4.121), d.h. Sz und S3, gemittelt: 

SESEa)red.,b),c) ren  EIS (2 = 92) = 1.28 f 0.15 eV,  

SESE a)red.,b),c) ren (2 = 82) = 0.73 it. 0.09 eV . 

Diese Werte stellen die beste Näherung für den Grenzwert L„ --+ CO dar. Die angegebenen 
Fehler wurden dabei wie folgt bestimmt [156, 1591: 
Die einzelnen Partialwellen in den Tabellen 4.5 und 4.6 haben zu gleichen Anteilen sowohl 
negative als auch positive Vorzeichen. Deshalb sollte die oben angegebene Ungenauigkeit von 
38% für die einzelnen Partialwellen mit dem statistische Faktor 1/& multipliziert werden. 
Es ergeben sich damit die in (4.122) angegebenen relativen Fehlerabschätzungen. 
Es ist bemerkenswert festzustellen, daß diese Ergebnisse des vollständigen Beitrags der Zwei- 
Photonen-Selbstenergie (4.122) tatsächlich in guter Übereinstimmung mit der Sign-Appro- 
ximation (4.112) stehen. Entsprechend der obigen Resultate liefert die Sign-Approximation 
etwa 40% des exakten Ergebnisses. 
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4.6 Stand der Vorhersagen zur Lamb-Verschiebung 

Um einen Vergleich der erzielten Ergebnisse mit dem Experiment durchzuführen, ist es 
natürlich notwendig, alle relevanten Beiträge zur Lambverschiebung aufzusummieren. Diese 
einzelnen Beiträge der QED wurden bereits im Abschnitt 3.1 kurz zusammengefaßt. Ins- 
gesamt ergibt sich für die Ein-Elektronensysteme Uran und Blei die folgende Tabelle. Die 

Vakuumpolarisation (Ordnung a) 
SESE (a) (irred.) 

SESE (a) (red.) (b) (C) 

VPVP (d) 

VPVP (e) 

VPVP (f) (Uehling) 

SEVP (g),(h),(i) 
S (VP)E (k) (Uehling) 

relativistischer Rückstof3 

Korrekturen (in eV): 

endliche Kernausdehnung 

Selbstenergie (Ordnung a)  

Tabelle 4.7: Lambverschiebung für den Grundzustand der Ein-Elektronen-Systeme 238U91+ 
und 208~b81+(in eV). Die Korrektur der endlichen Kernausdehnung für Uran wurde mit einer 
Ferrniverteilung mit ( T ' ) ~ / ~  = 5.860 f 0.002 fm und für Blei mit (r2)1/2 = 5.505 f 0.001 fm 
berechnet. Zur Notation der Diagramme siehe die Abbildungen 2.4 und 3.4 

238u91+ 

198.82 f 0.10 

355.05 

Kernpolarisation 

Lambverschiebung (Theorie) 
Lambverschiebung (Experiment) 

einzelnen Strahlungskorrekturen sind mit den Diagrammen der Abbildungen 2.4 bzw. 3.4 
identisch. Der bisher genaueste gemessene Wert für die Lambverschiebung in Uran wurde in 
[I631 und für Blei in [I641 angegeben. Beide Werte wurden bei der Gesellschaft für Schwer- 
ionenforschung (GSI) in Darmstadt gemessen. Für Blei ist die derzeitige Ungenauigkeit zu 
groß, um etwaige Rückschlüsse beim Vergleich zwischen Theorie und Experiment ziehen zu 
können. Aber wie bereits eingehender erläutert wurde, ist gerade das Bleisystem für Tests der 
QED besonders attraktiv, da die Kernpolarisation des Bleikerns praktisch vernachlässigbar 
ist und somit die Unsicherheiten der inneren Freiheitsgrade des Atomkerns stark reduziert 
sind (s.a. f1601). 
Vom Standpunkt der Theorie sind im Rahmen der gegenwärtigen Messgenauigkeit die Strah- 
lungskorrekturen in erster Ordnung in cr unter Einbeziehung der Korrekturen der endlichen 
Kernausdehnung ausreichend, um die experimentellen Daten zu verstehen. Die Ergebnisse 
zwischen Theorie und Experiment zum Beispiel für das Uransystem sind gegenwärtig in exzel- 
lenter ~bere in~ t imrnun~.  Vom Blickpunkt der Theorie aus ist es jedoch wesentlich, daß eine 
etwaige Abweichung zwischen Theorie und Experiment in der Lamb-Verschiebung um etwa 1 
eV irn Uransystem bereits eine bedeutende Abweichung darstellen würde, welche hinterfragt 

208pb81+ 

67.25 

226.33 

-0.20 f 0.10 

465.82 f0.55 
468 f 1 3  

0.00 

245.59 f 0.19 
290 &75 
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werden müsste. Ähnliche Aussagen gelten für das Bleisystem. Es sei in diesem Zusammen- 
hang erwähnt, daß an der GSI bereits Experimente in Vorbereitung sind, welche auf einen 
experimentellen Fehler von nur 1...0.1 eV für das Uransystem als auch für das Bleisystem 
abzielen. Dann aber werden alle Korrekturen der Ordnung a2 relevant. Der gegenwärtige 
Stand dieser Korrekturen wurde in der obigen Tabelle für das wasserstoffartige Uran- und 
Blei-System aufgenommen. Wesentlich ist dabei, da13 die Berechnung des irreduziblen Anteils 
des Loop-After-Loop-Diagramms SESE a irred) zum Beispiel -0.97 eV für das Uransystem 
und -0.51 eV für das Bleisystem ergab. Deshalb war durchaus ein ebensolch großer Beitrag 
der anderen Selbstenergie-Diagramme SESE a red), b), C) zu erwarten, deren Beitrag bis- 
her jedoch nicht berücksichtigt wurde. Daraus folgte eine relative Ungenauigkeit von etwa 1 
eV für alle Strahlungskorrekturen der Ordnung a2 und es war dringend erforderlich, diesen 
Beitrag der Selbstenergie zu bestimmen. Aus den Zahlenwerten in obiger Tabelle erkennt 
man, daß die Berechnung des vollständigen Beitrags der Zwei-Photonen-Selbstenergie die 
Ungenauigkeiten der Energiekorrekturen der Ordnung a2 beträchtlich reduzieren. 
Der relativistische Rückstoß-Effekt beschreibt den Einfluß der gemeinsamen Bewegung von 
Kern und tgebundenem Elektron auf die Energieverschiebung. Die besondere Schwierigkeit 
bei der Behandlung dieser Problematik liegt darin, daß die Beschreibung relativistisch und 
exakt in allen Ordnungen in Z a  zu erfolgen hat. Dieses äußerst schwierige Problem konnte 
1995 von Shabaev, Artemyev, Yerokhin in den Arbeiten [161, 1621 gelöst werden. 
Schließlich sei noch einmal betont, daß die innere Kerndynamik eine ultimative Grenze für 
Tests der QED in schweren Ionen setzt. Die Wechselwirkung des Atomkerns mit dem gebun- 
denen Elektron führt nämlich zu energetischen Anregungen des Kerns, und diese wiederum 
führen zu einer Energieverschiebung des gebundenen Elektrons (s. Kernpolarisation in obiger 
Tabelle). Die Frage ist deshalb, in welcher Größenordnung die Ungenauigkeit der Parameter 
der heutigen Kernmodelle liegt und inwieweit sich diese auf die Unbestimmheit der Lamb- 
Verschiebung überträgt. Dieser Wert muss als Grenze der Tests der reinen QED-Effekte 
angesehen werden. Als ein exzellenter und didaktischer Überblick dieser komplexen Proble- 
matik sei an dieser Stelle ebenfalls auf [24] verwiesen. Hier soll erwähnt werden, daß man ab 
dem Niveau von C a .  f 0.1 eV im Uransystem den Bereich reiner QED-Tests verläßt und daß 
man beginnt, die intrinsische Kerndynamik bzw. Kernstruktur zu erkunden. Im Bleisystern 
liegt diese ultimative Grenze mit Ca.  f 0.01 eV um etwa eine Größenordnung darunter, und 
damit ist dieses atomare System für Tests reiner QED-Effekte besonders geeignet. Diese 
Zahlen bedeuten aber auch, daß es mit der Genauigkeit der heutigen Kernmodelle keinen 
Sinn macht, Strahlungskorrekturen höherer Ordnung zu berechnen. 



Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation 

Die Welt ist im ständigen Werden und Kampf ist der Vater aller Dinge. 
Heraklit (um 535 bis 475 v.u.Z.) 

5.1 Einleitung 

Das Diagramm der Zwei-P hotonen-Vakuumpolarisation VPVP f) ist bisher nur in Uehling- 
Näherung bekannt. Neben dem Diagramm der Selbstenergie-Vakuumpolarisation S (VP )E 
k) ist es damit das einzige Diagramm in der Ordnung <u2, welches bisher nicht exakt berech- 
net worden ist. Ein Grund ist in der zu erwartenden relativ kleinen Korrektur des exakten 
Beitrags zur Uehling-Näherung dieses Diagramms zu suchen. Die z.B. für Uran mit f 0.2 eV 
angebene Ungenauigkeit beruht auf einem Vergleich des exakten Beitrags mit dem Beitrag 
der Uehling-Näherung des Diagramms VPVP e) zur Lambverschiebung. Im Fall des ls- 
Zustandes in Uran 238U91+ ergibt nämlich die Uehling-Näherung mit -0.115 eV etwa 75% 
des exakten Resultats von -0.153 eV. Für das Diagramm VPVP f) ergab die Uehlingnähe- 
rung 0.6 eV, woraus die oben angebene Korrektur von f 0.2 eV folgt. Es ist klar, daß solche 
Abschätzungen zwar zulässig, jedoch unter Umständen nicht sehr zuverlässig sind. Wie be- 
reits erwähnt, sind außerdem in naher Zukunft experimentelle Genauigkeiten bis zu f 0.1 eV 
z.B. für Uran zu erwarten. Es wurde weiter oben dargelegt, daß dieser Wert aufgrund der 
Unbestimmheiten der Parameter der heutigen Kernmodelle eine ultimative Grenze bei den 
Untersuchungen reiner QED-Effekte darstellt. Aufgrund dieser hohen Präzision erscheint es 
wichtig, den exakten Beitrag auch des Diagramms der Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation 
zu berechnen. Ziel der Untersuchungen dieses Kapitels ist es deshalb, einen renormierten Aus- 
druck dieses Diagramms abzuleiten. Dabei soll wie im Fall der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
die Methode der BPHZ-Renormierung angewendet werden. Somit stellen die hier dargeleg- 
ten Ergebnisse die Grundlage für eine spätere numerische Auswertung des exakten Beitrags 
des Diagramms VPVP f) dar. 
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5.2 Die Vakuumpolarisation der Ordnung a 

Am Beispiel der Vakuurnpolarisation in 1. Ordnung Störungstheorie sollen die grundlegen- 
de Problemkreise Renormierung und Eichinvarianz eines Graphen mit Vakuumpolarisation 
kurz diskutiert werden. Dies wird ein späteres Verständnis im Fall der Zwei-Photonen- 
Vakuumpolarisation erleichtern. Um den renormierten Ausdruck im Fall der Ein-Photonen- 
Vakuump olarisation zu finden, muss zunächst eine Pot entialentwicklung durchgeführt wer- 
den, s. Abbildung 5.1. 

Abbildung 5.1: Die Potentialentwicklung der Vakuumpolarisation in 1, Ordnung Störungs- 
theorie. Entsprechend der BPHZ-Renormierung muss die Entwicklung bis zu fünf äußeren 
bosonischen Beinen ausgeführt werden. Somit entsteht neben dem Uehling-Term a) und dem 
endlichen Wichmann-Kroll-Term C) noch ein Term b) mit vier äußeren bosonischen Beinen. 
Aufgrund des Furry-Theorem verschwinden die Diagramme mit einer ungeraden Anzahl von 
äußeren Beinen, wenn in der Schleife freie Elektronenpropagatoren stehen. 

5.2.1 Renormierung der Vakuumpolarisation der Ordnung a! 

Die Renormierung der Ein-Photonen-Vakuumpolarisation erfolgt in diesem Abschnitt nach 
einem Subtraktionsschema, welches später in analoger Weise ebenso für die Zwei-Photonen- 
Vakuumpolarisation Verwendung finden wird. Die Vakuurnpolarisation VP ist ein Beispiel, 
an welchem auch das Wechselspiel zwischen Renormierung und Regularisierung sehr gut 
demonstriert werden kann. Es erscheint an dieser Stelle notwendig, diesen Gesichtspunkt ge- 
nauer zu betrachten, da in der physikalischen Literatur oft unklar ausgerückt ist, warum bei 
der Vakuurnpolarisation teilweise eine Regularisierung bereits den physikalisch relevanten 
Anteil separiert. 
Die explizite Struktur der unrenormierten Energieverschiebung des Uehlinganteils 
AEUewg2mren ist für die weiteren Betrachtungen dieses Kapitel nicht wichtig und wird 
deshalb nicht explizit angegeben. Der renormierte, d-h. physikalisch relevante Anteil des 
Uehling-Terms ~ ~ ~ ~ ~ g l ~ ~ ~  ist analytisch bekannt (s. Abschnitt 3.1.1). Wird also die un- 
renormierte Energieverschiebunbg des Uehlinganteils vom gesamten Diagramm subtrahiert, 
so folgt die renormierte Korrektur höherer Ordnung zu 

wobei der Ausdruck AEGT den Gegenterm des Diagramms b) bezeichnet. Die Bezeichnung 
höhere Ordnung umfasst dabei offensichtlich alle Korrekturen, welche über die Uehlingnähe- 
rung hinausgehen. Die Gleichung (5.1) stellt einen eichinvarianten Term dar, denn die renor- 
mierten Energieverschiebungen eichinvarianter Diagramme stellen wiederum eichinvariante 
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Größen dar. Die Renormierung der Energieverschiebung höherer Ordnung AEheO. ist nicht 
sehr kompliziert, sondern berschränkt sich auf eine Renormierung des Diagramms b) (s. 
Abbildung 5.2) und soll jetzt genauer betrachtet werden. Der mathematische Ausdruck des 

Abbildung 5.2: Das Diagramm b) mit den äußeren Impulsen k17 kz, k3. 

Diagramms b) im Energie-Impuls-Raum lautet 

mit der Fouriertransformation des Coulombpotentials (3.26) und der Notation 

Der mathematische Ausdruck des eigentlichen Feynmandiagramms I? ist gegeben durch 

mit 

1 1 
X ~ + $ l + $ 2 - m + i ~ a ß + $ , + $ 2 +  ~ t , - m + i ~  ) (5 .5 )  

Der renormierte Ausdruck dieses Diagramms lautet 

Das Feynmandiagramm I? mit vier äußeren bosonischen Beinen ist eine spezielle Variante des 
Vakuumpolaricationstensor (2.175) imd trägt- den oberflächlichen Dit-rgenzgrad w(F) = 0, 
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so daß der Tayloroperator tr bis zur 0. Ordnung wirkt und sich somit der Operator & zu 

ergibt. Entsprechend dieser Gleichung ist also der Gegenterm der Energieverschiebung höher- 
er Ordnung gegeben durch 

Mit der Gleichung (5.8) wurde der renormierte Ausdruck der Korrektur höherer Ordnung 
entsprechend (5.1) gefunden. Dieser Gegenterm (5.8) kann als spurioser Term bezeichnet 
werden. Diese Bezeichnung wird im folgendem Abschnitt klar. 

5.2.2 Diskussion des spuriosen Terms 

Im Zusammenhang mit der Vakuumpolarisation VP wird in der physikalischen Literatur [165, 
166, 1671 ein etwas anderer spurioser Term diskutiert. Diese Terminologie wird in diesem 
Kapitel beibehalten, obwohl der Begriff spurios etwas ungünstig gewählt ist, denn dieser 
Term ist keineswegs spurios, sondern entsteht ganz zwangsläufig durch die Regularisierung. 
Dies soll in diesem Abschnitt erläutert werden, denn die Diskussion dieses Terms ist auch für 
die Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation und die Eichinvarianz von wesentlicher Bedeutung. 
Wird die sphärische Entwicklung nach r; sowohl für den gebundenen als auch für den freien 
Elektronenpropagator in den renormierten Ausdruck (5.1) eingesetzt, so folgt 

Solch eine sphärische Entwicklung stellt eine spezielle Art Regularisierung dar, denn jeder 
Summand in (5.9) ist konvergent. Es kann nun insbesondere gezeigt werden, daß jeder einzel- 
ne Summand des Gegenterms verschwindet, d.h. A EZT z K  = 0. Für einen etwas allgemeineren 
Fall wird diese Aussage im Kapitel des Diagramms der Selbstenergie-Vakuumpolarisation 
S(VP)E explizit bewiesen. Wird demzufolge die sphärische Entwicklung verwendet, dann 
liefert dieser spuriose Term keinen Beitrag. Diese interessante Feststellung soll auch von 
einem etwas anderen Zugang betrachtet werden, denn sie ist auch für die Zwei-Photonen- 
Vakuumpola&ation und sogar für die Selbstenergie-Vakuumpolarisation S(VP)E von Be- 
deutung. 
Die einzelnen Terme in (5.9) können auch mit der Pauli-Villars-Methode regularisiert wer- 
den. Somit folgt für (5.9) die folgende Gleichung: 

Betrachtet sei zunächst die regularisierte Energieverschiebung A E y >  reg. Unter einer Pauli- 
Villars-Regularisierung dieses Terms ist, nach der Potentialentwicklung in Abbildung 5.1, 
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die Pauli-Villars-Regularisierung der oberflächlich divergenten Diagramme a) und b) zu 
verstehen. Die Pauli-Villars-Regularisierung und die Herleitung des physikalisch relevanten 
Anteils des Uehlingterms a) ist in vielen Standardlehrbüchern enthalten. Eine sehr gute 
Darstellung ist 2.B. in [I701 zu finden. Hier soll deshalb nur die Pauli-Villars-Regularisierung 
des Diagramms b) betrachtet werden. Die regularisierte Energieverschiebung des Diagramms 
b) ist gegeben durch 

Dabei ist M wieder eine große Elektronenmasse. Es ist sehr wichtig festzustellen, daß nun 
der subtrahierte Term in (5.11) die Rolle eines Gegenterms, bzw. eines spuriosen Term 
einnimmt, welcher nach (2.181) die Eichinvarianz des Diagramms b ) sichert. Das bedeutet 
jedoch, daß jetzt der regularisierte Gegenterm AE,GTlreg in (5.10) verschwinden sollte, denn 
sonst wären zwei Terme für die Sicherung der Eichinvarianz notwendig, was sehr seltsam 
wäre. Der regularisierte Gegenterm verschwindet tatsächlich, und das  wird klar, wenn der 
mathematische Ausdruck des regularisierten Gegenterms 

und insbesondere das 'darin auftretende Integral 

betrachtet wird. Aus einer Dimensionsbetrachtung folgt unmittelbar, da8 jedes einzcltx In- 
tegral von der Masse rn bzw. M unabhängig ist, so da8 ihre Lösung nur eine von rn kszw. $111 
unabhängige Konstante sein kann. Das bedeutet jedoch, dai3 sich diese Konstanten in (5.1 3) 

lDabei ist allerdings zu beachten, daß solch ein Argument eigentlich nur für konvergente Integrale arrrwtid- 
bar ist. Der divergente Anteil könnte durchaus Terme der Art ln(m2/M2) erzeugen! Jedoch treten in  (5.13) 
solche Terme nicht auf. Dies wird 2.B. klar, indem der divergente Anteil beider Integrale unter Verweiidung 
einer dimensionalen Regularisierung (dim -+ 4 - 2 ~ )  berechnet wird und anschlieijend beide Integrale wiedar 
zusamrnengefaßt werden. Dabei entstehen Terme der Art O lnjrn2JP2) - O 1n(M2Jp2f --: 0 In(rn2/Ai". Dir. 
entsprechende Rechnung ist nicht schwierig und soll hier nicht ausgefiihrt werden. Diese Methode der rwi- 
schenzeitlichen Verwendung der dirnerisionafen Regularisicrung zur einzelnen hustvert~tng beider Inf rgralc. 
geht im anschließend auszufiihrendern Limes s -+ 0 selbstverstiindIich wieder irr die t3auli -t7i1Inrs-Metlirrtif* 
über. 
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gegenseitig wegheben werden. Es ist aber für die spätere Untersuchung der Zwei-Photonen- 
Vakuumpolarisation sehr nützlich, das Verschwinden des Integrals I auch auf eine andere 
Weise zu beweisen. Dazu wird (5.13) zunächst unter Verwendung der Relation 

als ein Oberflächenintegral umgeschrieben: 

Der Gauss'sche Satz ist zunächst nur für den n-dimensionalen Euklidischen Raum definiert 
und deshalb nicht direkt auf (5.15) anwendbar. Das betrachtete Integrale hat jedoch in der 
komplexen qo-Ebene nur Pole bei 

und diese Polstruktur erlaubt eine Wick-Rotation qo -+ iqo, wodurch das Integral I in 
den Euklidischen Raum transformiert wird. Das Ob erflächenintegral über die unendliche 
Euklidische Mannigfaltigkeit ME verschwindet jedoch, wenn der Integrand genügend schnell 
im Unendlichen abfällt: 

Diese Bedingungen sind durch den Integranden in (5.15) und i.a. für jedes regularisierte In- 
tegral erfüllt, denn ein endliches Integral im Euklidischen Raum impliziert selbstverständlich 
immer einen endlichen Integranden, welcher zudem genügend schnell im Unendlichen abfällt. 
Somit ist das Oberflächenintegral I identisch Null. Daraus folgt selbstverständlich auch das 
Verschwinden des regularisierten Gegenterms (5.12) und aus (5.10) wird 

h.o., ren - E,VP, reg - n ~ p h l i n g ,  reg (5.18) 

Es sei nochmals bemerkt, daß der regularisierte Gegenterm bereits ohne eine sphärische 
Entwicklung verschwindet, und deshalb unterscheidet sich die Gleichung (5.18) von (5.9) 
durch Wegfallen des Gegenterms. Selbstverständlich kann in (5.18) ebenfalls die sphärische 
Entwicklung des gebundenen und freien Elektronenpropagators eingesetzt werden. Es ist 
dann offensichtlich zu erwarten, da8 auch der durch die Regularisierung subtrahierte Term 
in (5.11) verschwinden sollte, welcher ebenfalls als spurioser Term bezeichnet worden ist. 
Dies ist tatsächlich der Fall und wurde erstmalig in [93] explizit bewiesen. Dies demonstriert 
die enge Verbindung und Konsistenz zwischen Regularisierung und Renormierung der Va- 
k~um~olarisation. Die tiefere Ursache ist in den Gleichungen (2.176) bis (2.183) zu suchen. 
Es sei deshalb noch einmal betont, daß eine renormierte Vakuumpolarisation ebenso die Ei- 
chinvarianz sichert wie eine regularisierte Vak~um~olarisation. Verschwinden deshalb einige 
Gegenterme in einer beliebigen Regularisierung, so ist trotzdem die Eichinvarianz gesichert. 
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5.3 Renormierung der 
Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation 

Ziel dieses Kapitels ist es, einen renormierten Ausdruck der Korrektur höherer Ordnung zur 
Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation herzuleiten. Die Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation 
VPVP f)  ist noch einmal in der Abbildung 5.3 dargestellt und wird in diesem Kapitel 
abkürzend als VPVP bezeichnet. Dieses Diagramm stellt eine eichinvariante Untergruppe 

VPVP 

Abbildung 5.3: Die Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation VPVP. 

der gesamten Strahlungskorrekturen der Ordnung a2 dar und kann deshalb separat von 
den anderen Diagrammen renormiert und berechnet werden. Streng genommen bezieht sich 
der Begriff eichinvariante Untergruppe immer auf den renormierten Ausdruck dieser Unter- 
gruppe. Der mathematische Ausdruck der unrenormierten Energieverschiebung der Zwei- 
Photonen-Vak~um~olarisation ergibt sich für einen beliebigen äußeren Zustand n zu 

mit dem Potential 

Dabei wurde berücksichtigt, daß aufgrund der sphärischen Symmetrie des Potentials des 
Vakuumpolarisation nur die Zeit-Seit-Komponente des ersten Photons beiträgt (dazu s.a. 
Abschnitt 5.3 Partialuiellenentwicklung der Zwei-Photonen-Vakaumpolari,~ation)- 

5.3,l Potentiatentwicklung 

Die Renormierungtheorie ist zunächst nur für die freie QED definiert. ihn eine Rensrmie- 
rung eines Diagramms der Bound-State-QED durchzuführen, is t  eine Pote1itialentwick1un~ 
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der vollen Elektronenpropagatoren notwendig. Solch eine Potentialentwicklung muss solan- 
ge durchgeführt werden, bis die im betrachteten Diagramm enthaltenen Divergenzen als 
Diagramme der freien QED separieren. Die Abbildung 5.4 stellt solch eine geeignete Po- 
tentialentwicklung für das Diagramm VPVP dar. In der Potentialentwicklung wurde das 

VPVP A B C 

Abbildung 5.4: Die Potentialentwicklung der Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation. Die Dia- 
gramme AO und B0 sind die Källen-Sabri-Diagramme. Ihr Beitrag ist bereits berechnet 
worden, und deshalb können sie vom gesamten Diagramm VPVP subtrahiert werden. Die 
Diagramme C2 und C3 sind konvergent. 

Furry-Theorem berücksichtigt, welches besagt, daß alle Vakuumpolarisations-Diagramme 
mit freien Elektr~nen~ropa~atoren und ungerader Anzahl von äußeren bosonischen Beinen 
verschwinden. Die Diagramme AO und B0 sind die Källen-Sabri-Diagramme. Die technisch 
sehr anspruchsvolle Renormierung dieser Diagramme gelang erstmalig I<ällen und Sabri [103] 
(1955) und später auch anderen Arbeitsgruppen [104]. Da jedoch der Beitrag der Källen- 
Sabri-Diagramme zur Lambverschiebung bereits in [105, 1071 für beliebige Kernladungszahl 
Z berechnet worden ist, können diese Diagramme vom gesamten Diagramm VPVP subtra- 
hiert werden. Mit dieser Subtraktion ist eine Renormierung dieser Diagramme dann nicht 
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mehr notwendig. Die Korrektur höherer Ordnung AE,h.O. lautet dann also 

Ziel im nächsten Abschnitt ist es, einen renormierten Ausdruck dieser auch in Abbildung 5.5 
dargestellten Korrektur zu finden. 

VPVP AO B0 

Abbildung 5.5: Die Subtraktion der Källen-Sabri-Diagramme vom gesamten Diagramm 
VPVP stellt die Korrektur höherer Ordnung AE;.'. dar. 

5.3.2 Die äußere Renormierung 

Die in Abbildung 5.4 dargestellte Potentialentwicltlung ist im Prinzip nicht ausreichend. 
Entsprechend der BPHZ-Renormierung sind nämlich alle Diagramme I', deren oberflächli- 
cher Divergenzgrad w ( r )  2 0 ist, divergent und unterliegen einer Renormierung. Deshalb 
ist es vielmehr notwendig, die Entwicklung der gebundenen Elektronenpropagatoren solange 
durchzuführen, bis die Zahl der äußeren bosonischen Beine in Diagrammen, welche gebun- 
dene Elektronenpropagatoren enthalten, mindestens 5 beträgt, d.h. bis der oberflächliche 
Divergenzgrad aller Diagramme, welche volle Elektronenpropagatoren enthalten, negativ 
wird. Wird solch eine Potentialentwicklung durchgeführt, so entstehen die in der Abbil- 
dung 5.6 dargestellten Diagramme. Die Renormierung der Diagramme (All) ,  (A21), (Bl i ) ,  
(B21), (C11) und ((221) ist Gegenstand der Untersuchungen dieses Abschnitts, während die 
Diagramme (A12), (A22), (BIS), (B22), (B23), ((312) und (C22) und auch (A3) im nachfd- 
genden Abschnitt renormiert werden. 

Renormierung des Diagramms (A21) 

Ein typisches Diagramm mit einem Unterdiagramm der Selbstenergie stellt das Diagramm 
(A21) dar. Die Abbildung 5.7 verdeutlicht neben den Bezeichnungen der einzelnen Tmpulse 
auch die Bezeichnungsweise für das gesamte divergente Feynmandiagramrn rmi und -Fur das 
darin enthaltene divergente Unterdiagramm 7.421. Die Energieverschiebung dieses Diagramms 
läßt sich wie folgt schreiben: 
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Abbildung 5.6: Die Potentialentwicklung muss solange durchgeführt werden, bis alle Dia- 
gramme, welche gebundene Elektronenpropagatoren enthalten, einen negativen oberfiächli- 
chen Divergenzgrad W besitzen. Die Diagramme A12, A22, B12, 322, B23 und C12 haben 
negativen oberflächlichen Divergenzgrad #(T) < 0 und erfordern deshalb nur eine innere 
Renormierung, während die Diagramme Al l ,  A21, 311, B21, C11 und C21 einen ober- 
flächlichen Divergenzgrad w(F)  = 0 aufweisen und deshalb eine innere als auch eine äußere 
Renormietung erfordern. Die Diagramme C22 und C23 sind konvergent. 
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Abbildung 5.7: Das Diagramm A21. Die äußeren unabhängigen bosonischen Impulse, welche 
aus dem Diagramm herauslaufen sind kl, k2, k3. Der Impuls des ersten Photons ist 
durch die Impulserhaltung zu k1 + k2 + k3 festgelegt. ql ist der Impuls des umlaufenden 
Elektrons und q2 ist der Impuls des zweiten Photons. Der äußere Zustand ist n. Das innere 
Unterdiagramm TA21 ist die Selbstenergie in 1. Ordnung Störungstheorie. 

Die herauslaufenden Impulse sind dabei kj = (0,k j ) ,  j = 1,2,3, d-h., sie tragen keine Energie 
und die Funktion V(kj), j = 1,2,3 ist wieder die Fouriertransformierte des Kernpotentials 
(3.26). Das eigentliche Feynmandiagramm rAzl, welches mit der BPHZ-Methode renormiert 
werden soll, lautet im Energie-Impuls-Raum 

mit 

Der mathematische Ausdruck des Integranden des Unterdiagramms wurde in Klammern 
gesetzt. Dieses Unterdiagramm stellt eine Ein-Schleifen-Selbstenergie eines freien Elektrons 
dar, welches den (äußeren) Impuls ql + k3 trägt. Die Anwendung der R-Operation auf den 
Integranden des gesamten Diagramms rAzi ergibt 

innere Renormierrtng 
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äußere Renormierung 

Ensprechend der Definition der inneren Renormierung und der ÜuJlleren Renormierung wur- 
den die Gegenterme bereits einzeln den Renormierungsarten zugeordnet. In diesem Abschnitt 
interessieren zunächst nur die Gegenterme der äußeren Renormierung. Die Gegenterme der 
inneren Renormierung werden im nächsten Abschnitt behandelt. Die oberflächlichen Diver- 
genzgrade des gesamten Diagramms rAz1 und des Unterdiagamms 7.421 ergeben sich zu 

Dementsprechend wirkt der Tayloroperator trA21 nur bis einschließlich 0. Ordnung, und der 
Tayloroperator tVAz1 wirkt bis einschliefilich 1. Ordnung. Demnach gibt es genau drei Ge- 
genterme der äußeren Renormierung und zwei Gegenterme der inneren Renormierung. Die 
äußeren unabhängigen Impulse des gesamten Diagramms sind kl, k2, k3, und der äußere un- 
abhängige Impuls des Unterdiagramms ist also ql + k3. Somit lauten nach Einsetzen der 
R-Operation (5.24) in (5.23) die Gegenterme der ÜuJeren Renormierung im einzelnen 

Die Bezeichnung (bl - m) &A211TA21 bedeutet, daß die Diracstruktur (& - m) genau an der 
Stelle in dem Diagramm rAZ1/yAz1, d.h. im Gegenterm GT3, wieder eingefügt werden muß, - 

an welcher das Unterdiagramm 7 ~ 2 1  aus dem gesamten Diagramm rAzl zuvor herausge- 
nommen wurde. Die Abbildung 5.8 soll die Renormierung des Diagramms r~21 und das 
Einsetzen der Diarcstruktur im Gegenterm GT3 noch einmal graphisch veranschaulichen. In 
(5.26) wurden die Ein-Schleifen-Gegenterme ~ ( l )  und C(')' eingesetzt, welche sich aus den 
Feynmanregeln ergeben und in den hier definierten äußeren Impulsen folgendermaßen lauten 
(zu beachten ist, daß der Tayloroperator t r ~ 2 1  alle Impulse ki = 0 setzt): 
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Gegenterme der 
inneren Renormierung 

Abbildung 5.8: Die graphische Darstellung der renormierten Energieverschiebung des Dia- 
gramms A21. Die Gegenterme der inneren Renormierung wurden nicht graphisch veran- 
schaulicht. Die drei Gegenterme der äußeren Renormierung sind GT1, GT2 und GT3. Die 
Diracstruktur (bl - m) im Gegenterm GT3 wird genau an der Stelle wieder eingesetzt, an 
welcher das Unterdiagramm y 4 2 1  zuvor herausgenommen und zu einem Punkt, dargestellt 
durch ein Kreuz, zusammengezogen wurde. 

Renormierung des Diagramms ( B U )  

Jetzt wird ein Diagramm betrachtet, welches als inneres divergentes Unterdiagramm eine 
Vertexkorrektur besitzt. Ein typisches Diagramm ist der Graph (B11). Die Abbildung 5.9 
veranschaulicht die Bezeichnungen der Impulse und die Bezeichnungsweise des gesamten 
Diagramms rsl1 und des Unterdiagramms 7~x1. Die unrenormierte Energieverschiebung des 
gesamten Diagramms rBll lautet 

Das zu renormierende Fkynmandiagramrn folgt irn Energie-Impuls-Raum zu 

mit 
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Abbildung 5.9: Das Diagramm B11. Die äußeren unabhängigen bosonischen Impulse, welche 
aus dem Diagramm rBll herauslaufen sind kl, k2, k3. Der Impuls des ersten Photons ist durch 
die Impulserhaltung zu kl + k2 + k3 festgelegt. ql ist der Impuls des umlaufenden Elektrons 
und q2 ist der Impuls des zweiten Photons. Der äußere Zustand ist n. Das Unterdiagramm 
7~11 ist die Vertexkorrektur in 1. Ordnung Störungstheorie. 

(5.29) 

Wieder wurde der Integrand des Unterdiagramms -11 in Klammern geschrieben. Diesmal 
stellt es eine Ein-Schleifen-Vertexkorrektur dar. Die %Operation für den Integranden des 
gesamten Diagramms liefert 

'rB11 = ' ~Bl l  - 'rB1117Bll (t7B1 '7B1 

innere Renormierung 

äde re  Renormierung 

Da sich die oberflächlichen Divergenzgrade des gesamten Diagramms rsl1 bzw. des Unter- 
diagramms  TB^^ ZU 

~ ( ~ B I I )  = 0 ,  

wklsli) = 0 (5.31) 
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ergeben, wirken beide Tayloroperatoren trB1l , $7~11 nur bis einschließlich 0. Ordnung. Somit 
folgen also zwei Gegenterme von der äußeren und ein Gegenterm von der inneren Renormie- 
rung. Einsetzen von (5.30) in (5.29) liefert den renormierten Ausdruck, und die Gegenterme 
der äußeren Renormierung lauten: 

* 
Die Bezeichnung yoIrB„l„„ bedeutet wieder die Einsetzung der Diracstruktur yo an der- 
selben Stelle im Diagramm rBil/'yBli, an welcher das Unterdiagramm y ~ l l  zuvor heraus- 
genommen wurde. Die Abbildung 5.10 stellt den renormierten Ausdruck der Energiever- 
schiebung des Diagramms (B11) dar und verdeutlicht noch einmal diese Einsetzung der 
Diracstruktur. In (5.32) wurde wieder die gewöhnliche Bezeichnung für den Gegenterm im 
Ein-Schleifen-Fall verwendet (zu beachten ist wieder, daß der Tayloroperator trBl l  alle Im- 
pulse ki = 0 setzt): 

Zusammenfassung der Gegenterme der äußeren Renormierung 

Die fünf in den Abbildungen 5.8 und 5.10 gaphisch dargestellten Gegenterme lassen sich 
wie folgt zusammenfassen. Aus der Beziehung 

welche auch in Abbildung 5.11 in diagrammatischer Fbrm dargestellt wurde, folgt zusamrncn 
mit der unrenormierten Wardidentität ~ ( ~ 1 '  = -A@), da8 sich die beiden Gpgcntermc, «T3 
(A21) und GT2 (B11) gegenseitig wegheben. Somit folgt der reriarmierte Aa~sdriirlk der bideai  
Diagramme (A21) und (B11) insgesamt zu 

* I  

FrA2, + PiB„ = Fr„ + Fr„, - Gegenterme der inneren Renorrniening 

Diese Terme fassen sich weiter zusammenfasseri. Des Gegenterm GT1 fA21) entttält das t;n 
terdiagramrn der unrenormierten Selbstenergie und der Gegenterrn G71 {B11 1 errthält das 
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Gegenterme der 
inneren Renormierung 

Abbildung 5.10: Die graphische Darstellung der renormierten Energieverschiebung des Dia- 
gramms B 11. Die Gegenterme der inneren Renormierung wurden nicht graphisch veran- 
schaulicht. Die zwei Gegenterme der äuueren Renormierung sind GT1 und GT2, Die Di- 
racstruktur yo im Gegenterm GT2 wird genau an der Stelle wieder eingesetzt, an welcher 
das Unterdiagramm -11 zuvor herausgenommen und zu einem Punkt, dargestellt durch ein 
Kreuz, zusammengezogen wurde. 

= - GT2 (BII) 

Abbildung 5.11: Die beiden Gegenterme GT3 (A21) und GT2 (B11) heben sich gegenseitig 
weg. 

Unterdiagramrn der unrenormierten Vertexkorrektur. Die äußeren Impulse beider Unterdia- 
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gramme sind bl. Die unrenormierte Selbstenergie und die unrenormierte Vertexkorrektur 
lassen sich, wie in vorhergenden Abschnitten dargelegt wurde, schreiben als: 

-p, ul-aen (b,) = + - q b  - „ + p - 
1 (81) , 

Werden diese Relationen in die Unterdiagramme der Gegenterme GT1 (A21) und GT1 (B11) 
eingesetzt, so ergibt sich das in Abbildung 5.12 dargestellte Resultat. 
Diese Aufspaltung hat den wichtigen Vorteil, daß sich offensichtlich der Gegenterm GT1 

Abbildung 5.12: Werden die Beziehungen (5.36) in die Unterdiagramme der belden Gegen- 
terme GT1 (A21) bzw. GT1 (B11) eingesetzt, so ergibt sich in diagrammtischer Darstellung 
die in der Abbildung gezeigte Aufspaltung. 

(A21) a) genau gegen den Gegenterm GT2 (A21) in Gleichung (5.35) weghebt. Ebenso heben 
sich wegen der unrenormierten Wardidentität die Gegenterme GT1 (A21) h) und GTI (Bl1) 
a) der Abbildung 5.12 gegenseitig weg. Dies wurde bereits an dem Beispiel der GegenCernie 
GT3 (A21) und GT2 (B11) weiter oben demonstriert und in Abbildung 6.11 in diitgrariirna- 
tischer Weise dargestellt. Somit ergibt sich insgesamt flir die Rtzriorrnierung der Iliagrarnm<~ 
(A21) und (B11) der in der Abbildung 5.13 dargestellte Ausdruck. Zu htlarlmu ist st*lhst- 
verständlich, daß die Diagramme (A21) und (311 ) jeweils mit einem Faktor 2 txiultiplizicrt 
sind. 
Die Diagramme (All),  (B21) und (C11) sind topologisch vollkommen den Diagramrrxcn 
(A21) und (B11) äquivalent. D.h. das Diagramm (Al l )  enthält als Unterdingramr-ii die üttre- 
normierte Selbstenergie, und die Diagramme (B21) und (C1 1) enthalten jeweils als Unterdia- 
gramm wieder die imrenormierte Vertexkorrektur. Deshalb kann die ä1tf3ere Retiormit~rt~n~r; 
der Diagramme (All),  (321) und (C11) vollkommeil nach demselben Schema I-~t.fiä;rrrielt 
werden, welches zu den Gegentermen der Diagramme (A21) und (Hl l )  fiifirtr*. Es ist klar, 
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A A A 
Gegenterme der 

-I- 
BI 1 BI I inneren Renormierung 

Abbildung 5.13: Der renormierte Ausdruck der Diagramme A21 und B11. 

daß sich dann die Gegenterme der äußeren Renormierung der Diagramme (All) ,  (B21) und 
((311) gegenseitig in genau derselben Weise zusammenfassen lassen, wie es in den Diagram- 
men (A21), (B11) der Fall war. Somit ergibt sich als Summe aller Gegenterme der äußeren 
Renormierung der fünf Diagramme (All),  (A21), (Bll) ,  (B21) und (C11) der folgende ma- 
thematische Ausdruck: 

-Gegenterme der inneren Renormierung - Il - Iz 

Die beiden Integrale I1 und I 2  sind dabei gegeben durch (mit ql = (El, q,)): 
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bzw. 

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daß der Gegenterm der äußeren Renormierung des Dia- 
gramms (C21) noch nicht inbegriffen ist. Dieser Gegenterm des Diagramms (C21) wird nach 
der Diskussion der beiden Integrale (5.38); (5.39) behandelt und ist von wesentlicher Bedeu- 
tung. Die Integrale (5.38) und (5.39) sind selbstverständlich immer als regularisierte, d.h. 
endliche Integrale zu verstehen, wobei die Art der verwendeten Regularisierung vollkommen 
beliebig sein kann. 
Die renormierte Selbstenergie und auch die renormierte Vertexkorrektur haben keine Pole. 
Das bedeutet, daß die obigen beiden Integrale 11: I z  nur Pole bei EI = &J- 
haben und deshalb eine Wickrotation E1 --+ iE1 in den Euklidischen Raum durchführbar 
ist, denn in der EI-Ebene fallen die Integranden in der oberenlunteren Halbebene genügend 
schnell ab. Zur Diskussion der Integrale 11, I2 ist es deshalb sehr nützlich, sie in Ober- 
flächenintegrale umzuschreiben. Dazu seien zunächst die beiden folgenden Integrale IA, IB 
(im Minkowskiraum) betrachtet: 

und 

Diese Integrale sind Null, da Oberflächenintegrale regularisierter Integranden irn Euklidi- 
schen Raum verschwinden C1711 (auf eine Wickrotation dieser beiden Integrale wird hier aus 
Gründen der Übersichtlichkeit verzichtet). Wird nun wieder die Relation 
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als auch die renormierte Ein-Schleifen-Wardidentität 

und die Invarianz einer Spur unter zyklischer Vertauschung der in ihr auftretenden Opera- 
toren verwendet, so folgt unmittelbar: 

Dieses interessante Resultat besagt, daß sich die Gegenterme der äußeren Renormierung der 
Diagramme (Al l ) ,  (A21), (Bl l ) ,  (B21) und ((211) zu einem einzigen Gegenterm GTsUmm" 
zusammenfassen lassen, welcher die folgende Stuktur besitzt: 

Renormierung des Diagramms (C21) und Zusammenfassung aller Gegenterme der 
äui3eren Renormierung 

An dieser Stelle ist es nun notwendig, die Renormierung des Diagramms (C21) zu betrachten. 
Die Renormierung des Diagramms (C21) ist von allen Diagrammen, welche eine äußere 
Renormierung erfordern, die unkomplizierteste, denn die beiden Unterdiagramme ~ 2 1  des 
Diagramms (C21) sind konvergent, d.h. ihr oberflächlicher Divergenzgrad ist negativ. Der 
oberflächliche Divergenzgrad des gesamten Diagramms f C21) ist jedoch 

und somit muss eine äußere Renormierung dieses Diagramms durchgeführt werden. Das 
Diagramm wurde noch einmal in Abbildung 5.14 dargestellt. Die Energieverschiebung dieses 
Diagramms läßt sich wieder wie folgt schreiben: 

Die herauslaufenden Impulse sind kj = (0, k j), j = 1,2,3. Das Feynmandiagramm rczl 
lautet im Energie-Impuls-Raum 
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Abbildung 5.14: Das Diagramm C21. Es erfordert keine innere Renormierung, sondern nur 
eine äußere Renormierung, denn die beiden Unterdiagrarnme sind konvergent. 

mit 

Die Anwendung der %Operation auf den Integranden dieses Diagramms ergibt 

k-c21 = irC21 -trc21 frczi (5.49) 

äußere Renormierung 

Entsprechend gibt es also nur einen Gegenterm dieses Diagramms, und er lautet nach Ein- 
setzen von (5.49) in (5.48): 
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Der Term in Klammern läßt sich nun unter Verwendung der Beziehung (5.42) ebenfalls als ein 
Ablei t~n~sterm der unrenormierten Vertexkorrektur wie folgt umschreiben (ql = (El, ql)) 

und so ergibt sich für den Gegenterm GT1 (C21) insgesamt 

Da das Diagramm (C21) zweimal auftritt, d.h mit einem Faktor 2 multipliziert werden muss, 
und aufgrund der Relation 

welche unmittelbar aus (5.36) folgt, ist somit klar, daß sich der Gegenterm 2 GT1 (C21) 
exakt gegen den Term GTSUmme aus Gleichung (5.45) weghebt. Mit den Relationen (5.45) 
und (5.53) ist somit bewiesen worden, daß die Summe aller Gegenterme der äußeren Renor- 
mierung der regularisierten Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation verschwindet [172]. Somit 
müssen nur die Gegenterme der inneren Renormierung betrachtet werden. Dieses Resultat 
stellt eine wesentliche Vereinfachung in der numerischen Auswertung der Zwei-Photonen- 
Vakuumpolarisation dar. 

5.3.3 Die innere Renormierung 

Aus den Ergebnissen des vorangegangenen Abschnitts folgt, daß nur die Gegenterme der inne- 
ren Renormierung betrachtet werden müssen und daß demzufolge die in Abbildung 5.4 darge- 
stellte Potentialentwicklung ausreichend ist, um alle Gegenterme zu erhalten. Selbstverständ- 
lich beinhaltet eine innere Renormierung der Diagramme der Abbildung 5.4 bereits auch die 
Gegenterme der inneren Renormierung der im vorhergehenden Abschnitt behandelten Dia- 
gramme. Die Gegenterme der inneren Renormierung lasssen sich recht einfach deduzieren, 
denn die Unterdiagramme der zu renormierenden Diagramme (Al), (A2), (A3), (B 1) , (B2) und 
(Cl) sind wieder die bereits bekannten divergenten Ein-S chleifen-Diagramme Selbstenergie 
und Vertexkorrekkr. Somit werden einfach alle divergenten Unterdiagramme nach folgendem 
Schema ersetzt: 

E(1) unren (R) + UPren(b) - ~ ( 1 )  - ~ ( 1 ) '  ( B  - m) , 

Diese Renormierungsprozedur ist in der Abbildung 5.15 in diagrammatischer Form darge- 
stellt. Die Källen-Sabri-Diagramme sind in der Korrektur höherer Ordnung nicht mehr 
enthalten, und deshalb ist es nicht notwendig, diese Diagramme zu renormieren. 
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5.3.4 Der renormierte Ausdruck der 
Zwei-P hotonen-Va kuumpolarisation 

Die hergeleiteten Gegenterme der inneren Renormierung müssen in einer Form zusammen- 
gefaßt werden, welche eine möglichst einfache Auswertung zuläfit. Die Terme proportional 
zu C(')' heben sich wegen der unrenormierten Wardidentität C(')' = -A(') exakt gegen die 
Terme heraus, welche proportional zu A(') sind. Die verbleibenden Gegenterme proportio- 
nal zu ~ ( l )  können zusammengefaßt werden, indem die Potentialentwicklung in diesen Ge- 
gentermen umgekehrt, d.h. rückgängig gemacht wird. Die so gefundenen Terme stellen den 
gesuchten Ausdruck der Gegenterme für die Korrektur höherer Ordnung der Zwei-Photonen- 
Vakuumpolarisation dar. Somit konnte erstmalig ein mathematischer Ausdruck für die renor- 
mierte Energieverschiebung des Diagramms der Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation herge- 
leitet werden [172]. In Abbildung 5.16 ist der so gefundene Ausdruck in diagrammatischer 
Form dargestellt. Schließlich seien zusammenfassend die mathematischen Ausdrücke notiert, 
welche den Diagrammen der Abbildung 5.16 entsprechen. Der renormierte Ausdruck läßt 
sich schreiben als 

VPVP ren = ( n ~  UVPVP - 2(jAQ - 1080 - C(') ( U G T l  - I n )  . 

(5.55) 

Das Potential UVPVP wurde bereits in (5.20) angegeben. Die Potentiale der beiden Källen- 
Sabri-Diagramme lauten (mit aco = X): 

und 

xSg(9-4 - 7-22 EI)] 7 (5.57) 

und die mathematischen Ausdrücke der Potentiale der l>eiden Ckgenternie laitten: 
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bzw. 

Es sei bemerkt, da8 der vielleicht etwas seltsam erscheinende Gegenterm GT2 in dem Gegen- 
term GT1 ebenfalls enthalten ist. Dies wird nach einer Potentialentwickbmg des Gegezzt;crms 
GT1 klar. Somit hebt sich insgesamt der Gegenterm GT2 heraus. Das ist auch vollkcom- 
men verständlich, denn der Gegenterm GT2 ist ein typischer Gegentmm der: Kä1Ien-Sah$-- 
Diagramme AO und BO, d.h. er sollte in dem renormierten Ausdruck der E~icrgicleorreletur 
höherer Ordnung tatsächlich nicht auftreten. 
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2 

Al Al CTI (Al) C72 (Al) 

M M CT1 (M) CT2 (M) 

C1 C1 CT1 (Cl) 

Abbildung 5.15: Die innere Renormierung kann durch Ersetzung der divergmten [Tnt~rdiit- 
gramme entsprechend der Gleichung (5.54) durchgeführt wercle~i. ln den C?cgentcrrnen GT% 
(Al), GT2 (A2) und GT2 (A3) konnten die Kreuze zusaninien mit dem Faktur (B - m j  
weggelassen werden, denn die Diracstruktur ( k  - rtz)  kürzt sich exakt mit dem Elektronrri- 
propagator i / (k  - m f . 



E nO- ren 
- - 

n  vpvp 

L ~ - ~ ~ F ~  Ao - n &  Bo n  
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GTI GT2 

Abbildung 5.16: Der renormierte Ausdruck der Korrektur höherer Ordnung der Zwei- 
Photonen-Vakuumpolarisation. Die Gegenterme der inneren Renormierung können zu den 
zwei Gegentermen GT1 und GT2 zusammengefaßt werden. 
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5.4 Die Partialwellenentwicklung 

In diesem Abschnitt soll die Partialwellenentwicklung der mathematischen Ausdrücke der re- 
normierten Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation durchgeführt werden. Da die Impulse k und 
k' als Argumente in den sphärischen Besselfunktionen explizit angegeben werden müssen, 
ist es sehr zweckmäßig, in diesem Abschnitt die einzelnen Ortkoordinaten in den Matrix- 
elementen ebenfalls explizit mitzuschreiben. Dementsprechend lautet die Notation eines Ma- 
trixelement s 

Neben der sphärischen Entwicklung der gebundenen und freien Elektronenpropagtoren wird 
in der numerischen Auswertung auch der Photonenpropagator nach Partialwellen entwickelt. 
Diese Entwicklung verläuft nach demselben Schema, welches in der Zwei-Photonen-Selbst- 
energie angewendet wurde. D.h. es werden zunächst die vollen Elektronenpropagatoren bzw. 
freien Elektronenpropagatoren und der Photonenpropagtor in die Potentiale eingesetzt. Nach 
Ausführung der Winkelintegration im Exponenten entsteht wieder die typische sin(kr)/r- 
Struktur, welche nach Partialwellen entwickelt wird. Für das Potential der unrenormierten 
Energieverschiebung entsteht so nach Ausführung der Spur: 

Die sphärischen Tensoren mit demselben Drehimpuls L sind dabei jeweils vektoriell. niulti- 
pliziert. Da in der Summe über die Quantenzahlen T ,  s: t über alle Orientieruiigen m,, ?tl„ nzt 
des gesamten Drehimpulses j summiert wird, kann gezeigt werden, daß 

gelten muss. Aus dieser Einschränkung liarin sofort eine weitere Ivereiirfach~iiig grfrdgcn 
werden, denn aus der Energieverschiebung (5.55) folgen mit Einsct-zen des 120tt.ntials (-4.621 
nun mit einem beliebigen äuDeren Zustand n immer Slatrixeleincrite der Form: 

Das Einsetzen der Wellenfunktion Iy,) ergibt unmittelbar die folgenden '5t-inkrlirrtegrale 
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Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten C sind aber nur dann von 0 verschieden, wenn die Rela- 
tionen 

11 $ LI + l2 muss geradzahlig sein (5.65) 

erfüllt sind. Diese Beschränkungen bedeuten, daß die Summe über die Partialwelle L1 nach 
endlich vielen Summanden abbricht, so daB es effektiv nur eine Summation über die Par- 
tialwelle Lz gibt. Für den wichtigen Fall, daß der äußere Zustand n der Grundzustand ist, 
bedeuten diese Bedingungen z.B., daß nur der eine Summand LI = 0, MI = 0 beiträgt. Die- 
selben Aussagen gelten selbstverständlich auch für alle Gegenterme, denn das betrachtete 
Matrixelement ist in allen Termen impliziert. 
Die Partialwellenent~icklun~ der subtrahierten Källen-Sabrf-Diagramme lautet (unter Be- 
achtung von (5.62)) : 

Dabei wurde mit Ip) wieder wie im Fall der Zwei-Photonen-Selbstenergie die Wellenfunktion 
eines freien Elektrons bezeichnet. Sch'tießlich sei auch noch die Partialwellenentwicklung der 
beiden Gegenterrne GTl und @T2 angegeben: 
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und 

Dabei ist zu beachten, daß in den Termen mit freien Elektronenzuständen selbstverständlich 
über die positiven und negativen Energiezustände zu summieren ist. Die Energieintegrale 
I,, Iz, 13, 14, I5 lassen sich analytisch lösen und sind aus Gründen der Übersichtlichkeit im 
Anhang angegeben. Der Gegenterm ~ ( l )  kann wie im Fall der Zwei-Photonen-Selbstenergie 
unter Verwendung des Virialtheorems nach Partialwellen L2 entwickelt werden (s. Abbildung 
4.5). 



6 Selbstenergie-Va kuumpolarisation 

Um klar zu sehen, genügt oft ein Wechsel der Blickrichtung. 
Antoine de Saint-Exupery (1900-1944) 

Einleitung 

Das Diagramm der Selbstenergie-Vakuumpolarisation S(lJP)E ist in der Abbildung 6.1 dar- 
gestellt. Dieses Diagramm ist deshalb von besonderer Bedeutung, da es ebenso wie die Zwei- 

Abbildung 6.1 : Das Diagramm der Selbstenergie-Vakuumpolarisation S (VP)E. 

Photonen-Vakuumpolarisation nur in Uehling-Näherung berechnet und somit der Beitrag 
dieses Diagramms zur Lamb-Verschiebung bisher für kein einziges Element betrachtet wor- 
den ist. Die einzige über die Uehlingnäherung hinausgehende Berechnung wurde für das 
Wasserstoffatom in [173] von Pachucki (1993) durchgeführt, jedoch auch in dieser Berech- 
nung wurde nicht der volle Beitrag S(VP)E ausgewertet. Interessanterweise stellte sich dabei 
heraus, daß die von Pachucki berechnete Korrektur (-5.33 kHz) größer war als der Beitrag 
der Uehlingnäherung (-3.16 kHz). Für die hochgeladenen Ionen (2 > 50) werden etwa 
30% Korrektur zur Uehlingnäherung erwartet. Da der Beitrag dieses Diagramms zur Lamb- 
verschiebung für Uran (2 = 92) in Uehlingnäherung nur -0.13 eV beträgt, scheint für 
Lambshift-Berechnungen hochgeladener Ionen trotzdem der exakte Beitrag des vollen Dia- 
gramms venachlässigbar gegenüber dem Uehlingbeitrag. In den zukünftigen Experimenten 
sind jedoch experimentelle Fehlerschranken bis hinunter zu rtO.1 eV zu erwarten. Das be- 
deutet, daß dann durchaus der exakte Beitrag dieses Diagramms sogar für hochgeladene 
Ionen in naher Zukunft relevant wird. Ziel dieses Kapitels ist es, für dieses Diagramm einen 
renormierten Ausdruck herzuleiten. Es sollte zudem erwähnt werden, daß der in diesem Ka- 
pitel hergeleitete renormierte Ausdruck auch gültig ist für die Delbrück-Streuung (dies ist 
die Streuung von Photonen beliebiger Energie durch ein externes elektrisches Feld). Das 
Diagramm der Delbrück-Streuung ist in Abbildung 6.2 dargestellt, Eine andere wichtige 
Anwendungsmöglichkeit ist die Aufspaltung zweier Energieniveaus a und b. Solch ein Dia- 
gramm ist in der Abbildung 6.3 dargestellt. Allerdings wurde in den Arbeiten [lfj8! 1691 fiir 
diese Diagramme bereits ein renormierter Ausdruck hergeleitet und dieser dort ebenfalls für 
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reales Photon 

Abbildung 6.2: Das Diagramm der Delbrück-Streung. 

Abbildung 6.3: Die Aufspaltung zweier Energieniveaus a und b eines Atoms durch die Va- 
kuumpolarisation. 

den Fall E # 0, E < 1 auf Eichinvarianz untersucht. Die Methoden der Untersuchung der 
Eichinvarianz des renormierten Ausdrucks in diesen Arbeiten gründen sich auf die in [93] vor- 
geschlagene Methode. Dennoch sollte erwähnt werden, daß der in diesen Arbeiten gewählte 
Zugang zum Beweis der Eichinvarianz leider nicht geeignet und nicht verallgemeinerbar er- 
scheint für das Diagramm der Selbstenergie-Vakuumpolarisation, denn im Diagamrn S(VP)E 
können in die Elektronenschleife beliebig yro$e Energ ien  hineinfliefien. Gerade durch diese 
Eigenschaft ist aber eine Wick-Rotation in der komplexen Energieebene nicht möglich, auf 
welche sich aber die Untersuchungen in den gerade erwähnten Arbeiten stützten. Deshalb 
war es notwendig, einen etwas anderen Zugang zu wählen, welcher in diesem Kapitel einge- 
hender erläutert wird. 
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6.2 Renormierung der Selbstenergie-Vakuumpolarisation 

6.2.1 Potentialentwicklung 

Zunächst ist wieder eine Potentialentwicklung des vollen Elektronenpropagators im Dia- 
gramm notwendig, um eine Renormierung durchführen zu können. Der mathematische Aus- 
druck der Energieverschiebung des Diagramms der Selbstenergie-Vakuumpolarisation ist 
gegeben durch 

X Tr [ avS~(E l  + E2, T3, ~4)aaS~(E2, 7'4, r3)] . W )  

Die Potentialentwicklung dieses Diagramms ist in der Abbildung 6.4 dargestellt. 

6.2.2 Renormierung 

Das Diagramm (Al) muss nicht renormiert werden, denn es ist, unter Verwendung eines 
effektiven Photonenpropagators, bereits berechnet wurden [101, 1121. Deshalb kann dieses 
Diagramm vom gesamten Diagramm S(VP)E subtrahiert werden. Somit ergibt sich wie im 
Fall der Zwei-Photonen-Vakuumpolarisation die Korrektur höherer Ordnung zu 

S(VP)E h.0. = ~1 ES(VP)E - n ES(VP)E Uehling 
AEn n n (6.2) 

Diese Gleichung wurde in der Abbildung 6.5 in diagrammatischer Weise dargestellt. Der &er- 
flächliche Divergen~~rad w sowohl der Unterdiagramme y als auch des gesamten Diagramms 
r ist im Fall der Graphen (A3), (B2), ((32) und (D) nega.t;iv und somit sind diese Dia- 
gramme konvergent. Deshalb brauchen nur die Diagramme (A2), (B 1) und (Cl) renorrnicrt 
zu werden und sollen Gegenstand der Untersuchungen dieses Abschnitts sein. LXe Laiirnine 
der divergenten Diagramme ist in der Abbildung 6.6 dargestellt. Mi£ dcn in der Abbi'idiing 
6.6 angegebenen Konventionen folgt der mathematische Ausdruck der Eaiergieversthicblii~g 
dieser drei divergenten Diagramme zu: 



Abbildung 6.4: Die Potentia~entwicklung des Diagramms der Selbstenergie- 
Vakuumpolarisation. Der volle Elektronenprop agator muss solange entwicldt werden, 
bis alle Diagramme bzw. Unterdiagramme, welche einen vollen Elektr~nenpropa~ator 
enthalten, konvergent sind. Die D1iagramme A3, B2 und C2 und D sind konvergent, denn 
sowohl für ihre Unterdiagramme als auch für das gesamte Diagramm ist der oberflächliche 
Divergenzgrad negativ. Das Diagramm A l  ist der Uehlinganteil und kann subtrahiert 
werden, da es bereits berechnet worden ist. Die Diagramme A2, B1 und C1 sind Gegenstand 
der Renormierung in diesem Kapitel. 

Abbildung 6.5: Wird der bereits berechnete Uehlinganteil vom gesamten Diagramm der 
Selbstenergie-Vakuumpolarisati0n subtrahiert, so stellt dies die Korrektur höherer Ordnung 
dar. 
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Abbildung 6.6: Die divergenten Diagramme A2, B1 und C1 der Energiekorrektur höherer 
Ordnung, welche renormiert werden müssen. 

Um diese Energieverschiebung renormieren zu können, muss eine Fouriertransformation in 
den Energie-Impuls-Raum durchgeführt werden. Es ist dabei entscheidend, festzustellen, 
welche Impulse als äußere Impulse anzusehen sind. Deshalb ist es sehr instruktiv und auch 
für die weiteren Betrachtungen wesentlich, die genaue Struktur der Energieverschiebung 
dieser zu renormierenden Diagramme im Energie-Impuls-Raum explizit zu notieren. Der 

Abbildung 6.7: Die divergenten Diagramme (A2), (BI) und (Cl) der Energiekorrektur höher- 
er Ordnung in der Energie-Impulsdarstellung. 

Ausdruck der Energieverschiebung der Diagramme A2, B1 und C1 ladet  mit den in der 
Abbildung 6.7 angegebenen Konventionen der Impulse: 

x c  
( t ~ ~ ( ~ i ) / ~ ~ " . i " ~ ~ l y ~ ( ~ ~ ) )  (Yrrr(~2)~a~a-ilkl+k3+~a9~s bnX.pu>) 

rn Bn - BI - &(I -. ie) 



* 
wobei der 0 perat or Ii das eigentlich zu renormierende Feynmandiagramm darstellt und 
gegeben ist zu 

1 1 
+Y' 7 0  

(Ei  + Ez)yo - ( k i  + k2)y - m + ir (Ei  f E2)yo - ( k i  + 122 + k 3 ) y  - m + iayo  
1 1 

X 
(Ei + E ~ ) Y o  - (121 + 122 + k3 + k4)r - m + iera ~ 2 ~ 0  - k 2 y  - m + i r  

Dieser Operator ist wieder der unrenormierte Vakuumpolarisationstensor 4. Stufe. In dem 
Abschnitt 5.2 wurde bereits festgehalten, daß dieser Tensor konvergent ist. Jedoch ist er 
nicht eichinvariant. Genau aus diesem Grund ist eine Renormierung, welche nämlich im- 
mer eichinvariante Resultate liefert, trotz dieser Konvergenz des Tensors unerläßlich. Die 
Renormierung dieses Operators erfolgt nun entsprechend der im Abschnitt 5.2 diskutierten 
Vorschrift, indem die äußeren Impulse und Energien im Gegenterm auf Null, d.h. auf die 
Massenschale des Photons gesetzt werden: 

Dieser Ausdruck erfüllt die Relationen (2.153) der Eichinvarianz. Mit der Gleichung (6 .6 )  
wurde zudem auch festgelegt, welche Impulse in der Energieverschiebung (6.3) bzw. (6.4) zu 
Null gesetzt werden und auf welche Art dies zu erfolgen hat. Das bedeutet insbesondere, daß 
in den anderen Termen der Energiver~chiebun~ selbstverständlich keineswegs die Impulse 
Null gesetzt werden, sondern nur in dem Ausdruck des Vakuumpolarisationstensor. 

6.2.3 Verschwinden der Gegenterme und Eichinvarianz 

Da der Vakuurnpolarisationstensor und damit die gesamte Energiekorrektur höherer Ord- 
nung konvergent ist, ist eine Regularisierung nicht erforderlich. Jedoch wiürde eine Pauli- 
Villars-Regularisierung die Eichinvarianz sichern. In einem nicht regularisierten Ausdruck 
übernimmt diese Aufgabe jedoch der Gegenterm in (6.6), welcher aus genau diesem Grund 
nicht verschwinden sollte. Umsomehr ist es interessant, fest zustellen, daß bei Verwendung 
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der sphärischen Entwicklung des freien und vollen Elektronenpropagators nach der Quanten- 
zahl K, dieser Gegenterm verschwindet, wenn nur bis zu einem endlichen r;„ summiert wird. 
Die Eichinvarianz wird davon nicht beeinträchtigt, wie bereits eingehenden im Abschnitt 2.5 
dargelegt wurde. Diese Aussage ist deshalb von Belang, da in der numerischen Auswertung 
solcher Vakuumpolarisations-Diagramme gerade solch eine sphärische Entwicklung, welche 
zugleich eine Regularisierung darstellt, zumindest bis hinunter zu Kernladungszahlen Z 2 20 
tasächlich in den meisten Zugängen verwendet wird. Dieses Verschwinden des Gegenterms 
der Selbs tenergie-Vakuumpolarisation unter Verwendung der sphärischen Entwicklung der 
Elektronenpropagatoren soll in diesem Abschnitt dargelegt werden. 
Ausgangspunkt ist der Gegenterm aus Gleichung (6.6) 

Es sei noch einmal festgehalten, daß der Gegenterm einen rein imaginären Ausdruck dar- 
stellt , wie im Abschnitt über den Vakuumpolarisationstensor 4. Ranges genauer dargelegt 
wurde, s.a. [66, 571. Dieser Tensor wird nun wie folgt umgeformt. Zunächst folgt durch eine 
Fouriertransformation des freien Elektronenpropagators im Energie-Orts-Raum 

in den Energie-Impuls-Raum für den freien Eleltronenpropagator in (6.7) unmittelbar die 
Darstellung 

mit k2 = Ik21. Die Funktionen sind dabei die Lösungen des freien Diracgleichung im 
Impulsraum, d-h. sie erfüllen die Gleichung 



mit der Normierung 

Es sei bemerkt, da43 diese Normierungsrelation keine Integration oder Summation über die 
Impulse impliziert, d.h. für beliebige Impulse k gilt. Die Indizes i unterscheiden die vier line- 
ar unabhängigen Lösungen der freien Diracgleichung, d.h. die positiven/negativen Energie- 
zustände und die Spin-auf/Spin-ab-Zustände des Diracteilchens. Einsetzen der Gleichungen 
(6.9) und (6.11) in den Gegenterm (6.7) führt unmittelbar auf 

d2 ~1 (ka)ipb (k2) ~ 4 2  (k2)~ '  (LI) ) ] 
xTr[ il,i2=l C @ ("'I& - Ehi1(l - i c ) c l ad  - &,ir(l - ic) 

An dieser Stelle soll die sphärische Entwicklung des freien Elektronenpropagatsrs: verwendet 
werden. Jedoch ist die sphärische Entwicklung des Elektronenpropagators im Energie-Orts- 
Raum wesentlich einfacher als im Energie-Impuls-Raum, Deshalb ist es sehr aweckmiiflig, 
obige Gleichung mit dem freien Elektronenpropagator in die Energie-Orts-Darstellung zu 
transformieren. Dazu wird in obige Gleichung zunächst eine &-Funktion eingeschoben: 

Wird diese 6-Funktion durch das Integral 

ausgedrückt und in (6.13) eingesetzt, so folgt unmittelbar die Energie-Ortsdarstellung des 
Gegenterms zu 

wobei ebenfalls die Darstellung (6.8) des freien Elektronenpropagators eingesetzt wurde. Die 
räumlichen Komponenten der Diracmatrizen in (6.15) geben keinen Beitag. Dies kann unter 
zweimaliger Verwendung der Identität 
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und der Relation 

bzw. ihrer konjugierten Version gesehen werden. Dabei ist @""" der freie Diaracoperator 
ohne Coulombpotential. Somit folgt nun insgesamt der Ausdruck des Gegenterms mit ao = 1 
zu 

wobei im vorletzten Schritt nach Integration über d3( r l  - r2) wieder die Normierung (6.11) 
zur Anwendung kam. Der freie Elektronenpropagator im Energie-Impuls-Raum ist wegen 
der Translationsinvarianz dieses Psopagators nur eine Funktion der Energie und der Dif- 
ferenz der Koordinaten zweier Orte. Dies wurde im letzten Schritt berücksichtigt. Es sei 
ebenso erwähnt, daß der freie Elektronenpropagator S$(Ez, ri - r1) eine divergente Größe 
darstellt, was unmittelbar aus der expliziten Form (2.53) folgt. Diese Eigenschaft des Aus- 
drucks (6.18) impliziert deshalb die Notwendigkeit einer Regularisierung dieses Gegenterms 
und steht damit in Übereinstimmung mit den im Abschnitt 2.5 getroffenen Aussagen, nach- 
dem der Gegenterm alleine eine unbestimmte Größe darstellt und regularisiert werden muss. 
Es ist interessant festzustellen, daß exakt derselbe Term in [93] ebenfalls im Zusammenhang 
mit der Eichinvarianz der Vakuumpolarisation in einer etwas anderen Herleitung unter Ver- 
wendung der Pauli-Villars-Regularisierung untersucht wurde. In [93] wurde demonstriert, 
daß der Gegenterm (6.18) verschwindet, wenn die sphärische Entwicklung des freien Elektro- 
nenpropagators, welche ja als eine Regularisierung aufgefasst werden kann, eingesetzt wird 
und die Summation über die Quantenzahl ~c nur bis zu einem endlichen K~~~ läuft. Biese 
Aussage soll kurz verifiziert werden. 
Wird zunächst die sphärische Entwicklung des freien Eleldronenpropagators in (6.18) einge- 
setzt, die Spur ausgeführt und über die Quantenzahl p (welche an dieser Stelle nicht mit dem 
Index ,u des Vakuumpolarisationstensor verwechselt werden sollte) summiert;, so entsteht 



Unter Verwendung der Relationen 
2 - C(P 1/21 IYln+1/+-1/2,pl t l /21 - 0 , 

I.1 

C(P 112) 1%-112~-1/2,p*1/2I2 = 0 
!J 

folgt somit aus (6.19) unmittelbar 

Einsetzen der Relationen 

in die Gleichung (6.21) liefert für den Gegenterm in sphärischer Entwicldung 

Jetzt wird das Energieintegral in (6 23)  betrachtet. Nach einer Wick-Rotation E 2  -+ i E 2  

lautet das Energieintegral 

Dabei wurde berücksichtigt, daß der Gegenterm rein imaginär ist, wie bereits im Abschnitt 
2.5 bewiesen wurde. In der Arbeit [93] wurde festgestellt, daß dieses Integral verschwindet. 
Um dies zu sehen, muss die explizite Form der radialen Komponenten des freien Elektronen- 
propagators in (6.24) eingesetzt werden. Anwendung des Gauss'schen Satzes liefert 
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Die zweimalige Differentiation ist elementar ausführbar und liefert einen Ausdruck elemen- 
tarer Funktionen, welcher für jeden einzelnen Summanden E im Unendlichen, d.h. an den 
Integrationsgrenzen verschwindet. Dies wird klar, wenn beachtet wird, daß sich l und 7 im- 
mer um 1 unterscheiden und allgemein die Relation 

1 
jl (ix) hp) (ix) + jl+l (ix) hji\ (ix) = -- + 0 ($1 

x2 

gilt. Somit verbessert eine Differentiation nach X das asyrnptotische Verhalten dieses Aus- 
drucks um eine Ordnung (obwohl dies nicht für einzelne Besselfunktionen ji(ix), hjl)(iz) 
zutrifft) und der Term verschwindet im Unendlichen. Demnach ist der Realteil (als auch der 
irrelevante Imaginärteil) obigen Integrals Null. Dieses Resultat bedeutet, daß der Gegenterm 
unter Verwendung der sphärischen Entwicklung der Elektronenpropagatoren in praktischen 
Berechnungen immer verschwindet, denn es kann nur bis zu einem endlichen r;„ sum- 
miert werden. Aus den vorangegangenen Bemerkungen, insbesondere denen im Abschnitt 
2.5 ist ebenfalls klar, daß gleichzeitig die Eichinvarianz erfüllt ist. Diese Aussage stellt ei- 
ne bemerkenswerte Vereinfachung bei der Berechnung des Diagramms der Selbstenergie- 
Vakuumpolarisation S(VP)E dar 11721. Zudem ist sie auch als Verallgemeinerung der Un- 
tersuchungen zur Eichinvarianz der Arbeiten [93] und [168, 1691 anzusehen, da die in diesen 
Arbeiten diesbezüglichen Untersuchungen der Nichtexistenz eines spuriosen Terms Spezi- 
alfälle des Diagramms der Selbstenergie-Vakuumpolarisation darstellen. 

6.2.4 Der renormierte Ausdruck und Partialwellenentwicklung 

Das Verschwinden des Gegenterms der Energiekorrektur höherer Ordnung hat zur Folge, 
daß sich der Ausdruck der renormierten Energieverschiebung vereinfacht, d.h+ für die Ener- 
giekorrektur exisitieren keine Gegenterme. Werden also die Diagramme in Abbildung 6.4 
zusamrnengefaßt, dann entsteht der in der Abbildung 6.8 dargestellt renormierte Ausdruck 
der Korrektur höherer Ordnung Für eine spätere numerische Auswertung sei an dieser Stel- 

Abbildung 6.8: Werden alle Diagramme zusammengefaßt, so folgt der renormierk Ausdruclc 
der Energiekorrektur der Selbstenergie-Vakuumpolarisation in htiherer Ordnung. Es ist; al- 
so nur notwendig, den bekannten Uehling-Beitrag zu subtrahieren, Mit der sphii-sischen 
Entwicklung der Elektronenpropagatoren in der E1ekt;ronenschleife erfiillt dieser Ausdru~k 
gleichzeitig die Eiehinvarianz der Theorie. 

le die PartialwellenentwicMung der Selbstenergie-?~aEruump~larisation S(VP)E angegeben. 
Die unrenormierte Energieverschiebung der Seibstenergie-Verf;exkosrtj,lcLur S(VP)E wurde in 
Gleichung (6.1) angegeben, T3m diesen Ausdruck in eine Pa~b;iati~.ve1'1r?t~en-f:wicZi:1~~1g ua~s~hrei-  
ben zu können, muss wieder die explizi%e Form des voUen Elc1ctr01iet~j~?~011ag;ite~3rs und d ~ 6  
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I Phot onenpropagat ors eingesetzt werden. Somit folgt zunächst 

1 
X C T ~ ( T I ) ~ , M ( c ~ ) Y ! ( T ~ ) ~ P v ~ ( T ~ )  En - E1 - Er ( I  - i e )  

XE 
Tr [ ~ ~ V s ( % ) Y ! ( r 4 ) ~ Y t ( ~ 4 ) v t t ( T 3 ) ]  

.,, [EI + E2 - Es(1 - i e ) ]  [E2 - Et(i  - ie)] 

~ Nun kann wieder die Winkelintegration im Impulsraum k 1  ausgeführt werden, d.h. 

und analog erfolgt die Winkelintegration für den Impulsraum k2.  Einsetzten der Partialwel- 
lenentwicklung und die Ausführung der Spur liefert schließlich die Partialwellenentwicklung 
der unrenormierten Energieverschiebung 

I Das Energieintegral ist dabei gegeben zu 

1 
X 

[E, - EI - E,(1 - i e ) ] [ E ~  + EI - Es(1- ie)] [E2 - Et (1 - ie)] ' 

und kann analytisch gelöst werden (s. Anhang). 
Aus den vorangegangene Untersuchungen ist Mar, daß die Elektronenpropagatoren in der 
Elek-kronenschleife nach sphärischen Wellen entwickelt werden müssen, um die Eichinvarianz 
der berechneten Energieverschiebung zu sichern. Dies bedeutet, daß die gebundenen Elek- 
tronenzustände s,t in (6.29) in sphärischen Koordinaten (s. Abschnitt über die Lösungen 
der Diarcgleichung in sphärischen Koordinaten) dargestellt werden 1126, 1411, d. h. von der 
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Quantenzahl K„ K~ abhängen. Dies wurde noch einmal durch die explizite Darstellung der 
Quantenzahlen K„ in der Elektronenschleife unterstrichen. Ebenso sei bemerkt, da8 diese 
beiden Quantenzahlen nicht unabhängig voneinander sind, sondern wieder die Dreieckbezie- 
hung 

erfüllen. Eine entsprechende Relation gilt für die Partialwelle L2 des zweiten Photons. Somit 
gibt es nur zwei unabhängige Summationen über LI und K,. Die Partialwellenent~icklun~ 
des Gegenterms ergibt sich aus dem Ausdruck (6.29) durch den Limes Z -+ 0, d.h. die 
Zustände s, t und ihre Energien Es) Et müssen durch die freien Elektronenzustände p1,g2 
und ihre entsprechenden Energien E„, E„ ersetzt werden. 



7 Zusammenfassung und Ausblick 

Was endet, beginnt. 
Janwillem van de Wetering (geb. 1931) 

In dieser Arbeit wurde der Beitrag der Zwei-Photonen-Selbstenergie (SESE) zur Lambver- 
schiebung in hochgeladenen wasserstoffartigen Ionen betrachtet. Die unrenormierte Energie- 
verschiebung des reduziblen Anteils der Zwei-Photonen-Selbstenergie wurden unter Verwen- 
dung der Methode der Zwei-Zeiten-Greenfunktion hergeleitet. Um den bekannten renormier- 
ten Ausdruck für die SESE-Diagramme zu überprüfen, kam die BPHZ-Renormierung zur 
Anwendung, welche sich als ein hervorragendes und elegantes Verfahren der Renormierungs- 
theorie erwies. Soweit dem Autor dieser Arbeit bekannt ist, wurde die BPHZ-Renormierung 
bisher nur für die skalare Q3-bzw. Q4-Theorie verwendet, obwohl sie als ganz allgemeine Re- 
normierungsprozedur prinzipiell für alle Quantenfeldtheorien geeignet ist. Desweiteren wurde 
die Infrarotkonvergenz des renormierten Ausdrucks der Selbstenergie SESE für den wichti- 
gen Fall des 1s-Grundzustandes in allgemeiner kovarianter Form dargestellt. Obwohl der 
irreduzible Anteil der Zwei-Photonen-Selbstenergie SESE a) irred) bereits in der Arbeit [96] 
(1995) berechnet werden konnte, stellten die verbleibenden Diagramme der SESE, nämlich 
SESE a red), b) und C) bisher die größte Unsicherheit in den Vorraussagen der Energie- 
verschiebung dar. In Ref. [99] (1998) wurde bereits ein numerisches Resultat des Beitrags 
dieser Diagramme angegeben. Jedoch wurde in jener Arbeit nur ein spezieller Anteil der 
Diagramme SESE a red), b), C) betrachtet und es ist unklar, ob der berechnete Anteil über- 
haupt den dominierenden Anteil darstellt , Somit blieb die oben erwähnte Unsicherheit in den 
Vorraussagen der Lambverschiebung bestehen. In der vorliegenden Arbeit wurde erstmalig 
der Versuch einer vollständigen Berechnung der Zwei-Photonen-Selbstenergie zur Lambver- 
schiebung des 1s-Grundzustandes in den wichtigsten Systemen Uran und Blei unternommen 
[l56, 1591. Die Energieverschiebung der Zwei-Photonen-Selbstenergie wurde mit der Metho- 
de der Partialwellen-Renormierung (PWR) berechnet. In dieser Arbeit wurde ausführlich 
auf die Anwendbarkeit dieser Methode im Falle hochgeladener Systeme eingegangen. Die 
erzielten numerischen Resultate für die Diagramme SESE a red), b) und C) lauten: 

Diese Ergebnisse sind konsistent mit den Resultaten der Sign-Approximation [155]. Jedoch 
erscheint es sehr wünschenswert, diese Resultate wegen der Komplexität der verwendeten 
Berechnungsmethoden durch eine unabhängige Berechnung zu bestätigen. Zudem konnten 
auf Grund des enormen numerischen Rechenaufwandes, welcher bei Ca. 30.000 single pro- 
cessor CPU-Stunden lag, nur die ersten vier Partialwellen sowohl für Uran als auch für 
Blei berücksichtigt werden. Deshalb ist eine Einschliefiung der nächsten wenigen Partial- 
wellen notwendig. Zum einen kann dabei die Ungenauigkeit weiter reduziert als auch das 
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Konvergenzverhalten der Partialwellensumme besser kontrolliert werden. Eine nachfolgende 
Computergeneration sollte dies durchaus ermöglichen. 
Schließlich wurden in dieser Arbeit auch renormierte Ausdrücke für die Energiekorrekturen 
höherer Ordnung der Zwei-Photonen-Vak~um~olarisation VPVP als auch für das Diagramm 
der Selbstenergie-Vak~um~olarisation S(VP)E mit Hilfe der BPHZ-Methode abgeleitet. Die- 
se Diagramme sind schon deshalb von Bedeutung, da sie bisher nur in Uehling-Näherung 
berechnet worden sind und somit ihr exakter Beitrag für kein einziges Element bekannt ist. 
Zudem liefert zumindest das Diagramm der Zwei-photonen-Vakuumpolarisation einen rele- 
vant en Beitrag zur Lambvers chiebung in hochgeladenen Ionen. Jedoch wurde in der Arbeit 
darauf verwiesen, daß auch die Energieverschiebung S(VP)E durchaus nicht vernachlässigt 
werden sollte. Es erscheint deshalb notwendig, den Beitrag dieser Diagramme ebenfalls zu 
berechnen. Es konnte in der vorliegenden Arbeit gezeigt werden, daß das Diagramm der 
Zwei-Photonen-Vak~um~olarisation keine äde re  Renormierung erfordert, da sich die ent- 
sprechenden Gegenterme gegenseitig wegheben. Da das gegenseitige Wegheben aller Gegen- 
terme der äußeren Renormierung der VPVP in jeder beliebigen Regularisierung galt, wurde 
gleichzeitig die Eichinvarianz des renormierten Ausdrucks bewahrt. Diese Aussage stellt eine 
beträchtliche Vereinfachung in einer später zu erfolgenden numerischen Auswertung dar. Eine 
ebensolche Vereinfachung konnte im Diagramm S (VP ) E erzielt werden, da die Gegenterme 
ebenfalls in jeder Regularisierung verschwinden. Dies konnte explizit mit der sehr wichtigen 
Methode der sphärischen Entwicklung der Elektronenpropagatoren in der Elektronenschlei- 
fe demonstriert werden. Somit ist die Eichinvarianz auch im Fall der Energieverschiebung 
des Diagramms S(VP)E gesichert. Diese Untersuchungen im Fall des Diagramms S(VP)E 
bedeuten insbesondere, daß ein sogenannter nichteichinvarianter spurioser Term für die ge- 
samte Klasse der Ein-S chleifen-Vak~um~olarisations-Diagramme, in denen Photonen mit 
beliebiger Energie hineinlaufen, nicht auftritt, Vorraussetzung dafür ist die Anwendung der 
sphärischen Entwicklung des freien und gebundenen Elektronen-Propagators im renormier- 
ten Ausdruck, in welchem die Summation über die Quantenzahl U als letzte Summation bis 
zu einem endlichen Maximalwert /smaX auszuführen ist. Als renormierter Ausdruck ist dabei 
die jeweils betrachtete unrenormiert e Energieverschiebung zu verstehen, von welcher nur der 
Uehlingbeitrag subtrahiert wird. 



Anhang A Umformung der 
Energieintegrale der Zwei- 
Photonen-Selbstenergie 

Betrachtet sei das Energieintegral der Selbstenergie der Ordnung a. Es lautet 

Es soll nur der Fall n = 151/2, d.h. der Grundzustand betrachtet werden. Der Kontur der 
Energieintegration in der komplexen E-Ebene ist durch die ie-Vorschrift im Nenner des 
obigen Energieintegrals eindeutig festgelegt. Deshalb konnte die ie-Vorschrift im Exponen- 
ten fallengelassen werden. Dieses Integral kann nun in die zwei Fälle Er < 0 und Er > 0 
unterschieden werden, welche nacheinander betrachtet werden sollen: 

1. Fall: E, < 0 
In diesem Fall liegt der Pol in der komplexen Ebene bei -+ Ei pol = E, - E, - 5-5. Das 
obige Energieintegral wird durch Hinzuaddieren und Subtrahieren umgeschrieben zu 

Das zweite Integral wird aufgrund des Exponenten über die obere Halbebene der kam- 
plexen E-Ebene geführt. Jedoch befindet sich der Bol in der unteren Malbdene, so 
da6 diese Integral verschwinde-t;. Damit folgt 
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wobei die ia-Vorschrift fallengelassen wurde, da keine Pole auftreten (solange n der 
Grundzustand ist). 

2. Fall: E, > 0 
In diesem Fall liegt der Pol in der komplexen Ebene bei -+ El pol = E, - ET + ia. 
Das obige Energieintegral wird auch in diesem Fall wieder durch Hinzuaddieren und 
Subtrahieren umgeschrieben zu 

Das erste Integral wird aufgrund des Exponenten über die untere Halbebene der ksm- 
plexen E-Ebene geführt. Jedoch befindet sich jetzt der Pol in der oberen Halbebene, 
so daß dieses Integral verschwindet. Somit folgt 

wobei die ie-Vorschrift fallengelassen wurde, da abermals keine Pole auftreten (wenn 
n der Grundzustand ist). 

Werden nun beide Fälle zusammengefaßt, so folgt für das betrachtete Integral insgesamt: 

Die Energieintegrale im Zwei-Schleifen-Fall können auf das soeben betrachtete Grundin- 
tegral durch eine Partialbruchzerlegung reduziert und dann mit denselben Umformungen 
behandelt werden. Zu bemerken sei noch, daB das Integral I2 nicht durch eine Partialbruch- 
zerlegung, sondern durch eine Differentiation auf das Grundintegral reduziert werden muss. 
Es folgen mit dieser Methode die in der Arbeit angegeben umgeformten Integrale. Die zusätz- 
lichen Terme in den Intgeralen 13> I4 und I5 lauten: 



bzw. 

und 



AnhangB Energieintegraleder 
Zwei-Photonen- 
Vakuumpolarisation 

In diesem Anhang seien die Energieintegrale der Zwei-Photonen-Selbstenergie und ihre 
analytischen Lösungen, welche durch Partialbruchzerlegung des Integranden und anschlie- 
Bende Anwendung des Residuensatzes gelöst werden können, angegeben (dabei gilt wieder 
kt = Ik'I). 

1 1 
X 

EZ2 - kt2 $ i c  [Ei - E,(1 - ic)][E1 - Ez - Es(l - ic)][Ei - Et(l - ic)] 

- --F ((sign(W - sign(E4 E,. 
1 

E, - kt 2 kt E,. - Et ) 

Es ist klar, daB dieser Ausdruck keine Pole aufweist. Auch der Fall k1 -+ 0 ist nicht proble- 
matisch (es wird über d k ' ~ ' ~  integriert.) Diese Eigenschaft der infraroten Konvergenz ist in 
den anderen Energieintegralen ebenfalls in ähnlicher Weise erfüllt, ohne im folgendem weiter 
darauf zu verweisen. 

-00 -CO 

X 
1 1 1 

~ 2 '  - k12 + ic [EI - E2 - Ern (1 - ic)] [U - EP1 (1 - ~ E ) ] [ u  - Ep2(l - ie)][u - Ep4(1 - ie)] 
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J. 1 
X ~ 2 2 ~  - ,$I2 + i ,  [El - Epl (1  - ie)]  [Ei - Ep4 (1 - i e ) ]  

sign(Epl) - sign(EP2)l - siW(Epl) - sign(Ep3) 

Epl - Ep2 - k1 sign (Ep2)  Epl - Ep3 - k1 sign(Ep3) 

1 
X 

[E1 - E„ (1 - i e ) ]  [EI - Ep2(1 - i e ) ]  [EI - Ep3 (1  - ie)] 



Anhang C Energieintegral der 
Selbstenergie- 
Vakuumpolarisation 

Das Energieintegral der Selbstenergie-Vakuumpolarisation kann ebenfalls analytisch gelöst 
werden und lautet 

71- -- 1 1 
2k1 [Et - Es - + E,] k? - kg 

(W 
Diese Integral besitzt keine Pole. Auch der Fall ki -+ !c2 ist nicht probkema%isch, denn 
in diesem Limes würden sich beide Terme gegenseitig so wegheben, da8 keine Div~xgem 
entsteht. 
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